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Resum | Abstract

En aquest article repassem d'una manera | Inthis article we review briefly the history of
breu la historia del problema isoperimétric, | theisoperimetric problem, showing some
posant de manifest alguns aspectes | geometric aspects which have been of key
geomeétrics que hi han tingutuna | importance. Also we present an elementary
importancia cabdal. Aixi mateix, presentem | analytical proof of the isoperimetric
una demostracié analitica elemental de la | inequality that can be explained in a first
desigualtat isoperimétrica que es pot | coursein Calculus.
explicar en un primer curs de Calcul.

Introduccio

La desigualtat isoperimétrica, que sera discutida en aquest article, és una relacié entre
longituds i arees. Pot ser util, doncs, comencar fent una discussié breu d'aquests conceptes
en el context en el qual els farem servir.

Longitud

Una corba a R? sera una aplicacié continua y: | — R? on / és un interval tancat i acotat de la
recta. Aixi, pera cada t € I, y(t) té dues components i posarem y(t) = (x(t),y(t)) on xy: | — R
son funcions continues.

Sigui I = [a,b]; llavors es diu que la corba y és tancada si y(a) = y(b). Es diu que y és simple o
de Jordan si y és injectiva a [a,b] i, en el cas que y sigui tancada, si y és injectiva a [a,b).

1. Aquest article es basa en la darrera llicd que dona, el 3 de juny de 2015, en Julia Cufi abans de la seva
jubilacio, corresponent a I'assignatura Funcions de variable real de primer curs de matematiques. Afortunadament,
en Julia continua, ara com a professor emeérit, impartint classes i tots gaudint amb les seves llicons.
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Un element geométric molt important associat a una corba és el vector tangent en cada un
dels seus punts. Per tal que aquest vector existeixi cal que la corba tingui una determinada
regularitat: cal que sigui diferenciable.

Direm que v és diferenciable en el punt t, € [ si existeix el limit seglent:

lim y(t) — v(to)
t—to t—to

Y/ (to).

Aquest limit existeix si i només si les funcions x(t), y(t) son totes dues derivables en el punt t,
i, en aquest cas, hom té:

7' (to) = (< (t), y'(to)-

Aquest vector y'(ty) s'anomena el vector tangent a y en el punt y(t,). Si pensem que y(t)
és la trajectoria d’'un punt que es mou en funcié del temps, llavors y'(t) és la velocitat del
moviment. La norma del vector tangent, ||y/(t)||, en aquest cas, s'anomena la celeritat del mo-
viment.

Una condicio de regularitat més forta que I'existencia de vector tangent a cada punt de la
corba és que y(t) sigui diferenciable peratott € /i que l'aplicacio y’: | — R?queenviat € /a
¥'(t) sigui continua. De vegades convé també suposar, a més a més, que y'(t) # 0, t € .
Llavors es diu que y és regular.

Per exemple, la funcié y(t) = (t — sint,1 — cost), t € [0,27], és una parametritzacié de la
cicloide que és la corba descrita per un punt d'un cercle de radi 1, quan aquest cercle roda i
fa una volta completa.

Aqui el vector tangent és y/(t) = (1 — cost, sint).

Sigui v: [a,b] — R? amb y(t) = (x(t),y(t)), una corba qualsevol a R2. Per a cada particio de
linterval [a,b], P ={a=1ty < t; < --- < t, = b}, podem considerar la linia poligonal formada
pels segments que uneixen el punt y(t,) amb el punt y(tc;;) perak =0,1,...,n — 1.

a t t ti th—1 b
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La longitud d'aquesta poligonal és

n—1

n—1
AP = "yt — vt = \/ (Ox(tien) — X(6)2 + (Y (tier) — y(8)?).
k=0

k=0

Es diu que la corba y és rectificable si

sup A(P) < +o0
P

on P recorre el conjunt de totes les particions de l'interval [g,b]. En aquest cas es posa, per
definicid,

Ny) = stf{p A(P)

i A(y) s'anomena la longitud de y.
Si y és prou regular, el resultat seglient diu com es pot calcular la longitud de y.

Siy: [a,b] — R? és una corba diferenciable amb v/ (t) continua a [a,b], llavors y és rectificable i

~

b b
/\(y)=/ ||y’(t)||dt=/ VX'()? +y' (1) dt, (1

on y(t) = (x(t),y(1), t € [a,b].

Quan y és la cicloide trobem de seguida:

2m 271 t
A(y)z/ \/2—2costdt=2/ sinidt=8.
0 0

Per a les corbes regulars hi ha una parametritzacié canonica, fent servir el parametre arc, que
és la seguent:

Sigui y: [a,b] — R? una corba regular, és a dir, y'(t) existeix i és una funcio continua a [a,b] i
Y'(t) #0,perat € [a,b].
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Peracadat € [a,b] posem:

- / Iyl dr,

o sigui que s(t) és la longitud de I'arc de corba y des de y(a) fins a y(t).

Evidentment, es compleix

Pel teorema fonamental del calcul sabem que
=y >0, telabl

i, per tant, s(t) és una funcio estrictament creixent. Aixo vol dir que s[a,b] = [0,L]i que s té una
inversa

¢ =s"":[0,L] — [a,bl.
Aixi, podem definir la corba
7(s) = (X(5),5(5) = (x(@()y(p(s)), s € [0,L]

que té a R? la mateixa imatge que v, i que dona la corba parametritzada pel parametre arcs.

| ara tenim, per la regla de la cadena,
X'(s) =x'(@(s) - @'(s); §'(5) =y (p(s)) - ' (s).

1 1
Pero ¢’'(s) = = de manera que

s@ [yl

que donen

Pl = VF ey = YO

dull

Es a dir, amb el parametre arc s, el vector tangent té longitud constant igual a 1 o, si es vol, la
celeritat del moviment és constantment 1.

Per exemple si considerem la circumferéncia de centre l'origen i radi r recorreguda una
vegada, la funcid s(t) és s(t) = t - riel canvi t = s/r ens déna:
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. s . .S

X(s) = rcos p y(s) =rsin P 0<s<2mr
i, és clar, que X'(s)? + 7'(s)? = 1.

Area

La mateixa definici6 d'integral de Riemann ens déna el concepte d'area d’'un domini del pla
del tipus subgraf. Si f: [a,6] — R és una funcié no negativa i considerem la regié:

Dr={lxy) e R°:a<x<b0<y<fx}

Dy

a b

llavors, suposant que f és integrable en el sentit de Riemann a [q,b], es pren com a area de Dy:
b
area (Dy) = / f(x) dx.
a

Es una definicié molt natural tenint en compte que la definicié de la integral és, de fet, una
aproximacié de I'area de Dr per la suma d’arees de rectangles.

Ara es tracta de calcular I'area d'una regi6 del pla més general que la regié subgraf anterior,
la qual esta limitada per tres segments de recta i el perfil marcat per la funcié f(x).

Considerem una corba plana y(t) = (x(t),y(t), a < t < b, amb y(t) que tingui derivada
continua, que sigui tancada i de Jordan. Aquest tipus de corbes limiten una regié acotada
del pla, anomenada l'interior de y, que designarem per D. Suposarem, a més a més, que
qualsevol recta vertical o bé horitzontal (és a dir, parallela als eixos de coordenades) talla
y en dos punts com a maxim. Per exemple, aquesta condicié es compleix si la regié D és
estrictament convexa.

Per tal de calcular I'area de la regié D suposem que y(t) > O, per a t € [a,b] (si no fos aixi,
només cal desplacar y verticalment, un moviment que no afecta I'area) i també que y esta
recorreguda de manera que D queda a l'esquerra de .

Siguin

my =inf{x(t),a <t <b}, m,=sup{x(t)a<t<b}
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Es facil veure que les verticals pels punts m; i m, tallen y una vegada. Siguin els punts de
tall CiA.

y y1(x)
Dy > A =y(a) = y(b)
YO=C |
D,
y2(x)
m, X ms X

Podem suposar, sense perdua de generalitat, que A = y(a) = y(b) (si no fem una translacio
del parametre) i sigui ¢ € (a,b) tal que y(c) = C. Ara per a cada punt x amb m; < x < m, hiha
dos punts de y sobre la vertical per x, siguin y;(x), y(x), de manera que y;(x) > y,(x).

L'area de la regio6 D és la diferéncia entre les arees de les regions tipus subgraf

En consequencia
A = area (D) = area (D;) — area (D,) = / y1(x) dx — / y2(x) dx.

my m

Ara fem, en cada una d’aquestes integrals, el canvi de variable x = x(t); a la primera integral t
variara entre ciaialasegonaintegral t anira de c a b. Aixi, resulta

a b c b
A= / y1(x(1)) - X' (t) dt — / yo(x(1) - X' (t) dt = —/ y(t) - x'(t) dt — / y(t) - X'(t) dt.
Es a dir,
b
A=— / y(t) - X'(t) dt. (2)
Si haguéssim fet el raonament anterior en la direccié horitzontal hauriem trobat

b
A= / x(t) - y'(t) dt. 3)

Finalment, si a més, sumem (2) i (3), obtenim la proposicié segiient:
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Siguiy(t) = (x(t),y(1), a < t < b, una corba continuament diferenciable, tancada i de Jordan. Si-
gui D la regié acotada limitada per y i suposem que D és convexa. Llavors la regié D té una
area A donada per

b b
A= — / X' (t)y(t) dt = / x(0)y'(t) dt (4)

obé

b
A= / (x(@)y'(t) — X'ty (®) dt. (5)

Observacio. Les formules anteriors sén valides sota hipotesis menys restrictives que les que
hem imposat a la regié D.

Per exemple, considerem una circumferencia de radi 1 i en el seu interior una altra circumfe-
rencia de radi 1/4 que es desplaca fent una volta sencera en contacte amb la circumferéncia
grossa. El punt de contacte inicial P descriu una corba tancada anomenada astroide. Es senzill
comprovar que la parametritzacié d'aquesta corba és

y(t) = x@)y), 0<t<2n

amb

x(t) = cos® (), y(t) = sin’ (t).

Aixi, d’acord amb (5), s’obté com a area de l'astroide:

21
=—/ (3cos®tsintcost+ 3sintcos’tsint)dt =
0

3 21 3 2n
= —/ sin’tcos? tdt = —/ sin’ 2t dt =
2 0 8 0

3 /2“ 1 — cos4t 3n
== — = T dt=—.
8/, 2 16
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El problema isoperimetric

El problema isoperimeétric apareix molt al comencament de la historia de les matematiques
i ha estat present al llarg del seu desenvolupament. Aixo es deu a l'interés intrinsec del
problema i també al fet que una demostracié rigorosa de la desigualtat isoperimeétrica no es
va aconseguir fins a finals del segle xix. A més a més, el problema inicial s’ha estés a d'altres
contextos i continua sent objecte d’estudi actualment. Una bona referéncia sobre I'evolucié
historica d'aquest problema és [1].

El problema isoperimétric consisteix a determinar d'entre totes les figures planes de perimetre
donat quina és la que tanca una area més gran. La primera referéncia a aquest problema cal
buscar-la en I'Eneida de Virgili, on s'explica la llegenda de la princesa Dido, filla del rei de Tir,
la qual, fugint de la cobdicia del seu germa Pigmalié, que havia matat el seu marit, va arribar
a terres de 'actual Tunisia. Alla va demanar ser acollida i li va ser concedida tota la terra que
pogués abastar amb una pell de brau. Aleshores Dido va tallar la pell de brau en tires molt
fines amb les quals va encerclar un perimetre circular de terra. Aixi, la intelligent Dido va
intuir que amb el perimetre de qué disposava, el cercle era la figura que limitaria una area
més gran.

Es facil trobar la formulacié matematica del fet que la circumferéncia és el perfil que envolta
una area maxima amb un perimetre fixat. Donada una longitud L, el radi del cercle de
perimetre L sera R = L/2, i 'area tancada, mR? = L2/4m. Per tant, la formulacié del problema
isoperimetric és la seglient:

Qualsevol regié plana limitada per un perimetre de longitud L té una area A que compleix

L2
<
As 41 (©)

i, amés, la igualtat es compleix només quan la regid esta limitada per un cercle.

Els grecs es van ocupar del problema isoperimetric i Zenodorus (200 aC-140 aC) va provar
resultats que des de la perspectiva de la matematica de |'época es poden considerar una
primera solucié del problema.

Els resultats de Zenodorus sén coneguts gracies a I'obra de Pappus d’Alexandria (290 dC-350
dQ), el qual veu en la intelligencia de les abelles, posada de manifest en la construccié dels
ruscs, un precedent natural per al problema isoperimétric. Pappus diu que entre totes les
figures que les abelles podien considerar per a formar un rusc, que eren triangles, quadrats
o hexagons (evidentment regulars), van triar la de més costats, I'hexagon, intuint que era la
gue permetriaemmagatzemar més quantitat de mel invertint la mateixa quantitat de cera en
la construccid. A continuacié diu que, en conseqiiéncia, els homes, encara més intelligents
que les abelles, ens plantegem una afirmacié més general: de totes les figures planes, amb
angles i costats iguals i del mateix perimetre, és més gran la que té més costats i la més gran
de totes és el cercle.

Concretament, Zenodorus va provar amb metodes geometrics molt elegants els resultats
seguents:
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 Un poligon regular de n costats tanca més area que qualsevol altre poligon de n costats
del mateix perimetre.

« Perals poligons regulars del mateix perimetre, com més costats tenen més area tanquen.
« Un cercle té més area que qualsevol poligon regular amb el mateix perimetre.

Podem trobar molta més informacio historica i molt més detallada sobre el problema
isoperimetric a I'excellent article de J. Gonzalez Llorente “El problema de Dido, abelles, billars
i principis de maxims i minims” [2].

La contribucio de Steiner

Per tal de trobar una aportacio significativa de cara a la solucié del problema isoperimetric
hem d'arribar al segle xix amb I'obra de J. Steiner, el qual déna fins a cinc “demostracions” de
la desigualtat isoperimétrica (6) que sén molt interessants des d'un punt de vista geomeétric,
perd que no sén del tot rigoroses. En efecte, totes es basen en el pressuposit que el problema
té solucid, és adir, que hiha unaregié d’area maxima amb un perimetre prefixat. A continuacio
en descriurem alguna.

La primera observacié que cal fer és que n’hi ha prou de considerar la desigualtat isoperime-
trica per a recintes convexos, observacié que els grecs ja van fer. En efecte, si tenim una regio
de perimetre L que

tanca una areaAifem la seva envolupant convexa, ens trobarem amb una regié de perimetre [
i area A i, Obviament, sera

[<L, A>A

. . ~ L2 , R L2
Per tant, si és certa la desigualtat A < yryes també hosera A < i

També convé observar que el problema isoperimétric admet una formulacié dual: entre totes
les figures planes d’area donada, la que té perimetre minim és el cercle.

Aleshores el que Steiner fa és el seglient: donada una figura que no és un cercle, en construeix
una altra que té el mateix perimetre, pero area més gran, o bé una que té la mateixa area, perd
perimetre més petit. Dit d'una altra manera, que per a un perimetre fixat, una figura d'area ma-
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xima ha de ser un cercle, perd queda el problema de provar I'existéncia d'una figura d'area
maxima.

Les construccions de Steiner van ser publicades el 1842 i una d’elles és la seglient:
Suposem que tenim una regié plana convexa que no sigui un cercle. Dividim aquesta regié

amb una linia recta en dues parts que tinguin la mateixa area i el mateix perimetre (més
endavant justificarem que aixo és possible).

Considerem una meitat que no sigui un semicercle. Hi ha d’haver un punt P a la seva vora tal
que l'angle APB no sigui recte (vegeu la figura anterior). L'area de la meitat considerada és
S1 4+ T +S,. Ara fem lliscar els punts A, B sobre I'eix de divisio fins al moment en qué I'angle
en P sigui recte. Llavors lanova area és S; + S, + T amb T > T, ja que comparem dos triangles
que tenen dos costats iguals i un dels quals és rectangle i, per tant, té area més gran. Aixi
doncs, obtenim una area superior a I'area de partida, mentre que el perimetre es conserva. Si
reflectim la nova configuracié respecte de I'eix de divisié, obtindrem una figura que tindra el
mateix perimetre que la inicial, perd una area més gran.

La conjectura de l'equiparticié d’'una regio

En el raonament anterior es fa servir el fet que una regidé convexa es pot dividir per una linia
recta en dues parts de la mateixa area i el mateix perimetre. Com es pot justificar aixo? De la
manera seglient:

Es clar que hi ha una recta vertical i només una que divideix
la regié en dos trossos de la mateixa area. En general, els
trossos resultants no tindran el mateix perimetre: posem
que siguin pg i p. amb py — p. > 0. Si ara fem girar la linia “ Dd
divisoria de manera que sempre parteixi la regioé en dues
parts de la mateixa area, és senzill veure que la quanti-
tat p4 — p. varia continuament. Quan hagim girat 180° ens
trobarem amb py — p. < 0. Pel teorema de Bolzano, en
algun moment hauriem tingut p; — p. = 0.

. Pe
Val la pena comentar breument un problema de planteja-
ment molt senzill, pero de solucié matematica molt dificil i,
de fet, encara desconeguda, que és I'extensio de la divisid
anterior a un nombre de trossos superior a 2.
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L'any 2006, R. Nandakumar i R. Ramana Rao van proposar el problema segient:

Donada una regi6 convexa del pla i un nimero natural N, existeix una particié de la regié
en N parts, de manera que totes elles tinguin la mateixa area i el mateix perimetre?

El cas N = 2 és el que acabem de discutir, pero el cas general és encara un problema obert.

A aquest problema s’hi han aplicat métodes de transport optimal, de topologia algebraica i
de teoria de nimeros. En aquest moment el resultat millor que es coneix és degut a Blagojevic¢
i Ziegler, el qual diu que si N és una poténcia d'un numero primer i llavors la particié és
possible (vegeu [4] per a més informacio).

El procés de simetritzacio

Una altra de les demostracions, mancada de rigor també, que va donar Steiner de la
desigualtat isoperimétrica es basa en I'anomenat procés de simetritzacio, que ell va introduir i
que té forca interés en geometria.

La simetritzacié d'un domini del pla D, respecte d’una linia recta L, consisteix a passar a un
domini D* tal que

i) D* és simetric respecte de L.

ii) Qualsevol recta perpendicular a L que talla D o D* també talla I'altre domini i les dues
interseccions tenen la mateixa longitud.

iii) La interseccio de qualsevol recta perpendicular a L amb D* consisteix en un segment
bipartit per L.

Perexemple el simetritzat d'un semicercle respecte d'una recta paratlela al seu diametre
és una ellipse.

™~
o

Es evident, pel principi de Cavalieri, que D i D* tenen la mateixa area. Steiner va observar que,
amés, el perimetre de D* és més petit o igual que el perimetre de D els perimetres sén iguals
només en el cas que D sigui simetric respecte d’'una recta parallela a la linia de simetritzacid L.
No és dificil justificar tot aixo analiticament.
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Considerem ara el problema isoperimetric dual i sigui D una regié convexa que tingui
perimetre minim d’entre totes les regions que tenen una area fixada (I'existéncia d'una tal
regié s’hauria de provar). Fem ara la simetritzacié de Drespecte d'unarectal; llavorslanovare-
gié D* té la mateixa area que D i el seu perimetre, també igual al de D, perqué ha de ser
menor o igual que el de D, perd aquest hem suposat que era minim. Llavors, pel que hem dit
abans, D ha de ser simetric en la direccié de L i com que L és qualsevol recta es dedueix que
D ha de ser un cercle.

Lesidees de Steiner van ser aprofitades més tard per a donar proves rigoroses de la desigualtat
isoperimetrica tal com comentarem més endavant.

Les demostracions analitiques

Quan arriben les primeres demostracions matematicament correctes de la desigualtat
isoperimetrica? Vénen de la ma de I'analisi i en van apareixent diverses basades en métodes
diferents.

La primera és deguda a Weierstrass, que va donar una prova de l'existéncia de solucio,
I'any 1879, en les seves llicons sobre el calcul de variacions, i que va permetre donar una
resposta rigorosa al problema. Perd Weierstrass no va publicar mai aquests resultats i es va
haver d’esperar fins a la publicacié de les seves obres completes I'any 1927, en que apareixen
reconstruits a partir de les notes dels seus estudiants.

Per aquest motiu s'acostuma a considerar la demostracié que va donar Hurwitz I'any 1902,
fent servir series de Fourier, com la primera prova rigorosa de la desigualtat isoperimétrica.
Aquesta demostracio apareix en un article, en el qual Hurwitz aplica el desenvolupament en
série de Fourier d’'una funcié i d'altres desenvolupaments a diversos problemes de la teoria
de corbes i de superficies. El treball de Hurwitz va marcar el comencament d’una nova linia de
recerca que ha donat resultats molt interessants al llarg dels anys posteriors.

Una mica més tard, I'any 1909, Carathéodory va donar una altra demostracioé de la desigualtat
isoperimétrica. Carathéodory va afegir el que li faltava a Steiner en el seu raonament
mitjancant el procés de simetritzacié del qual ja hem parlat abans. Es a dir, va provar que
entre tots els dominis convexos d’area donada n’hi ha un que té perimetre minim. Amb
aquest resultat a la ma, el métode de Steiner déna que aquest domini de perimetre minim ha
de ser un disc.

Laidea pertal de provarl'existéncia del domini de perimetre minim és la segiient: donatun do-
mini convex D = Dy, es pot construir una successié de dominis convexos Do, Dy, D, ...,D,, ...,
on D, és el simetritzat de D,_; respecte d'alguna recta que passa per l'origen, de manera
que els D,’s convergeixen cap a un domini D, i els perimetres dels D,’'s decreixen cap al
perimetre de D. Resulta que la simetritzacié de Steiner no redueix el perimetre de D, de
manera que aquest domini té la mateixa area que D i perimetre minim i ara ja sabem que D,
ha de ser un disc. Com que la desigualtat isoperimétrica val per a D, també val pera D.

Abans de l'aparicié de les obres de Weierstrass encara es va publicar una altra prova, molt
curtaielegant, de la desigualtatisoperimetrica. Va ser deguda a Carleman, I'any 1921, i es basa
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en el teorema fonamental de la representacié conforme que permet aplicar conformement
I'interior d’'una corba simple en el disc unitat.

Amb posterioritat als treballs que acabem de citar han aparegut altres proves de la desigualtat
isoperimétrica amb métodes diferents. Només direm que I'any 1953, el matematic catala
Lluis Santalé en va donar una fent servir resultats de la geometria integral, una branca de les
matematiques que ell mateix va contribuir a desenvolupar d'una manera prominent.

Es podrien citar moltes altres proves de la desigualtat isoperimétrica, com la de la projeccié
de Schmidt (1939), les de Gromov fent servir metodes d’analisi vectorial per a dimensions
qualssevol (1986), adaptada al pla per diversos autors, o la de Sawlov de les disseccions (1998).

El que és més remarcable, pero, és que també es pot demostrar la desigualtat isoperimétrica
amb metodes elementals, entenent per elementals els coneixements que s’expliquen en les
assignatures de calcul del primer curs dels estudis de matematiques o fisica de les nostres
universitats. La prova que donarem a continuacié respon a aquest esperiti és deguda a Lax [3].

Una demostracio elemental

Sigui C una corba simple tancada que limita una regié convexa plana d’area A. Suposarem
que C és regular i que té longitud L. Volem provar la desigualtat (6):

2
A<t
T 4n

i que la igualtat només val si C és una circumferencia.

En primer lloc, observem que podem suposar L = 2. En efecte, si suposem que l'origen
queda a l'interior de Ci apliquem una homotecia de centre l'origenirad p, la nova corba p C
té una longitud igual a pL i tanca una area igual a p2A, com es dedueix immediatament de
les formules (1) i (4).

Per tant, la desigualtat isoperimétrica per a la nova corba p C dona:

, p2L2
A< , ivalenta (6).
p°A < ——, equivalen a(6)

Aixi doncs, si triem p tal que p L = 2, ja tenim justificada la hipotesi que hem fet. Ara cal
provar, doncs, que si C té longitud 27t i tanca una area A, llavors

A<
A continuacié suposarem que la corba C la tenim parametritzada amb el parametre arc.
Posem, doncs, que C esta definida per y(s) amb

y(s) = (x(s),y(s)), 0<s<2m
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A
Movent la corba adequadament sense que varii la seva longitud ni I'area que tanca podem
suposar que

Per la formula (3) tenim

2n T 21
A =/ x(s)y'(s) ds =/ x(s)y'(s) ds+/ x(s)y/(s) ds
0 0 T

i demostrarem que cadascuna de les dues Ultimes integrals és menor o igual que /2. Es
suficient fer-ho per a una de les dues perqué el mateix raonament val per a l'altra. Es a dir,
volem veure que

/n x(s)y/(s) ds <
0

N[

i discutir que passa en el cas que valgui la igualtat.

Farem servir la desigualtat elemental

a-b< =(@+b*) si abeR,

N| =

on la igualtat val si i només si a = b. Per provar-la, només cal tenir en compte que aquesta
desigualtat és equivalenta (a — b)?> > 0.

Aixi doncs, tenim
/1T x(s)y'(s) ds < % /n x(s)2 +y/'(s))) ds = = /n x(s)2+ 1 —Xx'(5)?) ds, (7)
0 0 0

on hem fet servir que x'(s)? + y'(s)?> = 1, perqué amb el parametre arc el vector tangent a la
corba té longitud igual a 1.

Considerem ara la funcio ¢(s) definida per
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Aquesta funcié de fet és continua a l'interval tancat [0,7] si estenem la definicié posant
p(0) = x'(0), p(m) = X' (). En efecte, pera s = 0, per exemple, tenim:

x(s) =x'(0)-s+o0(s), s—0,

i per tant,

lim ¢(s) = lim x6) = lim x(s) = lim (x’(O) + O(S)) =x'(0).

5—0 s—0SiNS s—=0 § 5—0 s

A més a més, la funcidé ¢’(s) - sins, 0 < s < 7, també es pot estendre continuament a
I'interval [0,7t]. Vegem-ho per a s = 0; tenim:

x'(s) - sins — x(s) - cos s

lim ¢’(s) - sins = lim — .sins =
s—0 s—0 siN“s
. X(s
=lim [ x'(s) — —— - coss | =0.
50 sins

En consequiéncia, tenim, substituint a (7), x(s) per ¢ (s) - sinsix’(s) per ¢’(s) - sins + p(s) - cos s:

/ x(s)y'(s) ds < %/ (@(s)? - sin’ s+ 1 — '(s)? - sin® s — (s)* - cos® s—
0 0

—20(s)p'(s) - sins - cos s) ds =

T e sing _l/"i 2 cins. _
—2/0 (T—¢'(s)°-sin“s)d 3 /), ds(cp(s) sins - coss)ds =
1

T 1
i — / 2 . i 2 _— = 2 . i . T =
= 2/0 (1 —¢(s)? - sin’s) ds > [p(s)* - sins coss}0

=1/ (1 —¢'(s)? - sin?s)ds <
2 /o

7

N A

on hem fet servir el teorema fonamental del calcul per tal d’avaluar la segona integral i que
1—¢'(s) sin?s < 1 per a la darrera desigualtat.

Hem obtingut el que voliem i ara només ens falta mirar que passa en el cas que hi hagi
igualtat. Si A = «, llavors hem de tenir

2 a2 sint ) ds= ©
2/0(1 P’(s) sms)ds_2

i, per tant, ' (s)? sin?s=0,0<s < 7, que implica ¢’(s) = 0, és a dir, (s) = k, k una constant,
0 < s < 7. D'altra banda, la igualtat a (7) implica que x(s) = y’(s) i tenim, finalment,

x(s) =k -sins, y'(s)=k-sins,
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o bé:
x(s) =k -sins, y(s)=—k-coss+h,
h constant, per a 0 < s < 7. Aquestes equacions son la parametritzacié d'un semicercle.
Analogament obtindriem un altre semicercle per als valors del parametre s, 1 < s < 27 i

arribem a la conclusié desitjada que la igualtat isoperimetrica només es compleix per als
cercles.
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