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Resum | Abstract

Un recull de demostracions senzillesi | A collection of simple and beautiful proofs
boniques que podem qualificar de petites, o | that could be described as small — or great —
grans, joies matematiques. Tot plegat dins | mathematical gems; not forgetting the
la subjectivitat que presenten els termes | subjectivity implicit in the terms «simple» and
«senzill» i <bonic». En aquest article, adrecat | «beautiful». Aimed primarily at mathematics
fonamentalment als entusiastes de les | enthusiasts, this article presents 20 proofs
matematiques, s'exposen 20 demostracions | encompassing prime numbers, the numbers ©t
que abracen des dels nombres primers, els | and e, geometry, polynomials and series.
numeros 7 i e, la geometria, els polinomisi | Follow and enjoy the various hypotheses,
les séries. Podreu gaudir dels enunciats, les | interpretations, and arguments that lead to
interpretacions i la mena d’arguments que | the final solutions. The article may serve as a
han portat a les demostracions finals. Pot | gateway to more challenging collections.
ser una magnifica porta a recopilacions
molt més ambicioses.

Paraules clau | Keywords

Resolucié de problemes, numeracié i calcul, | Problem-solving, numbers and calculations,
espai i forma, demostracions. | space and form, proofs.

El doble sentit de la paraula joia ens ha permes triar per a aquest treball un titol que conté la,
també doble, motivacié del treball.

Més concretament, el que es pretén és recollir demostracions que en opinié de l'autor siguin
senzilles i boniques i, a més, siguin tals que llegir-les i comprendre-les ens provoqui una certa
felicitat. Senzill és un terme subjectiu, perd per situar-lo en un context academic podriem
assimilar-lo al nivell de comprensié matematica que tenen els bons alumnes de primers anys
d’universitat. Si senzill ja és subjectiu, qué podem dir de bonic! Per descomptat, ni volem, ni
sabem precisar-ho. En tot cas, un resultat per ser bonic ha d'interessar i no deixar indiferent a
la majoria dels lectors matematics. A més, pot ser bonic per diferents raons: pel seu enunciat,
per la seva interpretacié o pel tipus d’argumentacions que han permés demostrar-lo. Uns
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treballs que reflexionen sobre aquesta qliestié son [21, 30, 46, 48]. Segons Hardy ([23]), en els
grans teoremes hi ha un grau molt alt de sorpresa, combinat amb inevitabilitat i economia.’

Una recopilacio molt més ambiciosa és el famas llibre [1]. També s'ocupen de la mateixa
quiestio els tres llibres classics [25, 26, 27], els llibres [2, 22, 39] i els treballs [37, 51].

Espero que el lector gaudeixi amb aquest recull tant com ho ha fet I'autor preparant-lo i hi
trobi demostracions que no coneixia. El treball esta estructurat en seccions independents
que s’han intentat ordenar en funcié de la seva dificultat. Quan ha estat possible, s'han
contextualitzat les questions i proves presentades. Com no podia ser de cap altra manera,
hi ha resultats que involucren els nombres primers, 7, e, triangles, arees, volums, polinomis,
series, fraccions continues, daus, etc.; vaja, els atoms de les matematiques. Una altra cosa,
també inevitable, és la quantitat de noms illustres que surten citats en el treball. Una versié
ampliada d’aquest article és [20].

1. Una pregunta amb resposta sorprenent

Hi ha dos nombres irracionals a i b tals que a® sigui racional?

La prova, no constructiva, que la resposta és si, és a la vegada senzilla i bonica. Agafem ¢ =

ﬁﬁ. Si ¢ és racional, ja hem acabat prenenta = b = v/2. Si no, observem que
V2
(%) -2

per tant, podem prendre a = cib = v/2.

Observem que la demostracié anterior no ens aclareix si ¢ és racional o no. De fet, I'any 1900
Hilbert va proposar com a problema vil de la seva famosa llista, decidir per exemple si 2V2jen
eren nombres transcendents (és a dir, no eren arrels de cap polinomi no nul amb coeficients
enters). Aquestes quiestions van ser resoltes simultaniament per Gelfond i Schneider al 1934.
El seu resultat, conegut com a teorema de Gelfond-Schneider, ens diu que siai b sén nombres
algebraics (no transcendents), a ¢ {0,1} i b és irracional, aleshores a® és transcendent.

Anem aveure que la transcendéncia (i per tant la irracionalitat) dels nombres 2‘/5, \/fﬁ ie"se
segueix del teorema. Observeu en primer lloc que si a és un nimero no algebraic, aleshores
B = y/a també ho és, ja que si 8 fos arrel d'un polinomi P(x), no nul amb coeficients enters,
aleshores a seria arrel de Q(x) := P(x2). Per tant, com que 2¥?2 és transcendent, el mateix

2 . .
passa amb la seva arrel quadrada, ﬁf. Finalment, com que e” és un dels valors que pren
(e™) ™" = (=1)~, també sabem que és transcendent.

Es curiés observar que encara no se sap si
NG NG
V2 V2
m o V2 = \/5( )
son irracionals o transcendents.

1. «In [great theorems] there is a very high degree of unexpectedness, combined with inevitability and
economy.»
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2. Hi ha infinits nombres primers

Per a molts matematics, la prova d’Euclides que hi ha infinits nombres primers és immillora-
ble. En la secci6 seglient en veurem una variacié. Recordem-la breument. Si n’hi hagués un
nombre finit, py,p,, ...,px arribariem a una contradiccié considerant pq,ps,...,px + 1, ja que
o bé aquest nombre és un nou nombre primer, o bé té un nombre primer diferent dels n
donats com a divisor.

Recentment, el 2006, li ha sortit una competidora ([47]) que reproduim a continuacié.
Considerem la seglient successié de nombres naturals:

Xerr =Xk + 1), 1<xeN.

Demostrarem per induccio que la descomposicié en factors primers de x, conté com a minim
k nombres primers diferents. El resultat és clarament veritat per a k = 1. Suposem-lo cert
per a k = n i anem a provar-lo per a k = n + 1. Tenim que x; és divisible per k primers
diferents. A més, peratot 1 < m € N, els nombres m i m + 1 sén primers entre si, ja que si
p divideix m i m + 1, divideix també la resta que és 1. Aixi, x, + 1 conté algun primer en la
seva descomposicié en factors primers que no és a la descomposicié de x,,. Per tant, x,, 1 és
divisible, com a minim, per n + 1 nombres primers, tal com voliem demostrar.

Entre els dos llibres [34, 44] hi ha una dotzena de proves diferents de I'existéncia d'infinits
nombres primers.

3. Hi ha infinits nombres primers de la forma4n — 1

Del fet que hi ha infinits nombres primers ja sabem que o bé n’hi ha un nombre infinit de la
forma 4n — 1, o bé n’hi ha un nombre infinit de la forma 4n + 1, o bé les dues opcions es
donen.

Anem a veure que la primera opcio és certa. La prova és una senzilla i elegant adaptacié de
la prova d’Euclides de la infinitud dels nombres primers.

Suposem que no, per tal d'arribar a la contradiccid. Siguin p;,p,, ...,px tots els primers de la
forma 4n — 1. Considerem

N = 4p,pa ....px — 1.

Aleshores N no pot ser primer, ja que seria de la forma 4n — 1 i no és a la llista de tots els
primers d'aquesta forma. Clarament, cap p; divideix N. A més, en la descomposicié de N en
factors primers n’hi ha com a minim un de la forma 4n — 1, ja que si tots fossin de la forma
4n + 1, N també ho seria, ja que (4n + 1)(4m + 1) = 4(4nm + n + m) + 1. Aquest primer
seria de laforma4n — 1ino és cap dels p;, j < k, amb la qual cosa obtendriem la contradiccié
desitjada.

De fet, Dirichlet al 1837 va demostrar que, variant n € N, qualsevol expressiéo an + bamb a i
b enters coprimers dona lloc a infinits nombres primers.
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4. Un gran forat sense nombres primers

Acabem de veure que hi ha infinits nombres primers. De fet, se sap molt més. Per exemple,
I'any 1896 Hadamard i de la Vallée-Poussin van provar, usant idees de Riemann, que si 7t(n)
denota el niumero de nombres primers menors o iguals que n,

lim 7t(n)In(n)
n—o0 n

=1

Per aix0, a primera vista pot resultar sorprenent el seglient resultat: per a tot m € N hiham
nombres consecutius, de manera que cap d'ells és primer. Abans de seguir llegint potser ve
de gust pensar-ho per a un mateix.

Hi ha una prova senzillissima d'aquest fet: per a m > 2, podem prendre (m + 1)! + k, per a
ke {2,...,m+ 1}. Clarament, cada (m + 1)! + k és divisible per k.

5. Quadrats i més quadrats

No és senzill dividir un quadrat en un nombre finit de quadrats més petits, tots disjunts i
diferents; vegeu [14, cap. 2]. Aquestes construccions es poden relacionar amb el disseny de
certes xarxes eléctriques; vegeu [6]. A I'esquerra de la figura 1 donem un quadrat de mida
112 x 112 mm subdividit en 21 quadrats més petits i diferents, tots amb costats enters. Va ser
trobat I'any 1978 per Duijvestijn i s’ha demostrat que és el més senzill possible amb aquestes
caracteristiques. El mateix problema perd comencant amb un rectangle té solucions més
simples; vegeu de nou la mateixa figura, on es mostra un rectangle de 33 x 32 mm, trobat
I'any 1925 per Mordn, dividit en 9 peces quadrades diferents, amb costats enters. També se
sap que aquesta solucié és minimal.

14

18
16

18 15

Figura 1. Quadrat i rectangle dividits en quadrats diferents.

El que és forca curids és que cap prisma rectangular amb costats sencers es pot dividir en
un nombre finit de cubs més petits, tots diferents. Anem a provar-ho per reduccié a I'absurd
seguint [15, cap. 17]. Suposem que si que es pogués. Aleshores, per exemple, la base de sota
del prisma quedaria dividida en quadrats, tots amb costats diferents. Sigui Q; el quadrat més
petit. Sobre aquest quadrat, el cub corresponent, C;, és tal que tots els que I'envolten sén
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més alts que ell mateix; vegeu la figura 2. Aleshores, la base de sobre d’aquest cub és un
quadrat (de la mateixa mida que Q,), de manera que les bases de tots els cubs que estan
recolzats en ell el divideixen en quadrats més petits i tots diferents. De nou, n'hi ha un que és
el més petit, diguem-li Q,. Podem raonar igual comencant ara amb la cara superior del cub
C,, que té com a base Q,, i continuar aquest procés fins a arribar que hi hauria cubs de costat
més petit que 1, en contradiccié amb el que suposavem.

Figura 2. Impossibilitat de dividir un prisma rectangular en cubs diferents.

De fet, seguint un raonament semblant també podem demostrar que cap prisma rectangular
(independentment de les mides dels seus costats) es pot subdividir en un nombre finit de
cubs, tots diferents i tampoc amb costats necessariament enters.

6. El teorema de Viviani

Aquest teorema va ser provat per Viviani al segle xvil. Afirma que si P és un punt interior d'un
triangle equilater, aleshores la suma de les distancies de P als tres costats del triangle AB, BC
i CA no depen de P i val l'alcada h del triangle. Recordem que si a és el costat del triangle,
aleshores pel teorema de Pitagores h = /3a/2.

Figura 3. Teorema de Viviani:s + t + u és constant.
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La prova només usa que I'area d'un triangle és el producte de la base per I'alcada entre dos.
Aixi, 'area total del triangle, ah/2, és igual a la suma de les arees dels tres triangles en que es
pot dividir, APB, BPC i CPA; vegeu la figura 3. Aquestes arees son as/2, at/2 i au/2. Per tant,
s+t + u = h, tal com voliem veure.

7. Dues conjectures d’Euler

Expliquem a continuacié dos problemes que va tractar Euler, pels quals el seu fabulds enginy
no va ser suficient per a proposar respostes correctes.

Fixat n € N, Euler va conjecturar I'any 1769 que si sumem k > 1 poténcies n-ésimes de
nombres naturals i obtenim una potencia n-esima, aleshores k > n. Aquest resultat va
mostrar-se fals i el primer contraexemple va ser peran = 5i és de I'any 1966 ([29]):

27° 4+ 84° + 110° + 133° = 144°.
Més endavant, I'any 1988, Frye va donar un contraexemple peran = 4,
958.00* 4+ 217.519* + 414.560* = 422.481%.

El segon problema és el seglient: donats dos conjunts amb n elements A i B, un quadrat
grecollati d’ordre n és una quadricula de mida n x n de manera que a cada casella hi ha un
element de cada conjunt, tots els elements de A x B hi sén i, a més, cada elementde Ai de
B apareix a totes les files i totes les columnes. Aquests quadrats son coneguts des d'abans
d’Euler, pero ell els va popularitzar. El seu nom ve del fet que ell denotava els elements d'un
dels conjunts amb lletres gregues i els de I'altre, amb lletres llatines. Avui en dia se sap que hi
ha quadrats grecollatins per atotn > 3, excepte peran = 6, en contra del que va conjecturar
Euler en el seu temps. En la figura 4 se'n mostren dos, un per an = 4, cosit per la meva mare
en punt de creu amb fils de 8 colors, i un altre per a n = 10. En els dos, es representen els
elements dels conjunts com els colors de dins i de fora dels quadradets per a cadascun dels
n? quadrats que els formen.

Figura 4. Quadrats grecollatins 4 x 4i10 x 10.
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8. Estrelles

Donada una estrella qualsevol de cinc puntes, anem a demostrar, seguint les idees de
[16, cap. 5], que la suma dels cinc angles que formen aquestes puntes és . Es a dir, que
ay + a; + as + a4 + as = m; vegeu lafigura 5.

Figura 5. Estrella de cinc puntes: a; + a; + a3 + as + as = m.

Figura 6. Estrella de cinc puntes.
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Comencem agafant un vector unitari, situat en un dels vertexs de l'estrella, parallel a un
costat (vegeu el vector en la posicio @ en la figura 6). Aleshores el fem lliscar fins a la posicié
M. A continuacié el girem un angle T — a5 fins a estar en la posicié 2. Fem el mateix passant
per les posicions 3), @), ..., fins a arribar a ©) i finalment tornem a la posicié @. Per una banda,
és clar que el vector ha fet dues voltes i, per tant, el seu gir total ha estat de 47 radiants. Per
altra banda, els angles que ha anat girant en cadascuna de les cinc puntes han estat © — as,
T — s, T — Oy, T — A4 i T — a,. Pertant,

(m—a) + (m—a2) + (m—a3) + (1 — ) + (m — as) = 4m,
d’on es dedueix que a; + a; + as + a4 + as = 7, tal com voliem veure.

Clarament, usant la mateixa idea es poden obtenir resultats similars en el cas de poligons o
d’estrellesamb més puntes.Perexemple, enel casd'untriangletenimque (m—a )+ (T —a,)+
(m—a3) = 2wieneld’'unquadrilaterconvex, (m—ay )+ (T —a,)+(n—a3)+(T—a4) = 27.Per
tant, perals triangles a; + a, + a3 = miperals quadrilaters convexos, a; + a, + as + a4 = 2.
De fet, el resultat és cert per a tots els quadrilaters, com es pot veure, per exemple, dividint-los
en dos triangles, perd per als no convexos aquest argument no demostra el resultat desitjat.

Fn+1

Figura 7. Nombres de Fibonacci i nombres triangulars.

9. Algunes proves sense paraules

Les quatre proves presentades i moltes més es poden trobar a [35, 36]. Els famosos nombres
de Fibonacci, F,, que recordem que venen definitscom F, = F,_; + F,_>,amb Fo = 0,F; = 1,
o els nombres triangulars, T, = 1 + 2 + - - - + n, satisfan certes relacions. Per exemple:

F2o = 4FFoy +F2,, Ty =3T,+ T,

Toti que no és gens dificil demostrar-les analiticament, les figures seglients ens donen proves
sense paraules de les mateixes figures.

Una prova sense paraules de

12+22+32+...+,.,z=n<n+1)§n+1/z)l o
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Figura 8. Suma dels quadrats.

es mostra en la figura 8. No és dificil demostrar (1) usant induccid. Aqui la bellesa no esta
pas en el resultat, sind en la prova visual. Les figures de la figura 9 demostren el teorema de
Pitagores, ja que la suma de les arees dels quadrats vermells coincideix amb la del quadrat
blau, és a dir, a> + b?> = ¢, on ai b son els costats d’un triangle rectangle que formen angle
recte i ¢ és la seva hipotenusa.

Figura 9. Teorema de Pitagores.

10. Ternes pitagoriques i numeros de Fibonacci

Una terna pitagorica és un triplet d’enters positius a,b,c que compleixen a* + b? = 2, és a
dir, que son els costats d’un triangle rectangle. Euclides ja va demostrar que totes les ternes
pitagoriques primitives (és a dir, tals que a,b i ¢ no tenen cap divisor comt més gran que 1)
venen donades per

a=u’>—v:, b=2uv, c=u’+V 2)
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amb u i v enters positius, u > v, coprimers i els dos no senars a la vegada. La més coneguda
és3%2 4+ 42 = 52jcorresponau = 2iv = 1. Anem a demostrar-ho seguint [41].

Una primera observacié és que els nombres a i b han de tenir diferent paritat i, a més, ¢ ha
de ser senar. Observem, per exemple que si ¢ fos parell, aleshores ¢> = a® + b? hauria de ser
divisible per 4, pero si ai b fossin els dos senars, és a dir,a = 2k + 1ib = 2€ + 1, aleshores
a* +b® = 4(k* + k + €2 + £) + 2, que no és divisible per 4. Aixi, suposarem sense pérdua de
generalitat que b és parell,iaic, senars.

Escrivim b> = ¢> — a®> = (c + a)(c — a). Com que ¢ i a son primers entre si, i els dos senars,
I'Gnic divisor comu entre ¢ + aic — a és 2. En altres paraules, (c + a)/2i (c — a)/2 sén naturals
positius i primers entre si. Per tant, tenim la igualtat

b\? _[(c+a\ (c—a
2) 2 2 )
Finalment,comqueb/2 € Ni(c+a)/2i(c—a)/2 notenen factors en comd, laigualtat donada

forca que ambdds nombres siguin també quadrats. Aixi, (c +a)/2 = u?i(c —a)/2 = v, amb
u,v € N. Operant, ¢ = u? + v?, a = u* — v?ib? = 4u?v?, com voliem demostrar.

A partir de (2) és trivial trobar ternes pitagoriques amb nombres de Fibonacci, o amb els
nombres que es vulgui. Seguint [5, 39] donarem un parell de casos elegants.

Siprenemu = F,iq, v = Fyiusemque F} + F}, = Fy,41, Obtenim
2
(Fr21+1 - Fﬁ) + (ZFnFn+1)2 = F§n+1‘

La prova seglient que F,,1 = F2,, + F2 és també forca enginyosa. Es senzill demostrar per

induccié que
1 1\" _ (F F
n .__ _ n+1 n
(o) (37 67

Per tant, com que M?" = M"M", tenim que

<F2n+1 F2n>:<Fn+1 Fn)(Fn+1 Fn)

F2n F2n—1 Fn Fn—1 Fn Fn—l

Fent el producte de matrius i igualant 'element de la primerafila i la primera columna, tenim
que Fopi1 = Fo, 4 + F, tal com voliem provar.

Si eliminem la condicié F, = 0,F; = 1 dels nombres de Fibonacci obtenim uns nombres
diferents, que denotarem per f, i anomenarem nombres de Fibonacci generalitzats. Per
exemple, prenent Fy = 2,F; = 1 obtenim els nombres de Lucas: 2,1,3,4,7,11,18...

La segona terna pitagorica que presentem involucra 4 nombres de Fibonacci generalitzats
consecutius, f,, f,1q, foi2i i3, iés
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(fofos3)? + Rfasifara)? = (g +215)°.

Els 4 nombres es poden escriure com u — v,v,u,u + v, i el resultat se segueix de nou de la
igualtat (u? — v2)> + (2uv)’ = (V2 + u?)*.

11. Arc capag¢ i molt més que Pitagores

Prenem dos punts A i B sobre una circumferencia, de manera que I'arc que formen és 2a.
Aleshores es pot demostrar que qualsevol punt C de la mateixa circumferéncia, i fora d’aquest
arc, és tal que I'angle ACB és a; vegeu el grafic de I'esquerra de la figura 10. Es diu que els
punts C formen I'arc capag del segment AB amb angle a. Aixi, el segment AB es veu sota un
mateix angle a des dels punts d’aquest arc capag.

Figura 10. Arc capag.

Per a demostrar I'afirmacié anterior fem la construccié de la dreta de la figura 10. En aquesta
figura suposem que el centre de la circumferéncia que passa pels tres punts és dins del
triangle. El cas en qué el centre és fora es pot tractar de manera semblant. En primer lloc,
observem que dos costats de cadascun dels tres triangles petits son radis de la circumferéncia.
Per tant, tenim que els tres triangles son isosceles i cadascun d’ells té dos angles iguals, que
anomenarem f3, y i 6, respectivament. Per tant, sumant els tres angles que tenen com a
vertex el centre de la circumferéncia obtenim

2n=(n—2B)+(m—2y)+(n—28)=3n—2(B +y+9).
Com a conseqliéncia, T — 2y = 2( + &), que és precisament el que voliem demostrar.
Usant arcs capagos anem a provar el teorema de Ptolemeu, demostrat per aquest astronom
al segle Il per a construir taules trigonometriques; vegeu [9, cap. 10]. Aquest teorema afirma

que per a un quadrilater ciclic o inscrit, com el de la figura 11, és a dir, amb els quatre vértexs
en una mateixa circumferéncia, es compleix aa’ + bb’ = dd’. Observeu que, en el cas que el
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quadrilater sigui un rectangle, tenimquea = d’, b = b, d = d’,i el teorema ens diu que a* +
b? = d? és a dir, el teorema de Pitagores.

Figura 12. Prova del teorema de Ptolemeu.

Demostrarem el teorema de Ptolemeu seguint [37]. En primer lloc, considerem la construccié
de l'esquerra de lafigura 12. Els angles ACBi ADB coincideixen ja en els punts Ai B, que formen
part de I'arc capag del segment AB; els anomenarem a. De manera semblant, els angles DAC i
DBC sén iguals i anomenem y I'angle que formen. A continuacié considerem el segment DB i
busquem un punt M en aquest segment de manera que I'angle DCM sigui també a. Aleshores
veiem que l'angle CMB és a + 3. Usant tots els angles esmentats arribem que els triangles
ACD i BCM sén semblants i per tant

|AD|  |BM|
|AC|  |BC|’

on |PQ| denota la longitud del segment que uneix P i Q. Raonant de manera semblantamb la
construccié de la dreta, amb els triangles ABC i DMC de la figura 12 obtenim que
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IpC|  |AC|
IDM| — |AB|’

Finalment, expressant les igualtats anteriors en termes de a,a’, b,b/, d,d’, i anomenant
|DM| = d,, |[MB| = d,, tenim que

Per tant, bb’ = d,d’' iad’ = d;d’. Com que d = d; + d,, sumant les dues igualtats tenim que
aa + bb' = dd'.

A més, anem a veure com el teorema de Ptolemeu, junt amb el famods teorema dels sinus,
ens permet calcular el sinus d'una suma d'angles. Si en la figura de I'esquerra de la Figura
12 suposem que el segment DB passa pel centre de la circumferéncia, aleshores els triangles
ABD i CBD sén ambdos rectangles. A més, si la longitud del segment és 1, aleshores d = 1,
a = |AB| = sin(a), b = |DA| = cos(a), @’ = |DC| = cos(B) i b’ = |CB| = sin(p). Finalment,
a partir del teorema dels sinus tenim que d’ = |AC| = sin(a + f3), i el teorema de Ptolemeu
ens diu que

sin(a) cos(fB) + cos(a) sin(B) = sin(a + ).

Per acabar, anem a veure que per a quadrilaters convexos qualssevol (és a dir, no necessaria-
ment inscrits en una circumferencia) es compleix la coneguda com a desigualtat de Ptolemeu,
dd’" < aa’ + bb'. Seguirem la prova de [3]. Per a aix0, pensem el quadrilater inclos en el pla
complex, C, i considerem els quatre nombres complexos, u,v,w,z, associats als quatre vertexs
de la figura. Si denotem per |s| la norma de s € C, tenim, per exemple, que a = |v — w]|,
b=|lu—v|d =u—2z,b =|w—z,d=|u—w|id = |v—z|Esfacil comprovar la identitat
segiient entre nombres complexos

u-—w)v—2)=FV-w)(u—2z)+ (u—v)(w—2).
Aixi, siusem |z1zy| = |z1]|z2| i |21 + 22| < |z1] + |22/, obtenim

dd’ = |u—wiv 2| = (u— w)(v —2)| = (v~ w)(u ~ 2) + (u—v)(w ~ 2)
<lv—wllu—z|+|u—v||w—2z| =ad + bb,

tal com voliem provar. Ja sabem que la igualtat es dona per a quadrilaters inscrits en una
circumferéencia. Amb una mica més de feina es pot veure que aquest és I'inic cas d'igualtat.

12. Férmules d’'Hero i Brahmagupta

La formula que permet calcular I'area A d'un triangle en funcié dels seus costats, a,b i ¢,
s'atribueix a Her6 d’Alexandria (segle 1), tot i que hi ha autors que pensen que Arquimedes
(segle macd) ja la coneixia; veure [11, cap. 3]. Aquest bonic resultat ens diu
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A=%\/(a—i—b—s—c)(—a—s—b+c)(a—b+c)(a+b—c) =+/s(s—a)(s—b)(s —c),

ons=(a+b+c)/2

Figura 13. Prova de la formula d’Her6.

Per a demostrar-la, seguint [42] dividim el triangle en dos triangles rectangles mitjancant una
alcada; vegeu la figura 13. Aplicant el teorema de Pitagores als dos triangles resultants tenim
quea® = h’+ (c—d)?ib* = h*+d> Restant les dues igualtats obtenim que a*>— b*> = ¢ — 2cd
i, pertant, d = (—a’ + b? + ¢?)/(2c). Finalment, substituint aquest valor de d en la segona
igualtat tenim

R=b—d?=bp— —a* + b? + ¢? ? _ (2bC)2 — (fGZ + b2+ Cz)z
2c 42
(bc—a+ b2 +)(2bc+a® -2 —)  ((b+0)?—a*)((@®—(b—c)?)

4¢? - 4¢?
b+c+a)b+c—a)a+b—c)a—b+c)

= ,

4c2

on hem usat diverses vegades u?> — v2 = (u + v)(u — v). Per tant

A=—=%\/(a+b+c)(fa+b+c)(afb+c)(a+bfc),

tal com voliem veure.

Hi ha altres maneres d’expressar I'area d'un triangle que sén equivalents a la formula d'Heré.
No detallarem els passos per veure-ho, tot i que no sén gens evidents. Una d’elles és

0 1 1 1

1 0 a b
16A> = —

1 a®> 0 ¢

1 6 ¢ 0
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Defet, lamatriu de laqual s’ha de calcular el determinant s’'anomena matriu de Cayley-Menger
i té una versié ampliada que permet calcular el volum de prismes n-dimensionals en funcié
de les seves arestes; vegeu per exemple [8].

L'altra manera, en lloc de donar I'area en termes dels costats del triangle, la dona en termes
de les coordenades dels seus punts. Aixi, si els tres vértexs son (x,y;), i = 1,2,3,

2

T 1 1
4A2 = [X7 X2 X3
Yi Y2 Y3

Abans de passar als quadrilaters farem una «deduccio» heuristica de com hauria de ser la
féormula més senzilla que pogués donar A en termes de ag,b i ¢, retrobant, sense calculs,
la férmula d'Herd; vegeu [28]. Per a aixd, comencarem amb una llista de propietats que ha de
complir la funcié que ens doni I'area al quadrat, ¥ (a,b,¢):

+ Quan els tres punts estan alineats, 'area és zero, és a dir, ¢ (b + ¢,b,c) = Y(a,a + ¢c) =
YP(a,ba+b) =0.

+ Lafuncié v és simétrica, és a dir, Y (a,b,c) = Y (a,cb) = .. = Y(cb,a).

« La funci6 és homogenia de pes 4, és a dir, 1 (Aa,Ab,Ac) = A*(a,b,c), peratot A > 0O,
ja que l'area és homogeénia de pes 2.

« L'area al quadrat del triangle equilater de costat 1 és 3/16.

La funcié més senzilla que compleix la llista de propietats és
1
Y(a,b,c) = E(a +b+c)(—a+b+c)a—b+c)a+b—c),

que correspon precisament al resultat d'Heré.

Hi ha una férmula similar per a calcular I'area S d'un quadrilater inscrit en una circumferéncia
en funcié dels seus quatre costats, a,b,c i d; vegeu la figura 14. Es deguda a Brahmagupta
(segle vi) i és aquesta:

)
I

1
Z¢(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d)

= V(s —a)s—b)s—)(s—d),
ons=(a+b+c+d)/2

Clarament, la formula d'Hero es dedueix d'aquesta prenent d = 0, pero el que farem ara és
precisament el contrari. Seguint [24], la demostrarem a partir de la formula d'Hero.

Per a provar la férmula de Brahmagupta ens podem restringir al cas en qué el quadrilater no
és un rectangle (si no, és trivialment certa) i podem suposar que estem en la situacié de la
figura 14. Usant un cop més les propietats dels arcs capacos (consulteu la seccié 11) no és
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y—1 a

Figura 14. Prova de la formula de Brahmagupta.

dificil provar que la suma de dos angles interns i oposats en un quadrilater ciclic és . Per
tant, els dos triangles de la figura 14 sén semblants i es compleix

x_yfa_g_‘
y_X+C_b—.A<1. (3)

Aixi, I'area que busquem és S = A; — A, on Ay i A, = A?A; s6n les arees dels triangles gran
i petit de la mateixa figura. Com que els costats del triangle gran sén x + ¢y i b, utilitzant la
féormula d'Herd, Ay = \/FiFoFsFs /4, onFi =x+c+y+bFh =—Xx—c+y+bF=x+c—
y+biF; =x+ c+y— b.Observem que, usant (3), tenim que

(1T=-VDF=01-A)x+c+y+b)=x+c+y+b—(y—a+x+d)=a+b+c—d,
(T+MR=04+A)(—x—c+y+b)=—-x—c+y+b+(-y+a+x+d) =
=a+b-—-c+d,
(T+AM)FE=01+A)x+c—y+b)=x+c—y+b+(y—a—x+d)=—-a+b+c+d,
(1T=AVDF=(1-A)x+c+y—b)=x+c+y—-b—(y—a+x—d)=a—b+c+d.

Per tant,

S=A— AzAg =(0- AZ)Ag = %\/((1 - A)F1) ((1 + A)Fz) ((1 + A)F3) ((1 - A)F‘l)

1
=ZVLﬂ+b+c+®@—b+c+mm+b—c+®m+b+c—®,

tal com voliem provar.

Hi ha extensions d'aquestes formules per a poligons amb més costats, també inscrits en una
circumferéncia; vegeu per exemple [45].

Per a quadrilaters generals és impossible que hi hagi una formula que doni la seva area
només en funcié dels costats, ja que son figures deformables sense canviar les mides dels
costats (pensem, per exemple, en un quadrilater fet amb quatre peces de Meccano). Per
exemple, fixada la mida dels costats d'un quadrilater, aquest es pot deformar de manera que
tingui I'area tan petita com es vulgui. L'any 1842 Bretschneider va donar una férmula per
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a quadrilaters convexos que involucra també dos angles interiors oposats del quadrilater,
gue anomenarem com a i y. La férmula ens diu que

S= \/(s —a)(s—b)(s—c)(s — d) — abcd cos? (%‘H’) ,

vegeu per exemple [17, 40]. Observem que si agaféssim els altres dos angles oposats, ales-
hores la seva suma seria 21t — (a + y) i el resultat no variaria. Recordem també que, per als
quadrilaters ciclics, a + vy = i, per tant, aquesta férmula coincideix amb la de Brahmagupta.
Hi ha versions equivalents de la mateixa formula canviant els angles per les diagonals del
quadrilater ([10]).

13. Els babilonis i Newton

Els babilonis, al voltant dels anys 2000-1700 aC, calculaven arrels quadrades (amb una precisié
suficient per als seus interessos) basant-se en una idea geometrica molt suggeridora; veure
[9, cap. 7]. Aquest métode també va ser descrit per Heré d’Alexandria al segle 1. Sigui xo una
bona aproximacio de 4/a. Aleshores construim un rectangle amb base x, i alcada tal que la
seva area sigui g, és a dir, a/x,. Si obtenim un quadrat, ja esta, i xo és I'arrel quadrada buscada.
Si no, un dels costats és més gran que +/a i I'altre és més petit. Aleshores és natural pensar
que la mitjana d'ambdds valors (X, + a/xo)/2 sera una aproximacié millor de /a. En resum,
aquesta idea geometrica dona lloc al seglient métode iteratiu per a calcular /a:

Xn + &

X
Xnp1 = > , Xo ~ +/a.

De fet, els babilonis feien només unes poques iteracions d'aquest procés.

Seqguint I'estela dels babilonis, anem a fer un raonament semblant amb cubs per a calcular
/a. Donat x, ~ +/a, construim un prisma de volum a, amb base quadrada i costats xo,xo i
a/x3. Aleshores, x; = (2xo + a/x3)/3. Més en general, per a calcular /a, prenem en primer
lloc un prisma k-dimensional de costats xq,Xo, ...,Xo i a/x§_1, i com a aproximacié seglient
xi = ((k=1)x + a/xg_1)/k. Es a dir, és natural considerar el métode iteratiu per a calcular
Va:
(k—1)x, + p=
Xn+1 = T"z Xo & \k/a-

Per altra banda, un dels métodes més eficients per a trobar una solucié, s, d'una equacio
general f(x) = 0, amb f derivable, és 'anomenat metode de Newton, que consisteix a
considerar la successio

f(xn)

Xnt1 = Xn — f/(X )
n

Xo & S.

La seva interpretacié geomeétrica es mostra en la figura 15. Se sap que si xo €s prou a prop de
s, aleshores la successio {x,} convergeix cap a s; vegeu per exemple [43].
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y =f(x)

y = f(xn) + /(%) (x — Xn)

Figura 15. Métode de Newton.

Ara bé, si prenem f(x) = xk — a, aleshores s = \/a i el métode basat en la idea babilonica
coincideix amb el métode de Newton, ja que

XK—a (k=T)x+ 55

X ek T K

Es forca curiés com, per al cas particular f(x) = x* — a, el métode de Newton, que sembla
fortament basat en el calcul d'una derivada, apareix també de manera natural usant només
idees de geometria classica.

14. Posicio de n punts en el pla

L'any 1893, en una columna de problemes matematics, J. J. Sylvester va proposar el problema
seglient: demostrar que, donada qualsevol distribucié de n > 3 punts no alineats en el pla hi
ha una linia que passa per només dos d'aquests punts. Vegeu un cas particular en la figura
de l'esquerra de la figura 16. Intuitivament és clar que el resultat sembla cert, perd en una
primera aproximacié sembla dificil de formalitzar una prova. En aquest cas, el més maco és
potser que, amb una mica d’enginy, el problema esdevé ben formalitzat i senzill. La qiesti6 va
ser proposada de nou per Erdos I'any 1943 com a problema 4065 en I’American Mathematical
Monthly. Reproduim a continuacio la prova de Gallai de 1944 que el resultat és cert; vegeu
també [1, cap. 9]. De fet, es coneix avui en dia com a teorema de Sylvester-Gallai.

P

Figura 16. Problema de Sylvester.
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Donada una recta que passa per dos punts qualssevol del conjunt de punts, hi ha uns quants
punts que no son a la recta. Aleshores n’hi ha un (no té per qué ser Unic) que és el més
proper a aquesta recta. Com que, fixats els n punts, hi ha un nombre finit de rectes passant
per dos d’aquests, hi ha sempre una recta € i un punt P del conjunt de punts (de nou, no
necessariament unics) tals que la distancia d de P a £ és la més petita possible. Sigui P’ el
punt de £ més proper a P; vegeu la figura dreta de la figura 16. Si a £ només hi ha dos punts
del conjunt inicial de punts, ja hem acabat. Suposarem, per tal d’arribar a contradiccié, que
£ conté com a minim tres punts, que denotarem per A, Bi C. A més, com a minim dos d’ells
(diem B i C) sén a un mateix costat de £\{P’}. Finalment, considerem la recta m, que passa
per C (el punt més allunyat de P’ dels dos) i P. Sigui ¢ la distancia entre B i m. Com que els
triangles rectangles P'PC i B'BC son semblants, és facil veure que ¢ < d, fet que contradiu la
minimalitat de d.

Els primers digits de 7

Les dues igualtats seglients es poden obtenir facilment calculant primitives i aplicant la regla
de Barrow:

1 32712 L 4]7 4 22
0<Jgdx=4(n73), O<Judx=—7m 4)
o 1+x? o 1+x? 7

iimpliquenque3 < 1 < %vegeu també [12]. Per exemple:

T (3x2—1)2 ! 16
J udx=J 9x* — 15 + dx
o 1+x? o 1+ x2

= (3x* = 15x + 16arctan(x))]; =3—-15+4n1 = 4(n - 3).

Hi ha moltes igualtats semblants i han estat usades en diferents treballs per a obtenir
algoritmes per a aproximar 7; consulteu [4, 13, 19, 32, 33, 38].

La segona d’elles també ens permet coneixer facilment els primers digits de 7, ja que per a
x €[0,1],

x*(1 —x)* B x*H1 —x)*
2 T+ x?

<x*1—x)*

i o x*(1 — x)*dx = 1/630. Per tant,

3958 22 1 22 1 3.959
31412 .= — = — — — <7< — — —— = ——— = 3,1420.... (5)
1.260 7 630 7 1260  1.260

Un cop trobada una aproximacié de 7, aquesta es pot millorar usant, per exemple, el
procediment proposat a [49]. Aquest ens diu que si P és una aproximacié de 7, correcta fins
a la xifra decimal k-&ssima, aleshores P + sin(P) és correcta fins a la xifra decimal 3k-éssima.
No es pot negar que aquest resultat té un cert encant, tot i que si som justos és una mica
truculent, ja que usar la funcié sinus implica, de manera implicita, el coneixement de 7.
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Altres vies més naturals per a trobar més digits de 7 es poden consultar, per exemple,
a [18]. En qualsevol cas, si P = 3, tenim que 3 + sin(3) ~ 3,1411. De manera semblant,
Q = 3,141 +sin(3,141) ~ 3,141592653555i |Q — «| < 4 x 10~"". Per a veure per qué el
meétode funciona, podem aplicar la férmula de Taylor a f(x) = x + sin(x) ax = 7. Tenim que

X +sin(x) = m — COS6(SX) (x —m)?,
jaquef(n) = m, f'(m) = f(m) =0if’(x) = —cos(x), on s, esta entre x i 7. Per tant, per a
x=PF
P— 3
[P+ sin(P) — | < %

tal com voliem veure. Iterant el procés obtenim que la successio recurrent P,y = P, +sin(P,),
amb P, = P, convergeix cibicament cap a 7.

Calcul d’Arquimedes del volum de I'esfera

Calculem a continuacio el volum d’una esfera seguint les idees d’Arquimedes. El que va usar
en el seu temps, per a un cas concret, és el que avui en dia coneixem com a principi de
Cavalieri. Al seu torn, aquest principi és un cas molt particular del teorema de Fubini.

Figura 17. Volum de I'esfera.

Considerem la figura 17. A I'esquerra tenim mitja esfera de radi R, al mig un con amb base
de radi R i alcada també R, i a la dreta un cilindre amb la mateixa base i la mateixa alcada.
Si tallem les tres figures per un pla horitzontal, que esta a distancia d dels punts més alts
de les tres figures, obtenim tres cercles. Ara bé, en el cas de I'esfera, usant el teorema de
Pitagores tenim un radi 4/R?* — d?; en el cas del con, un radi d, i en el del cilindre, un radi R. Per
tant, les arees de les tres seccions, d'esquerra a dreta, sén: Sof := (R? — d?), Scon := md?i
2 R2 Aiyd : _c. L

Scil = 1R, Aixi, es compleix Sesf + Scon = Sc”. Com a consequiéncia,

volum de |'esfera

> + volum del con = volum del cilindre.

Per tant, sabent com calcular el volum d’un con i d'un cilindre, ja podem calcular el volum V
de l'esfera a partir de la igualtat anterior:

nR3
+ — = nR%.
3

N <

Obtenim que V = 47R3/3.
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17. Daus de Sicherman

Els daus de Sicherman van ser popularitzats I'any 1978 per Martin Gardner en la seva esperada
columna al Scientific American. El que Sicherman va fer és construir dos daus, amb valors
diferents als usuals en les seves sis cares, pero tals que en tirar-los la probabilitat que la seva
suma fos un cert valor coincidis amb la probabilitat que es té quan es tiren dos daus usuals.
Aixi, mentre que els daus normals estan numerats amb 1,2,3,4,5,6, els daus de Sicherman
es numeren amb 1,2,2,3,3,41i 1,3,4,5,6,8, vegeu la figura 18. La prova que la probabilitat de
la suma és la mateixa és una comprovacio senzilla. Per exemple, la probabilitat d'obtenir una
suma de 6 amb dos daus normals és 5/36, ja que aquesta suma es dona en les cinc parelles
(1,5),(24),(3,3),(4,2) i (5,1). Per als daus de Sicherman també és 5/36, perd en aquest cas les
parelles son (1,5),(2,4),(2,4),(3,3)i (3,3).

Figura 18. Daus de Sicherman.

El que és maco és que el disseny d'aquests daus, i la prova que no n'hi ha més, es redueix
a I'estudi de la descomposicié a Z[x], 'anell de polinomis amb coeficients enters, d'un cert
polinomi, també de Z[x]. Consulteu per exemple [7], per a més detalls. Anem a veure per que.

El secret esta en la funcié generatriu de probabilitats. Donada una variable aleatoria X que
prenvalors a N, es defineix |la seva funcié generatriu de probabilitats ¢y com la funcié analitica

a0
ox(s) = > P(X = k)s*,
k=0
on P denota la probabilitat. En el cas particular que X prengui un nombre finit de valors,

aleshores px(s) és un polinomi. Per exemple, per al cas concret d'un sol dau, és el polinomi

1 1, 15 1, 1 15
Q(s) := ST TS TS tgs tgs
Es clar que sempre ¢y (1) = 1. Una de les propietats més importants de les funcions gene-
ratrius és que si X i Y sén dues variables aleatories independents, aleshores px.y = px - py.
Aixo és degut que

PIX+Y =k) =Y P(X =j)P(Y = k—}).

Aixi, la funcié generatriu de probabilitats de la variable aleatoria tirar dos daus i sumar els
resultats obtinguts és
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1
—(s+8+5 +5"+5° +55’°

Q(s) = 3¢

1
T (s> + 25> + 35* + 45> + 55° + 657 + 55° + 4s° + 35'° + 25" +5'2).

Observem que el coeficient de s® és 5/36, que dona la probabilitat que la suma sigui 6,
calculada a dalt.

Eliminant1'1 /36 per comoditat, tenim que

P(s):= (s+52+s3+s4+55+56)2= (s(s—i—1)(52+s+1)(52—s+1))2

=5°(s+ 1) (" +s+ 1)*(s* —s+1)?
i, per tant, els daus que busquem corresponen a maneres de descompondre P a Z[s] com
a producte de dos polinomis Py i P, a N[s] tals que P;(1) = P»(1) = 6 (aquest 6 prové de

x(1) = 1). Fent totes les combinacions possibles amb els vuit factors de P, només obtenim
dues solucions:

Ps) = (s+ 57+ +5 +5° +°) = (s 4257 + 25 +5*) (s +5° +5° +5° +5° +5°),
que corresponen als dos daus normals i als daus de Sicherman, respectivament.

A partir d'aquesta idea es pot jugar a dissenyar daus (de m cares) amb propietats curioses.
Donem-ne un parell d’exemples.

Els dos daus tetraedrics (amb quatre cares) numerats amb 1,2,5,6 i 0,2,8,10, en llangar-los
donen una distribucié uniforme, amb setze valors entre 1 i 16. El motiu és que

=(s+2+5+5°)(1+5" +5°+5').

Llancarundodecaedre numeratamb 1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,5i dos daus numeratsamb 1,3,4,5,6,8
i1,1,3,3,5,5 equival a llancar tres daus normals. La rad és que

(545245 +5'+5°+5°)° = (54357 +45 435 +5°) s+ + 5" + 5+ 5+ °) (s + 5 +5°).
18. Lairracionalitat dee

n 1

m—o - aleshores

Reproduim a continuacié la prova de Fourier. Si definim S, = >

0
. 1
e= lim§, = 2 —.
n— o0 m!
m=0
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Per tant, com que perj > 1,n!/(n + j)! < 1/(n + 1), amb igualtat només perj = 1,

01 1 & 1& 1& 1 (=Y 1
e—S, = — = = - < — PR S L) N
m;ﬂ m!  nl m§+1 m! n!; (n+j)! n = (n+1)y nl1— 07171) n'n

Prenent n = 2, obtenim que
11
2<e< — <3
4

Suposem, per tal d'arribar a contradiccié que e = p/q € Q. Observem primer que g > 2, ja
que 2 < e < 3, per tant, e no pot ser enter. Si prenem la desigualtat anterior per n = q,
obtenim

Multiplicant-la per g! tenim que
p 1
q'Sq < gle = q!a =(q—"Nlp<q'Sy+ 7 < q!Sq+ 1.

Com que g!S, és enter, obtenim que (g — 1)!p és un enter situat entre dos enters consecutius,
fet que ens dona la contradiccié buscada.

Usant la formula de Taylor, hi ha una manera alternativa d’obtenir una fita de e — S, ja que

en

-S4+ —,
€=t

sn €[0,1]

i, pertant, S, < e < S,+3/(n+ 1)L A partir d'aquestes desigualtats es pot obtenir de manera
semblant una contradiccié.

19. Calcul dinamic del maxim comu divisor

En el seu engrescador treball Cooking the Classics ([50]), lan Stewart mostra una manera de
calcular el maxim comu divisor a partir d'un sistema dinamic discret (SDD) que reproduim a
continuacio. Aquest métode és una reformulacié del métode usat a la Grécia classica conegut
com a anthyphaeresis. Donat un rectangle amb costats els dos mateixos niumeros, aquest
meétode consisteix a eliminar el maxim nombre possible de quadrats (amb costat el més petit
dels del rectangle) fins a arribar a un nou rectangle on ja no es pot seguir, i després continuar
amb el mateix procediment comencant amb el nou rectangle i anar fent el mateix fins a
arribar al conjunt buit; vegeu la figura 19.

Dinamicament, considerem l'aplicacié no invertible F : N> — N2,

F(xy) = (méx(xy) — min(x,y), min(xy)),
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que dona lloc a un semi-SDD. Com sempre, F* = Id i F” = Fo F"~'. Anem a demostrar que
peracada (a,b) € N2, ab # 0, hi haunm = m(a,b) tal que F"(a,b) = (mcd(a,b),0).

7 35

35

161

42
161 42

Figura 19. El maxim comu divisor de 2031161 és 7.

Per a demostrar-ho considerem les dues funcions V,W : 2 — N definides com V(x,y) = x +y
iW(xy) = mcd(xy), on Q = N2\{(xy) € N? : xy = 0}. De fet, veurem que aquestes funcions
son una funcié de Liapunov estricta i una integral primera, respectivament, pel semi-DDS
donat per F sobre Q. Com és habitual, direm que els punts (x,y),F(xy),F2(xy),....F"(xy),...
son I'orbita de (x,y).

La funcio V és de Liapunov a £, ja que per (xy) € ©,
V(F(xy)) = max(xy) <x+y = V(xy).
Amés, V(F(xy)) = V(xy) només quan xy = 0.

Peraveureque W ésunaintegral primera, el que hemde demostrarésque W(F(xy)) = W(xy).
Per aixo, observem que si z divideix x i y, també divideix max(x,y) i min(x,y), i per tant divideix
ambdues components de F. Reciprocament, si z divideix max(x,y) — min(x,y) i min(x,y) també
divideix la seva suma, max(x,y), i per tant divideix x i y.

Finalment, observeu que F(x,y) = (0,0) siinomés i (x,y) = (0,0). Per tant, com que V decreix
estrictament i és positiva sobre les orbites de punts de Q, donat qualsevol parell (x,y) € Q
ha d'existir k € N tal que V(F¥(x,y)) = (z0) o (0,z), amb z # 0. Com que F(0,z) = (z0), el
resultat que se segueixamb m és o bé k, o bé k + 1. A més, com que tots els punts de I'0rbita
tenen el mateix maxim comu divisor, z = mcd(x,y).

De fet, es pot veure que aquest procediment és equivalent a l'algoritme d'Euclides, amb la
diferencia que no cal fer divisions. Un avantatge més d’'aquest punt de vista és que es pot usar
per a definir de manera molt natural el maxim comu divisor de dos nombres racionals positius.
Si denotem Q* = {x € Q : x > 0}, aleshores, per a = p/q, b = r/s amb (a,b) € (Q*)? i
mcd(p,g) = mcd(r,s) = 1hihaunm = m(a,b) iun nombre racional ctal que F"(g,b) = (c,0).
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Aquest ¢ s'anomenara maxim comu divisor de a i b, mcd(a,b). A més,

mcd(p,r . ab
¢ =mcd(ag,b) = W((qs)) i mcm(a,b) = med(@b)’

Anem a provar-ho. Per linealitat, F(a,b) = F(qgsa,gqsb)/(qs) = F(ps,qr)/(qgs). Per al resultat
sobre punts amb components enteres hi ha un m € N tal que

F™(a,b) — Fm(zj(?r) _ (mcd(sss,qr),o)
*) (mcd(p,r) mcd(q,s) 0) _ (M 0>,

~ \mcd(g,s) mem(gs)’ mcm(g,s)”

on (x) hem usat que

gs = mcd(g,s) mem(q,s) i mcd(ps,gr) = mcd(p,r) med(g,s).

Per exemple, F'1(22/91,55/63) = (11/819,0). Aleshores, mcd(22/91,55/63) = 11/819 i
mcm(22/91,55/63) = 110/7. Observeu que tots els quocients

22/91 o 55/63 o 110/7 o 110/7

11/819 7 11/819 7 22/91 7 55/63

son nombres naturals.

Finalment, el procediment es pot estendre a condicions inicials de R™ x R™ i es pot veure
que dona lloc a I'expansié dels nombres reals en fraccions continues. Només presentem un
exemple. Se sap que

m =[3,7,151,292,1,1,1,21,3..]

=34 —
7+ !

i, per tant, els seus primers convergents sén

1 22 333 355 103993 104348
3/34’_:_1_'_'7’7"' (6)
7 7 106 113" 33102 33215

Si calculem (a,,b,) := F"(m,1), pern e {3,34+7 = 10,10 + 15 = 2525 + 1 = 26,26 + 292 =
318,318 + 1 = 319,...} obtenim

as = T — 3, dig = 22 —7m, dys = 106 — 333,
e = 355 — 113, dsig = —103993 + 33102, d319 = 104348 — 33215,

recuperant els numeradors i denominadors de (6).
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20. Divergencia de la suma dels inversos dels nombres primers

Detallem una prova senzilla i maquissima, deguda a F. Gilfeather i G. Meisters i publicada a
[31], quesegonslaqual 3, . 1/p=1/2+1/3+1/5+1/7+1/11 + --- és divergent. De
fet, la primera prova de la divergéncia d'aquesta série és deguda a Euler i data del 1737, i la
prova que presentem s’inspira en la seva.

Fixat 2 < n € N, denotem per P, el conjunt de tots els nombres primers p < n. Tenim que
) 11 (=5) -1 (5550 )
) = — | = T+=-+=S+=+ . 7)
g(p—1 pel_,,[ 1—1/p g p p P

Com que tot enter positiu k < n, descompon com a producte de primers menors o iguals
que n elevats a potencies enteres positives, és segur que 1/k surt com un terme del
desenvolupament del producte de la dreta de (7). Per tant:

;%) > 21
— > > -
peP, (p =1 k=1 k
Prenent logaritmes de la desigualtat anterior, com que el logaritme és una funcié creixent,
51
> (log(p) —log(p — 1)) > log (Z E) :
peP, k=1

Per altra banda,

Y., (log(p) — log(p EJ —dx<p§n( ) 2%,

PEP, PEP
Usant les dues desigualtats obtingudes arribem a
1 51
Z Iog (Z ) ,
peP, p k=1 k
i com que la serie harmonica és divergent, obtenim el resultat desitjat.

Anem a veure com aquest resultat, a part de provar un cop més I'existencia d'infinits nombres
primers, ens dona també una informacié forca bona sobre el creixement de la série.

Comparant les sumes superior i inferior de la funcié 1/x en els intervals [1,n] i [1,n + 1] amb
la seva integral, no és dificil veure que
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Per tant,

Z 1 > %Iog (log(n) +1).

pEP,

Aquest resultat és bastant fi, ja que se sap que

li Z:pEP,7 :_7 _
"% Tog(log(n))

Defet, el 1/2 que apareix davant de lafita inferior prové del 2 de la desigualtat 1/(p—1) < 2/p,
valida per a tot p > 2. Aquest 2 es pot disminuir i acostar tant com es vulgui a 1, per sobre,
prenent p prou gran.
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