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La histOria com a context
per a l'enriquiment
competencial de 'activitat

Resum

Els contextos ens ajuden a desenvolupar
competencia matematica d‘alt nivell,
prioritzant els significats i les relacions.
Presentem alguns exemples per a I'ESO
que reforcen la idea que les matematiques
son interessants, Utils i sorprenents, i
també assequibles en diferents nivells.
Partim de dades d’un poblat ibéric o d'una
resta de ceramica per realitzar
reconstruccions usant eines
matematiques.

Introduccio

La proposta que presentem és l'aportacié del Grup Vilatzara a la IX Jornada «Les matema-
tiques entre la secundaria i la universitat», celebrada a la UAB I'any 2018. Esta emmarcada
en una linia de treball complexa basada en tres tipus de tasques —activitats riques, petites
investigacions i projectes— que desenvolupen competéncia matematica (Bishop, 1999), i
també en l'educaci6 matematica realista (EMR) de l'Institut Freudenthal (Sol, Giménez i

Rosich, 2007).

L'enfocament reflexiu (Brockbank i McGill, 2002; Perrenoud, 2004; Korthagen, 2001; Schon,
1983), que busca el nivell maxim de competencia matematica —seguint les recomanacions
dels informes PISA—, és eficient perqué amb menys temps aconsegueixes millors resultats
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Abstract

Contexts help us develop high-level
mathematical skills, prioritizing meanings
and relationships. We present some
secondary-school level examples that
reinforce the idea that mathematics are
interesting, useful and surprising, and also
accessible at different levels. These take data
from an Iberian settlement, or a piece of
ceramics, for example, to perform
reconstructions using mathematical tools.

en termes de competéncia matematica, i permet:
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« Establir els significats per damunt de la simple mecanitzacio.

« Prioritzar I'estudi de les relacions per damunt de la simple simbolitzacié.

« Facilitar la transferéncia de coneixement d'un context a un altre.

» Desenvolupar processos matematics d'alt nivell.

+ Desenvolupar competencies matematiques en un context inicial atractiu i facilitador de
la construccio de significats (pizzes i amanides, ofertes de telefonia mobil, reconstruccié
virtual d'edificis ibérics, o de peces de ceramica, etc.) per passar a un context totalment
matematic, segons que el curriculum ens ho demani.

« Aconseguir comprensio i fluidesa en les dimensions de la competéncia matematica,
és a dir, en els processos (resolucié de problemes, raonament i prova, connexions,
representacio i comunicacio), i alhora facilitar que cada alumne pugui assolir el nivell al
qual pugui accedir.

En aquesta proposta:

« Mirant objectes del nostre entorn amb mirada matematica, reconeixem la idea de
variable i donem sentit a formules lineals.

» Constatem que la idea de proporcié és molt util per modelar fenomens de I'entorn
historic i que apareix quan relacionem mesures.

« Obtenim regularitats a partir de mesures conegudes i descobrim coses desconegudes
mitjangant calculs senzills: reconstruim el passat amb I’ajuda de I'algebra.

+ Les matematiques es mostren com unes eines magnifiques col-laborant amb I'arqueo-
logia.

Contextualitzar I’activitat matematica a l'aula

El fet que ningu discuteixi la importancia de I'aprenentatge de les matematiques no vol dir
que el nostre alumnat comparteixi aquesta opinié quan es veu obligat a dedicar a I'estudi de
les matematiques moltes hores tant a classe com a casa. Convindria justificar d'alguna manera
I'esfor¢ que el professorat demana a I'alumne. Aixi tindria 'oportunitat de comprendre, amb
la informacio subministrada, per que ha de dedicar el temps i I'esfor¢ que I'aprenentatge de
les matematiques requereix.

Hi ha diverses maneres de fer realitat aquest proposit. Una d’elles és contextualitzar les
propostes que portem a l'aula. Es clar que el context fa molt més que aixo, perd no hauriem
de menysprear el fet que pot donar sentit als continguts matematics que ensenyem. Bishop
afirma que I'alumnat podra transferir les matematiques que aprén si desenvolupa un significat
matematic que sigui dependent del seu entorn, és a dir, quan sigui capag¢ de connectar el seu
coneixement amb el que reconeix en el mén real (Bishop, 1985).

El context motiva i porta al descobriment, pot canviar actituds davant les matematiques
(Boaler, 1993). El context facilita el plantejament de fer matematiques resolent problemes,
promou la racionalitat, la construccié de conjectures que poden convertir-se en hipotesis
que faciliten el redescobriment matematic (Gravejmeier, 2007). També connecta sabers i
entorns, facilita representacions, insinua models i ajuda a una bona comunicacio6 de les idees
matematiques. Es a dir, desenvolupa les cinc dimensions de la competéncia matematica.
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El Grup Vilatzara ha desenvolupat propostes contextualitzades, durant els ultims vint anys,
de diferents blocs de continguts, especialment de relacions i canvi —concretament sobre
algebra i dependéncia funcional—, estadistica i geometria (Vilatzara, 2005, 2017). El format
de les propostes és molt variat, des de tallers a la Sagrada Familia de Barcelona (Vilatzara,
2015,2017) fins a seqliéncies didactiques per a I'ESO, passant pels Projectes Matematics (Sol,
1998, 2007) i Vilatzara (2001). Part d'aquestes produccions es poden trobar a la web del Grup
Vilatzara en el portal de I'lCE de la UAB i a diferents publicacions com Matematiques i historia
al Maresme (Vilatzara, 2000, 2001, 2002) i ¢Es posible viajar con las matemadticas? (Vilatzara,
2006), llibre que recull sis propostes en les quals treballem la introduccié a la trigonometria,
les transformacions geometriques, les coordenades cartesianes, les relacions quantitati-
ves, les relacions numériques, les férmules i les equacions equivalents. També es poden
trobar aportacions a congressos, com ara «Algebra en contexto» (Vilatzara, 2009).

En aquest article presentaré, en nom del Grup Vilatzara, la proposta «Dels ibers a I'algebra»,
que forma part d’una sequiencia didactica d'iniciacié a I'algebra i a la dependéncia funcional
als primers cursos de I'ESO.

Reconstruir el passat perdut, usant eines matematiques: la proposta
contextualitzada

L'arqueologia utilitza freqlientment recursos matematics en el seu treball de recerca. La
poblacié que vivia en un poblat ibéric pot estimar-se a partir del nombre i la mida dels
habitatges excavats, del nombre i el volum de les sitges per al gra, o dels recipients per al
vi o l'oli, i/o pel fet que es disposi d'un edifici public amb dues plantes, com és el cas del
poblat d'llduro, a Cabrera de Mar. Es poden fer altres estimacions: I'alcaria dels habitants es
pot deduir de la que calculem per a les seves cases, o la composicid de les unitats familiars
es pot saber a partir de les superficies dels habitatges.

Perd del poblat només queden restes cobertes de vegetacid, pedres alineades que marquen
les parets d’algunes cases, restes de muralla i de torres de defensa, alguna base de columna



desembre 2018+ 39

per a l'edifici gran... Aqui és on entren en accié les eines matematiques a fi de facilitar la
reconstruccié virtual del poblat.

A prop del poble de Cabrera de Mar, sota el castell de Burriac, hi ha un poblat iberic que té
més de dos mil anys: llduro. Fem una sortida de matematiques per visitar les restes que en
queden i fer algunes activitats matematiques com ara mesurar, dibuixar croquis a escala, fer
localitzacions en planols, etc. Amb aquestes dades recollides pels diferents equips, treballem
a l'aula i tractem d’estimar la poblacid que hi vivia i de fer la reconstruccié virtual dels
edificis del poblat. Usem el programa SketchUp, un programa per fer models en 3D, per a la
reconstruccié virtual. Posteriorment, fem un taller de reconstruccié de peces de ceramica a
partir d'un fragment.

Mirant al nord des d’llduro veiem el castell de Burriac al cim del turé.

Utilitzem eines matematiques com l'escala, I'orientacio, la funcio lineal, I'estimacio, algunes
propietats de la circumferencia, el pendent...

Disposem de planols: de la zona geografica on es troba l'institut i de la zona arqueologica
que hem d’estudiar; de la ruta per carretera i camins fins al poblat, i també del poblat ibeéric
excavat. Aquests planols es treballen en aspectes de localitzacio, orientacié i escala. També
cada equip disposa d’'una cinta metricade 30 mid'una de 2 m.
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Pedres grans, alineacions, disposicions perpendiculars.

Preparacio de la sortida

A l'aula comencem per discutir el punt clau de la sortida: recollir les dades que necessitarem
per fer la reconstruccio virtual de diferents edificis del poblat ibéric. Després debatem sobre
I'is dels planols de diferents escales, el recorregut que farem amb autobus i el que farem a
peu, ilainformacié que buscarem una vegada dins del poblat (direccions, punts de referéncia,
distancies, localitzacions de les muralles, I'edifici public, les cases amb habitacions, les cases
unifamiliars, I'entrada amb dues torres...).

L' entrada del poblat, amb la base de dues torres, Prenent mides per al croquis.
una a cada costat.

Un punt molt important és el reconeixement de restes iberiques, diferenciant-les de parets
i murs posteriors, que han fet servir durant segles tant pagesos com ramaders per preparar
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Convé portar guants a causa de A l'edifici public, I'alumne assegut usa la base d'una columna
I'estat actual del poblat. per seure...

terrasses en terrenys inclinats, per cerclar els ramats o bé construir cabanes per als estris o
com a refugi en cas de tempesta.

Per poder fer aquesta identificacio es mostren dues caracteristiques que poden indicar
I'antiguitat: en primer lloc, la mida de les pedres que formen la base observada (les restes
iberiques es componen sovint amb pedres de mides considerables que un pages no usaria
mai perqué no li sortiria a compte I'esfor¢ de tallar-les i traslladar-les per fer un mur de
contencié d'una terrassa per plantar-hi olivera o vinya); en segon lloc, els angles de 90°
(en els murs de contencié no servirien de res, perd es poden confondre amb cabanes més
recents). El fet de situar-nos dins d'un poblat ja excavat ajuda molt a evitar confusions, pero
I'estat de deixadesa del poblat fa d’aquesta primera part un descobriment que no entusiasma
I'alumnat.

El descobriment, un repte per a tothom

Una de les preguntes clau que posa en marxa l'activitat és: com pot ser que els arqueodlegs
puguin saber com era una casa o un edifici a partir de les restes de pedres que queden en una
excavacié? Les pedres marquen, insinuen la direccié de les parets que tenia I'edifici, pero... i
I'alcaria? Buscant com s’ho feien els arqueolegs, el Grup Vilatzara va conéixer el métode usat
i 'eina matematica indispensable per aplicar-lo.

Es basa en dos fets, un d’ells ben conegut i I'altre potser no tant.

« Es ben sabut que un mur amb una base més ampla permet aconseguir més alcaria. Una
filera de maons, posat I'un damunt de l'altre, permet aixecar la paret 1 m aproximada-
ment, i menys en un terreny que no sigui del tot pla; pero si usem maons que tinguin
una base amb el doble d'area, més quadrats, arribarem ben bé a 2 m sense que ens
caiguin els de dalt.

« Els arqueolegs coneixen des de fa molts anys aquest fet fisic, que van aprendre dels
arquitectes. En arquitectura, des de fa segles es calcula quina amplaria ha de tenir el
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mur per arribar a certa alcaria. Aquesta relaci6 alcaria del mur / gruix (H/E) —que permet
aconseguir amb seguretat que no caura— depen, evidentment, dels materials usats,
de les teécniques disponibles, etc. Aixo fa que al llarg de la historia cada cultura hagi
aconseguit edificis d'una certa alcaria. El tipus d’edifici també determina la relacio, ja
que per a un edifici public, amb més d'una planta (o per a una catedral o un palau
en cultures posteriors), els arquitectes s’hi esforcaran molt més que per a una simple
casa d'un poblat. Aixi doncs, arribem a la conclusié que cada civilitzacié té una raé n
entre alcaria/gruix propia, entre dos marges que poden ser amplis perd determinats
a partir de les restes trobades d'aquella civilitzacié. Per exemple, els poblats ibeérics
d'Ullastret, Cerro de los Santos o Campello, que han conservat alguns edificis molt
complets, ens poden proveir de les dades numeriques que ens permetin establir la
raé de proporcionalitat buscada per la cultura ibérica de la Peninsula (Gracia, Munilla,
Garcia, 1994). Es va definir, per tant, un concepte de delimitacio per a l'arquitectura
ibérica d’'un modul constructiu segons un patré de mesures proporcional. Si considerem
tant la part baixa de pedra com la de tovot del damunt, que culmina la paret, a un gruix
(E) d'uns 0,40 m correspon una alcaria entre 2,4 i 3,6 m. Es a dir, un anomenat factor de
resistencia n de valors entre 6 i 9 que, per a edificis grans i alts, pot arribar a ser de 12. La
férmula, per tant, queda aixi: H = n - E.

Alguns exemples dels croquis a partir de la presa de dades sobre el terreny d’liduro: en els dos primers,
d’una casa gran amb separacio d’estances o bé habitacions. El tercer és I'edifici public, amb dues columnes.
No estan a escala.

Aquesta feina de determinar la rad de proporcionalitat H/E la fa I'alumnat a I'aula a la vista de
les dades d'alguns d'aquests poblats. Ha de calcular el factor de resistencia per a habitatges
(primera taula) i per a edificis grans (segona taula).
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Factor de resisténcia n

Poblat ibéric E(m) | H (m) per a edificis petits

Cerro de los Santos 0,40 2,40
Sant Miquel de Lliria | 0,43 3,00

Ullastret A 0,45 2,90
Ullastret B 0,40 3,60
Poblat ibéric Em) | H(m) Factor de resisténcia n

per a edificis grans

Cerro los Santos 0,60 7,40
Sant Miquel de Lliria | 0,43 4,90
Ullastret A 0,65 7,90
Ullastret B 0,40 4,72

Aquest resultat per a n, calculat per I'alumnat, és el que usarem per a la reconstruccid virtual
dels habitatges i I'edifici public d’llduro a partir de les dades recollides in situ pels grups de
treball.

Es produeix una discussio interessant sobre els diferents resultats de la rad que hem obtingut,
el rang acceptable per a les nostres reconstruccions i el valor que usarem per a cada edifici
del poblat. Aquestes discussions ens porten a debatre sobre I'lis d’eines matematiques en el
mon real, els errors i les estimacions, el grau de confianca que hem de donar a les conjectures,
etc. La comparacié amb el context purament matematic i la idea de demostracié apareixen
inevitablement.

Amb aquestes taules I'alumnat ha d’establir quina expressié ens donara I'alcaria del mur (H)
a partir de conéixer el gruix (E). Passem, doncs, al llenguatge simbolic més senzill, perd que
ja representa una relacié entre variables.

Seguidament se’ls proposa d’esbrinar quines de les férmules seglients serveixen i quines no,
i en cada cas han d’argumentar la resposta:

H=E-n H=n-E
H=E/n E=H/n
H/E=n E=n/H

Cal assegurar que lI'alumnat troba més d'una manera de reconéixer quines férmules sén
certes i quines no (per exemple, substituint valors numerics iguals o aplicant propietats com
la commutativa).

També se’ls demana que agrupin les que volen dir el mateix i expliquin per qué creuen que
se les anomena férmules equivalents.

Peracabar aquest apartat, se’ls demana que trobin totes les formules equivalents a la segiient:
a=>b-c
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Calcul de I'alcaria dels murs

Una vegada han tornat del poblat amb les dades del gruix dels murs, cada equip calcula
I'alcaria estimada usant la férmula lineal H = n - E

Casanum. | E(m) | n | H(m)

1
2
3
4

En el cas del poblat d'llduro, hi ha un edifici public de dues plantes que permet I'Gs de la rad
més alta. La presencia de les bases de dues columnes i I'area de la planta ens indiquen la
importancia de I'edifici. Cal recordar que cal usar la rad corresponent segons si es tracta d'un
edifici gran o petit.

Una ampliacié: Rondelet

A principis del segle xix, Jean Baptiste Rondelet —arquitecte que va acabar el Panteé de

Paris— va plantejar en el seu tractat sobre arquitectura (Rondelet, 1802) una férmula que

desenvolupa I'esmentada anteriorment (E = H/n) i que porta a calculs molt més rigorosos:
Ee H L

n 02+ H?

on apareix una variable afegida a les anteriors, L, que és la longitud del mur considerat.

Aquesta expressio, que, d'entrada, espanta els alumnes, ens permet ajudar-los a comprendre
com s’han d'analitzar expressions complicades pero que, ben mirades, contenen pistes sobre
el seu origen. Per exemple, I'arrel quadrada de la longitud al quadrat més I'alcaria al quadrat,
qué ens pot suggerir?

Per facilitar aquesta observacid, podem fer un dibuix del mur, en el H
qual apareix rapidament la idea de la diagonal considerada hipote-
nusa d’un triangle rectangle.

L

Per tant, Rondelet pren en consideracid la longitud del mur perque un mur llarg presentara
més dificultats que un mur curt. Pero la dificultat també depén de I'alcaria, per aixo busca la
relacié entre llargaria i alcaria i la troba en la diagonal del mur. Pitagores esta servit.

Lliguem el llenguatge simbolicamb el mén real.

Evidentment, a I'arquitecte li interessa el gruix per obtenir una alcaria segura, mentre que
per als arquedlegs és a la inversa: volen l'alcaria que correspon a un gruix mesurat. Per tant,
s'imposa un aillament que per als primers cursos de I'ESO resulta una mica dificil. Tot i aixi, és
una bona oportunitat per donar sentit a aquestes manipulacions algébriques tan habituals a
les aules.
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Rondelet aplicat al nostre poblat

Ara cada equip ha de calcular de nou les alcaries usant la formula de Rondelet. Utilitzen un
full de calcul en el qual van introduint les dades i van avancant en la resolucié de la féormula.
Aixo provoca errors i discussions sobre les prioritats de les operacions.

H(m)
formula senzilla

H(m)

C am. E
asa num (m) h formula Rondelet

L(m)

AIWIN|—

En disposar de les dues alcaries calculades usant la formula lineal o bé la de Rondelet, s'obre
un debat sobre el significat de les diferéncies, la versemblanca, el marge d’error en cada cas,
la millora obtinguda quan usem més variables i eines algébriques més potents. Queda clar
qgue el model proporcional només era una primera aproximacio al fenomen, i que si volem
un millor ajust a la realitat necessitem usar una férmula no proporcional més complexa.

La reconstruccio virtual

Ara toca usar I'eina informatica per representar I'aspecte que podria tenir I'edifici estudiat.
La utilitzacio del programa SketchUp és forca intuitiva i els equips no tenen grans dificultats
per usar-lo. Cal ser exigents amb el rigor en I'Us de les mesures fetes i calculades, cosa que
ens assegura que les proporcions seran correctes. El resultat els és sorprenent: els alumnes se
sorprenen que hagin arribat a aconseguir aquesta imatge a partir d'unes pedres alineades i
apilades al terra. Aqui es fa un pas en 'empoderament de I'alumnat i en la confianca en les
matematiques com a eina per comprendre el mon.

Dues de les representacions de la reconstruccié de I'edifici public, la d’en Gerard i la de na Lia.
Un boci de ceramica
L'alumnat, ara que ha vist les possibilitats de les matematiques per reconstruir un habitatge,

comenca a creure que podrem reconstruir una peca sencera de ceramica a partir d’'un boci,
encara que no imagina com ho fara.
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Se subministra a cada equip un boci de ceramica que tindra part de la boca o de la base.
Aquest detall és important per assegurar que podran situar el centre de la circumferéncia de
la base o de la boca de la pega.

Curs rere curs, I'alumnat intenta trobar el centre a partir de I'arc de circumferéncia del tros
de qué disposen, pero creuen que el trobaran usant la tangent a la circumferéncia i la seva
perpendicular. Convé deixar-los que s'equivoquin, fins que s'adonin que el punt que cerquen
queda situat com a tall entre rectes (dues cordes).

El pendent que identifica

Quan vam saber com els arqueolegs establien quina mena de peca tenien entre les mans a
partir d'un petit trosset excavat, ens va sorprendre: el que identifica el tipus de peca és una
relacié entre dues variables, el diametreil'altura de la vora. Van deduir empiricament aquesta
relacié quantitativa, la qual es basa en la idea del pendent de la recta imaginaria que passa
per la vora i pel centre de la base de la peca. Es ben evident que es tracta d'una bona idea:
altura/radi de la base és un bon indicador de la forma de plat, de bol o de gerra.

El primer que es planteja als alum-

nes és que trobin que és el que

caracteritza un plat que fa que si- h
gui ben diferent d'una gerra. Una
vegada establert que no és el dia-
metre o l'altura de la vora, sin6
la relacié entre les dues variables,
se’ls demana si son capacos de de-
terminar la relacié que hi ha entre El pendent que identifica: un plat.
alturaidiametreenel casd’'unplat,

en el d’'un bolien el d'una gerra.

Les peces petites es poden treballar Trobar el centre de la
en DINA4. circumferéncia amb un minim de
rigor demana I'ts d'eines
matematiques.
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Tenim peces grans, de sitges, que La boca de la sitja costa més de
requereixen treballar amb paper dibuixar amb exactitud.
d'embalar.

Per a aquesta activitat cal disposar a classe d'un seguit de mostres de tots tres tipus de peces,
perque I'alumnat ha de generalitzar el que veu en cadascuna d’elles per arribar a la relacio
entre variables que busquem. La relacié que utilitzen els arqueolegs és la seglient:
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Clau d’identificacio

En el dibuix, exemples per a gerra, bol i plat

altura de la vora
gerra

1

1

1

1

1

: bol
1

: plat
1

1

Formules que identifiquen:
Per a una gerra: altura > diametre
Per a un plat: altura < 2/7 radi

Per a un bol: altura < 1/3 diametre
\ J

Atencio al fet que en arqueologia s'usa el diametre en uns casos i el radi en d'altres. Els valors
intermedis entre gerra i bol no els consideren perqué gairebé mai no apareixen peces amb
aquests valors.

Per acabar

El treball desenvolupat en aquesta seqiiéncia que proposem permet treballar les propor-
cions, la geometria, I'algebra i la funcié proporcional com a eines valuoses per matematitzar
fenomens o situacions de la vida real.

La proposta presentada engloba tasques riques i també una gestid rica de 'activitat a I'aula
(Vilella, 2009, 2010, 2013). La matematitzacio és una resposta coherent i modelitzadora d’'un
procés de demanda que permet la reflexio i la construccié col-lectiva del coneixement,
ates que desenvolupa competencies matematiques dels nivells reflexiu i connectiu i facilita
I'atencio a la diversitat (Gorgori6 et al., 2002).

La gran importancia del context en aquesta proposta demana un final metareflexiu que
porti I'alumnat a reflexionar sobre que ha apres, com ho ha apres i com ho pot aplicar a
noves situacions. Ja és a punt per al pas a la matematitzacié vertical (Freudenthal, 1991),
d’estructuracié i simbolitzacié.
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