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Entrevista amb Hans Freudenthal,

defensor de I’ensenyament

de la geometria
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Hans Freudenthal és un dels més
coneguts pedagogs dins el camp edu-
cacional de la matematica. Ha estat
director del famés IOWO (Institut
per al Desenvolupament de I'Educa-
cié6 Matematica) a Utrecht i fundador
de la revista “Educational Studies in
Mathematics”. Es autor de llibres
com Mathematics as an Educational
Task (“La matematica com a tasca e-
ducativa”) i Weeding and Sowing
(“Treure les males herbes i sembrar”),
els quals han estat traduits a diversos
idiomes (la traduccié castellana és en
curs), entre ells el rus, amb edicions,
inconcebibles en les nostres latituds
1 més encara en aquests temes, de
120.000 exemplars. Els lectors de
(ciencia) tenen al seu abast I'article ti-
tulat ; Ensenianza de las matematicas
modernas o ensenanza moderna de las
matematicas? publicat dins del volum
La ensenanza de las matematicas moder-
nas, Alianza Universidad 207. Pel ti-
tol ja s'intueix el que opina Freudent-
hal sobre aquest tema i avui, 20 anys
després que ell publiqués aquest arti-
cle, trobariem pocs matematics que no
li donessin la raé quan afirma: “...La
teoria dels nivells és estretament lli-
gada a la concepcié moderna de les
matematiques considerades com una
activitat. Pot afirmar-se que els meto-
des tradicionals tendeixen a “invertir”
els nivells: es baixa dels nivells supe-
riors als inferiors en lloc de pujar
d’aquests a aquells. Aquesta inversio
didactica dels nivells pot donar lloc a
tota una serie de dificultats, pero el
que és veritablement funest és el cos-
tum de deixar de costat els problemes
de “pujada” a partir del nivell zero.

Crec que aquesta és la ra6 del fracas
quasi total del nostre ensenyament,
fracas que es manifesta clarament en
el fet que, deixant de banda una mi-
noria molt reduida, absolutament in-
capacos d'aplicar les matematiques
que hem apres fins i tot als problemes
més senzills que se'ns presenten fora
de les matematiques... A mi em sem-
bla que aquest oblit de les aplicacions
en els programes moderns constitueix
un perill...”

Hans Freudenthal va visitar Barce-
lona de cami cap a Saragossa on va
participar en les Terceres Jornades
d’Aprenentatge i Ensenyament de les
Matematiques que ja van ser comen-
tades al n.° 28. Es un vellet amable
que durant el dinar al Tritén ens va
parlar del seu pais d'adopcidé, Ho-
landa, un pais, segons ell, de burgesos
amants de la pintura. Altres obres de
Freudenthal sén: Mathematics Obser-
ved, Linear Lie Groups, Algebraic and
Topological Foundations of Geometry,
Brouwer, Collected Works. A Saragossa
va pronunciar una conferencia que va
titular: “En todos los niveles: jgeome-
tria!”. Alguns dels exemples que va
donar il-lustren la nostra entrevista,
realitzada pel nostre col-
laborador Jaume Puigbo.
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(ciencia): —Ens podrieu donar algunes
dades biografiques, on van néixer, on van
estudiar, etc.?

Freudenthal: —Vaig néixer a Ale-
manya, al que ara és I'’Alemanya de
I'Est, 'any 190§, prop de Berlin.
Vaig comengar a estudiar matemati-
ques a la Universitat de Berlin I'any

Fotografies Anna Boye
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1923 1 vaig continuar a Paris. Més
tard vaig tornar a Berlin on vaig fer la
tesi. En una conferencia que va fer
Brouwer vaig fer-li diverses preguntes
i aixi vaig iniciar l'amistat amb ell.
£m va demanar que fos el seu ajudant
i el novembre de 1930 me'n vaig anar
a Amsterdam. Durant I'ocupacié ale-
manya vaig ser acomiadat per ésser
jueu. En acabar la guerra vaig entrar
de professor a la Universitat
d'Utrecht. He treballat en diferents
temes, especialment en grups de Lie.
Les meves contribucions més impor-
tants han estat en el camp de la topo-
logia i durant molts anys vaig treba-
llar en grups de Lie especials. Més
endavant em va interessar molt I'edu-
caci6 1 també la historia i la filosofia.
Vaig ser nomenat president d'una co-
missio estatal per a la modernitzacid
de l'ensenyament de les matemati-
ques. Després vaig ser director del
IOWO (Institut per al Desenvolupa-
ment de I'Educacié Matematica) i es
pot dir que els temes educatius han
estat el meu centre d'interes durant
aquests darrers anys. He escrit uns
quants llibres sobre el tema i també un
munt darticles...
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(ciencia): —Quines universitats us han
con ferit titols honorifics?

Freudenthal:  —Berlin, Erlangen,
Brussel-les, York, Amsterdam... La
meva dona, que també esta molt inte-
ressada en educacio, pero prové d'un
camp diferent (ha estudiat germani-
ques), va obtenir un doctorat Honoris
Causa 'any passat per una universitat
alemanya.







Fig. 1.- L'angle inscrit que abraga una semicircumfe-
rencia és un angle de 9o°.

Per demostrar que I'angle inscrit B és recte construim D
com a interseccio de BO amb la circumferéncia. ABCD es
un rectangle (les dues diagonals son sguals ja que son
diametres 1 aixo caracteritza els rectangles). Aixi, doncs,
B és recte.
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Fig 2.- La suma d'angles d'un triangle val dues rectes.
Enralojem el terra amb copies del triangle. En el punt A
reunim els tres angles del triangle. Es evident que la
suma es un angle de 180°.
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(ciencia): —Tenwu fills?

Freudenthal: —Si en tenim quatre, 1
onze néts. La meva filla viu prop de
casa meva 1 un dels seus fills ha estat
'objecte dels meus estudis en les llar-
gues passejades 1 estones que hem es-
tat junts. Vaig comeng¢ar quan tenia
dos anys i ara ja en té gairebé tretze.
Es clar que a hores d’ara ja li interes-
sen més altres coses que no pas anar a
passejar amb el seu avi.

La gent acostuma a criticar-me
quan trec conclusions d’aquest cas.
Em diuen: “El vostre nét és un cas
especial, és un geni.” Pero aixo no és
veritat en absolut. Ell ha fet moltes
matematiques, pero no més que qual-
sevol persona podria fer-ne. També
he treballat amb una nena del nostre
barri, una nena que treia molt males
notes a l'escola 1 que més aviat estava
poc dotada per a l'estudi. Malgrat
aixo ella ha fet moltes matematiques
amb mi.

e S NSRRI ]

(ciéncia): —Els estudiants generalment
tenen por, fins i tot odten les matemati-
ques. Qué penseu que es pot fer per millo-
rar-aquesta Situacio?

Freudenthal: —Em sembla que aixo
depen de les matematiques que apre-
nen i del metodes educatius, que son
antiquats. Em sembla que es pot can-
viar aquesta situacid, a poc a poc.
Nosaltres hem preparat molts mate-
rials i de mica en mica estan penetrant
en el nostre sistema educatiu. Pero no
es poden esperar canvis espectaculars
ja que caldria canviar tots els mestres.
Els mestres, per regla general, ense-
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Fig 3.- Com determinar exactament X?

La recta que passa per un vertex del cub, A, i el centre,
o, de lacara C, on es troba amb el pla P? (Solucio a la
Fig 4).

( ciéncia 33

nyen de la mateixa manera que ells
van aprendre. Es, per tant, un procés
molt lent aquest de la transformacié
del sistema educatiu. Els que volien
implantar les matematiques modernes
no ho van tenir en compte. Es un
treball de generacions. De tota manera
jo s6c optimista perque molts dels 1li-
bres de text a Holanda han estat in-
fluenciats pels nostres metodes. Les
matematiques sovint son massa for-
malistes 1 no tenen en compte el tre-
ball del nen. Un dels defectes corrents
és que la gent aprenen matematiques,
pero no saben aplicar-les. Aixo és de-
gut que les matematiques s'ensenyen
fora d’'un context real. Es molt millor
ensenyar-les dins d'un context en el
qual es puguin aplicar. Aquest és el
nostre metode. No es tracta d’ensen-
yar les operacions als estudiants com
si fossin maquines. Cal que els alum-
nes entenguin el que estan fent i sapi-
guen fer us dels ordinadors per fer els
calculs pesats. Posem un exemple:
Hem de viatjar una distancia de 120
km i en portem 87. Quants ens en
resten? La major part dels estudiants,
fins i tot a I'edat de 16 anys, no efec-
tuen la subtraccid, siné que fan el
problema pel compte de la vella i van
provant, fent sumes, fins a obtenir el
resultat. Aquest metode funciona,
pero naturalment si no sabem que
I'operacié a efectuar és una resta, no
podrem utilitzar la calculadora encara
que en disposem d'una. Una cosa de
similar succeeix amb la divisid: els
estudiants no saben quan aplicar-la i
tracten de resoldre els problemes a
base de sumes i productes. De manera
que no poden utilitzar les calculadores
perque no saben quin boto prémer pet
obtenir la resposta. Shan d’aprendre

Fig 4.- Soluci al problema de la Fig 3.
La recta Ao i I'AO son coincidents. Es a dir A’ =X
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les matematiques dins d'un context
per entendre la situacid. Aixo, quant
al metode. Pel que fa a la materia,
nosaltres hem comprovat que per als
estudiants d’escola secundaria que no
han apres bé l'aritmetica, la solucid és
la geometria. En la geometria hi ha un
suport fisic, les figures. Després s’han
de fer coses sense els dibuixos, pero
haura estat gracies a aquest suport que
el nen es podra, de mica en mica,
independitzar de les figures. La geo-
metria, presa d’aquesta manera, com
un metode per raonar, ens obre un
cami. Desafortunadament, la geome-
tria s'identifica sovint amb el sistema
euclidia d’hipotesi, teorema i demos-
tracid. Jo opino que la geometria s’ha
de fer d'una forma més informal. Per
altra banda jo també séc partidari que

els nens treballin en petits grups de,

per exemple, quatre nens, perque,
aleshores, I'un apren de I'altre. Enrao-
nant I'un amb l'altre també desenvo-
lupen les seves capacitats linguisti-
ques. Aixo comporta fer algunes mo-
dificacions a l'aula i canvia el paper
del mestre, pero jo he pogut observar
que funciona molt bé fins amb nens
de nivells diferents.
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(ciencia): —En altres paraules, el que
proposeu es portar l'escola mes a prop de
la realitat exterior.

Freudenthal: —Si, més a prop de la
realitat. Naturalment, la realitat pot
tenir diversos significats. Per als estu-
diants dotats, els nombres també sén
una realitat. Pero per a la majoria
d’estudiants, la realitat és una altra
cosa i és important que ells aprenguin
matematiques dins d'un context real

que puguin entendre bé.
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(ciéncia): —Aleshores, a Holanda, la
major part de les escoles segueixen el vos-
tre métode?

Freudenthal: —No, solament algunes.
Ja he dit que es tractava d'un procés
molt lent.
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(ciéncia): —Pero el govern deu fixar els

programes d'estudi i aixo deu dificultar
Uadopcic dels vostres sistemes.

Freudenthal: —No, a Holanda el go-
vern no fixa els programes i cada es-
cola té la llibertat d’escollir-los segons
les seves necessitats i conveniéncies.
Hi ha, aixo si, un examen a nivell
nacional al final del periode obligatori
d’escolaritat, que és als setze anys.
També hi ha un test no obligatori al
final de l'escola primaria que serveix
perque una escola secundaria decideixi
acceptar 0 no un nen o una nena. Jo




no tinc gaire bona opinié d'aquests
tests, pero si que m’agradaria assenya-
lar que les escoles que utilitzen el nos-
tre metode se situen només una mica
per sobre de la mitjana nacional en
aritmetica, pero obtenen uns resultats
excel-lents en llenguatge. Jo crec que
aixo és degut que els nostres proble-
mes sén plens de text i per fer-los els
alumnes han d’entendre aquest text,
que molt sovint és com una petita
historieta. Voldria afegir que en da-
rrer terme el caracter de I'educacié ve
determinat pels manuals que els mes-

tres utilitzen 1 no hi ha dubte que
aquests han anat canviant en els dar-
rers anys. Totes les institucions de
formaci6 de mestres per a I'escola pri-
maria treballen amb els nostres llibres
1 el mateix podem dir a les que for-
men els mestres per a l'escola secun-
daria. Crec que la influencia dels nous
mestres €s comengara aviat a notar.
Hem de canviar moltes coses del nos-
tre sistema escolar, pero. Estic en
contra de la seleccié que es fa en aca-
bar l'escola primaria, ja que els nens
de families pobres que han anat a una
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escola que no és gaire bona s’hauran
de conformar amb una escola de les
mateixes caracteristiques.
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(ciencia): —Aixi a Holanda no va pren-
dre cos el moviment de les matematiques
modernes que tant de furor va fer a
Franga, per exemple?

Freudenthal: —En I'educacié primaria
no va existir en absolut aquest movi-
ment ja que la nostra comissié va te-
nir prou forca per impedir que es for-
més. En la secundaria ja no varem
tenir tant d’exit ja que alguns editors,
per I'afany de fer diners, van publicar
alguns textos, pero de tota manera el
moviment va ser molt més moderat
que en altres paisos.

e e

(ciencia): —El IOWO tambe s'ocupa de
'ensenyament de les matematiques al ni-
vell universitari?

Freudenthal: —No, les universitats
sén molt independents. Tampoc no
tenen un -programa prefixat per I'Es-
tat, si bé n’hi ha d’estatals i també de
privades. L'Estat ajuda totes les esco-
les i universitats que compleixen uns
requisits minims, com per exemple,
els que fan referéncia a nombre
d’alumnes per professor, etc. En el
segle XIX només existien universitats
publiques, pero a poc a poc, les diver-
ses sectes 1 religions van anar establint
escoles i universitats privades. L'Estat
va comengar ajudant les escoles pri-
maries per acabar finangant les escoles
1 les universitats a tots els nivells.
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(ciéncia): —Com creieu que els ordinadors
afectaran Uensenyament?

Freudenthal: —De fet jo no he estu-
diat aquest tema a fons. Nosaltres fa
catorze anys que donem cursos d'in-
formatica 1 hem treballat amb centres
que no disposaven d'un ordinador i
ens enviaven a nosaltres les targetes
per ésser processades. Hem tingut al-
gunes bones experiencies. Devem ha-
ver treballat amb unes tres-centes es-
coles amb alumnes sobretot en I'edat
dels quinze a setze arys que agafaven
I'assignatura com una opcié més entre
altres. Jo suposo que d’aqui a pocs
anys aquesta assignatura sera obligato-
ria. Deixant aquest aspecte de banda

tenim |'ensenyament assistit per ordi-

nador, el qual jo crec que, de mo-
ment, no ha progressat gaire. Si un no
és ambicids em sembla que es poden
obtenir alguns resultats en aquest
camp, pero molt menys del que pre-
conitzen algunes industries america-
nes. Fins 1 tot es poden fer algunes
coses interessants amb calculadores de
butxaca. Ara bé ensenyar per mitja
d’un ordinador em sembla ciencia-fic-
cio.

R AT A T R

(ciéncia): —Pero l'ordinador pot ser una
ajuda valuosa per fer calculs tediosos.

Freudenthal: —Si, gracies a I'ordina-
dor es pot treballar en problemes
reals, amb dades complicades, la qual
cosa era impossible abans. També és
veritat que alguns alumnes es familia-

Jobn von Newmann, un dels meés grans matematics del

segle XX.

gracies a les calculadores. En pocs mi-
nuts s'adonen que en dividir per deu
la coma decimal es mou un lloc cap a
I'esquerra i als nens els agrada jugar
amb les calculadores.
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(ciencia): —Quin és el lloc de la bistoria
en educacio matematica?

Freudenthal: —Quasi cap. El pro-
blema és que els mestres no en saben
prou, d’historia. Que poden ensenyar?
Com a maxim el que han llegit en
alguns llibres que s’ocupen d’aquest
tema, la majoria dels quals tenen mol-
tes incorreccions. Per descomptat, si
el mestre té un bon coneixement del
tema aleshores estic a favor que ho
inclogui dins del programa. En cas
contrari és millor no fer-ho. A la
Universitat d'Utrecht hem tingut en
els darrers anys un bon nombre de
tesis sobre historia de les matemati-
ques perque alli tenim un equip de
gent que coneix bé el tema. La majo-
ria de gent només sap el que ha llegit
en llibres i aquests no sén massa fia-
bles. Ens diuen, per exemple, que els
egipcis construien angles rectes utilit-
zant el triangle de costats 3,4 1 §.
Aixo és un disbarat perque els egipcis
no coneixien el teorema de Pitagores.
Fins 1 tot les coses que semblen cor-
rectes, nosaltres les hem comprovat i
han resultat ser equivocades.

e I BB 2! S ST

(ciéncia): —En els vostres llibres, parleu
de ““la inversid didactica”’, és a dir, del
fet pel qual en els llibres de text de mate-

matiques es posa Sovint com a punt de

ciencia 33
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partida el que en la realitat ha estat un
resultat assolit després d'anys d'esfory.
Molts dels articles de recerca de matema-
tiques s'escriuen aixi avui dia i € dificil
de saber com 'autor ba tingut aquella

idea felig.

Freudenthal: —El que és més curios és
que fins 1 tot els estudiants s’han con-
tagiat d’aquesta manera de fer i és
dificil, a vegades, d’entendre el raona-
ment que han fet perque 'escriuen al
revés. El que és cert és que no sempre
s’han escrit els articles d’aquesta ma-
nera. Arquimedes, per exemple, va
descobrir un cert nombre de férmules
de volums de cossos i ho va fer per
mitjans mecanics, amb palanques, etc.
Ell explica tot aixo, si bé després en fa
una demostracié utilitzant el que avui
en diriem calcul. Un dels pocs mate-
matics contemporanis que ha explicat
com obtenia els seus resultats és Van
der Waerden; per exemple, en el cas
de la demostracié de la hipotesi de
Baudet. Es una llastima que no hi hagi
més publicacions d’aquest estil ja que
gracies a la historia podem saber com
s’han desenvolupat les coses, pero no
com aquest desenvolupament ha tin-
gut lloc dins de la ment dels indivi-
dus.

e e IS

(ciencia): —Creieu que aixo seria un as-
pecte important i que caldria insistir-hi?

Freudenthal: -Si, crec que s’hauria de
demanar als matematics que ho fessin.
No és que digui que s’ha d’ensenyar
aixi, pero si que es poden aprendre

ritzen molt bé amb. el sistema decimal moltes coses d’aquest procés de des-




Una anecdota de Freudenthal que il-lustra
que poc sabem aplicar les matematiques
que estudiem a l'escola:

(ci'enci:l 33

L'anécdota té lloc davant d’una finestreta a
la qual vaig per enviar un telegrama a I'es-
tranger. La tarifa és de 17 céntims (de flort)
per paraula. El funcionars compta les £arau-
les i li'n surten 23, multiplica babilment

sense equivocar-se 17 per 23, revisa algunes
vegades V'operacid 1 troba que esta bé. Li pago.
Pero lavors s'adona que, d'acord amb el
reglament, dues d'aquestes paraules ban de
ser comptades com una de sola i que, per tant,
només be de pagar 2.2 paraules. El funcionari
es submergeix de nou en l'aritmética, multi-
plica 22 per 17 i resta el resultat del primi-
tiu, obtenint una diferéncia de 17 céntims que
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em van ser tornats amb tota cortesia’’,

envolupament d’una idea o d’una de-
mostracio. Al mateix temps, el mate-
matic que reflexioni sobre com obté
els seus resultats sera un millor pro-
fessor.
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(ciéncia): —Vds que heu conegut tants
matematics deveu conéixer moltes anécdo-
tes i de fet jo n'be llegit algunes de les que
beu publicat en el ‘‘Mathematical Inte-
Uigencer”, per exemple, la del matematic
i enginyer grec Caratheodory que va ser
detingut a la frontera turca perqué por-
tava un libre que es titulava La ma-
chine que fait cent revolutions par
minute. Ens en podrieu explicar alguna

d'inédita?

Freudenthal: —B¢, doncs... Si, ara re-
cordo que quan jo era a Berlin feierh
una conferéncia-col-loqui els dimarts
a les 7.30 de la tarda. L’anecdota és
sobre John Von Neumann. Jo- era
aleshores estudiant i ell era privatdo-
zent. Per cert, que malgrat que només
em portava tres anys jo vaig aprendre
molt d’ell. Es clar que era un prodigi.
Bé, doncs, com deia, ens reuniem els
dimarts un petit grup d’estudiants i
professors ajudants. Hi havia esta-
blerta la tradicié que el conferenciant
només podia parlar fins a les nou. Per
cada cinc minuts que es retardés havia
de comprar una ampolla de conyac.
Pel contrari, si acabava abans, per
cada cinc minuts tenia dret a una copa
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de conyac d'una botella que el grup
guardava per a aquestes ocasions.
Doncs bé, quan parlava Von Neu-
mann acabava a les 8.30, de manera
que engolia 6 copes de conyac, una
darrera l'altra i després estava sufi-
cientment seré per continuar la dis-
cussi6 en una taverna a la qual soliem
anar un cop finalitzada la xerrada.

(ciéncia): —Era. Von Neumann un bon
conferenciant?

Freudenthal: —Era un excel-lent con-
ferenciant que explicava les coses de
forma que tots les enteniem. Recordo
la seva xerrada sobre grups lliures per
explicar aquest fenomen descobert per
Hausdorff pel qual es pot descompon-
dre l'esfera en tres parts congruents,
de manera que, ajuntant-ne dues
d’elles s’obté altra vegada l'esfera.’
Per descomptat es tracta de conjunts
patologics. La demostracié es basa en
el fet que el grup de l'esfera no és
commutatiu.
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1.- Nota de I'entrevistador: Es tracta d’'una famosa
paradoxa, relacionada amb la paradoxa de Banach-
Tarski. Els conjunts en queé es divideix l'esfera sén
conjunts no mesurables, per la qual cosa, dissortada-
ment, aquest teorema no ofereix cap possibilitat
d’augmentar la productivitat als fabricants de pilo-
tes. La paradoxa de Banach-Tarski ve a dir que el
Sol i una bola de billar sén equivalents en el segiient
“sentit: el Sol és una unié disjunta d’'un nombre finit
de conjunts (no mesurables) S,...., S, que per rotacié
i translaci6 es transformen en B,,..., B, (respectiva-
ment) els quals, en unir-los, formen la Bola de billar.
Aixo no és cap contradiccié ja que als conjunts
S, S, no se’ls pot assignar cap mesura. Per altra
banda les matematiques donen tan sols models de la
realitat (generalment continus) i des de la teoria
atomica se sap que la realitat és discontinua.
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