ciéncia

El grup de renormalitzacié 1 les transicions de fase

La construccié de la teoria fisica mo-
derna exigeix cada cop més un esforg
conceptual molt gran i un llenguatge,
basat en matematiques cada cop més
sofisticades, amb aspectes que poden
interpretar-se com a esoterics. Aquests
fets son un aspecte de I'allunyament
cada cop més gran per part del puablic
en relacio6 amb els coneixements del

(414,-""\"1.-Ium 3/ juliol-agost 1983

I.—El premi Nobel de fisica 1982
9

octubre passat el premi Nobel de
fisica va ser atorgat a Kenneth
Wilson, de la Universitat de Cornell,
per (en les paraules de la Reial Academia
de Ciencies de Suecia) “la seva teoria
dels fenomens critics relacionats amb les
transicions de fase”. El metode utilitzat
per Wilson és el grup de renormalitza-
cio.

La importancia d'aquest metode esdevé
més evident quan recordem que és molt
poc freqient que una sola persona
guanyi, tota sola, el premi Nobel de
fisica. L'ultima vegada que va passar va
ser 'any 1972, quan el guanyador va ser
Dennis Gabor, 'inventor de I'hologra-
fia. De fet, la llista de les persones que
han rebut un premi Nobel de fisica
complet (no compartit) per un descobri-
ment purament teoric és molt curta i
molt impressionant. La llista és la se-
guent:

J.W. Strutt (lord Rayleigh) (1904)
Max Planck (1918)
Albert Einstein (1921)
Niels Bohr (1922)
Louis-Victor de Broglie (
Werner Heisenberg (g 32)
Wolfgang Pauli 1945f
Hideki Yukawa (1949)
Lev Landau 1962?
Hans Bethe (1967
Murray Gell-Mann (1969)

Tots els noms d’aquesta llista son ben
coneguts de qualsevol persona amb al-
gun coneixement de fisica moderna.
Quasi tots els noms seran familiars a
qualsevol persona culta, i molts son fa-
miliars a tothom. Els descobriments as-
sociats amb els noms de la llista es
compten entre els avencos cientifics més
importants d'aquest segle: la mecanica
quantica, l'energia nuclcar . 1els “ser-
veis a la fisica teorica’ (altre cop l'aca-
demia sueca!) d'Einstein. Aquestes son
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mon fisic. Tothom sospita, de tota ma-
nera, que aquesta situacié d’aillament
reciproc no ha estat resolta perqué, de
retruc, beneficia les intencions de
guardar en secret alguns dels coneixe-
ments, amb finalitats que podriem qua-
lificar globalment com de benefici.
Tanmateix, és cada cop més impres-
cindible, i més dificil, anar fent conei-

coses clarament tan importants que
molta gent pot haver pensat, llegint el
diari l'octubre passat, que “les transi-
cions de fase i el grup de renormalitza-
ci6” no pertanyen, potser, a la mateixa
categoria. Aquesta impressio hauria estat
falsa. Hauria estat com pensar, a principi
de segle, que la questio de la radiacié del
cos negre o l'efecte fotoelectric o la me-
sura de la velocitat de la llum per un
observador en moviment eren qlestions
esoteriques de poca importancia. En
aquest article intentaré explicar (amb
grans simplificacions) en que consistei-
xen els descobriments de K. Wilson. La
importancia del problema de les transi-
cions de fase es deriva, entre altres
raons, del fet que és un exemple d'una
classe de problemes la solucié dels quals
és matematicament molt dificil. En rela-
cid6 amb aquesta classe de problemes,
podcm dir que les matematiques neces-
saries per resoldre’ls no existeixen i que
son els fisics teorics els que les estan
inventant. La situacié en aquest aspecte
no ¢s pas nova en la historia de la fisica.
Els matematics arriben més tard. La teo-
ria de catastrofes, per exemple, aplicada
a les transicions de fase és equivalent a
una teoria introduida pel fisic holandes
Van der Waals (fa més de cent anys!),
que doéna resultats que només son una
primera aproximacié a la realitat. Es in-
teressant observar, en aquests casos, la
relacio entre la fisica teorica i les mate-
matiques.

II.—Les transicions de fase

es transicions de fase no son pas

fenomens obscurs i complicats que
s'observen només en el laboratori, sind
que son fenomens familiars que podem
veure cada dia: el vapor daigua es con-
densa i forma gotes liquides de boira o
pluja. L'aigua liquida es transforma en

xer els progressos ‘del saber de la fi-
sica. Amb aquesta intencid, donada la
ressonancia mundial dels premis No-
bel, hem sollicitat la col-laboracio
d’Oriol Valls, actualment als EUA,
perqué fes per als lectors de (ciéncia)
una divulgaci6 del premi de l'any
1982.
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glagons al refrigerador o en vapor a-la
cuina. El magnetisme de certs metalls,
com per exemple el ferro, és també un
fenomen familiar. Els solids magnetics
també presenten transicions de fase: a la
temperatura ambient el ferro és magne-
tic, és a dir, un imant atrau el ferro.
Pero si escalfem un tros de ferro fins a
una certa temperatura (uns 770 graus
Celsius), el magnetisme desapareix La
temperatura a la qual el magnetisme de-
sapareix €s la temperatura critica del fe-
rro, T, o temperatura de Curie (en ho-
nor de Pierre Curie). En el cas dels gasos
1 liquids, la temperatura critica T, és la
temperatura maxima a que el liquid pot
existir: a temperatures més baixes ¢és
possible condensar el vapor simplement
comprimint-lo (augmentant la pressio),
mentre que comencant amb el gas a
temperatures més altes és impossible
transformar-lo en un liquid sense refre-
dar-lo primer.

Les propietats de qualsevol substancia a
una temperatura prop de T_ son extraor-
dinariament dificils de calcular. Consi-
derem, per exemple, la compr6551b111tat
d'un gas, C, o la susceptibilitat magne-
tica del ferro, S. Es evident que, si la
temperatura T és T=T, la compressibi-
litat sera infinitament gran: un canvi
molt petit en la pressi6 produeix un
canvi enorme en el volum, ja que el gas
es transformara en liquid, que té un vo-
lum molt més petit. De la mateixa ma-
nera, en el cas magnetic la susceptibilitat
(que és, aproximadament, la magnetitza-
c16 dividida pel camp magnétic% és infi-
nita: un camp magnetic infinitesimal
produeix un canvi considerable en la
magnetitzacid. Resulta experimental-
ment que prop de T_ aquestes quantitats
(S o C) son tals que:

S=AIT-T|I

on A és una constant, i y és un exemple
d™‘exponent critic™: és un nombre posi-
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per Oriol Valls

Oriol Valls (Barcelona, 1947) és doctor
en fisica per la Universitat de Brown
(1975) i professor de fisica a la Univer-
sitat de Minnesota. A les seves recerques
en diferents problemes de mecanica esta-
distica ba tingut ocasio d'utilitzar sovint
els metodes del grup de renormalitzacio.
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tiu, pero no és normalment un -nombre
enter. Hi ha molts altres exponents cri-
tics, que corresponen a altres quantitats
que també son infinites. Equacions tals
com la que hem escrit indiquen imme-
diatament la dificultat del problema: les
propietats de la materia a prop del punt
critic no poden ser descrites per mitja de
funcions analitiques, cosa que produeix
grans dificultats matematiques.

Aquests problemes van ser estudiats, fa
temps, per Van der Waals (gasos i li-
quids) i per P. Curie i P. Weiss (magne-
tisme) Aquests investigadors van fer les
mateixes aproximacions, pero sense
adonar-se’'n. ja que ningi no s'havia
adonat encara de la similaritat entre els
dos problemes. Van trobar, amb les
aproximacions que van fer, que, per
exemple, y = 1, cosa que els experiments
demostren que no és certa. Més tard, fa
trenta o quarenta anys, Landau va de-
motrar que les teories de Curie-Weiss 1
de Van der Waals sén equivalents, tal
com hem dit, i que per aquesta rad arri-
ben als mateixos resultats incorrectes.
Mentrestant va haver-hi progrés en una
altra direccié. L'any 1932 el fisic ale-
many Ising va proposar un model molt
simplificat per al magnetisme. Aquest
model, que també pot reinterpretar-se
per al cas de la transicié gas-liquid, no
és fisicament gaire realista, pero és molt
simple matematicament i es pot aplicar
aproximadament a certs solids molt ani-
sotropics. La importancia del model
d'Ising deriva del fet que I'any 1944
Lars Onsager va trobar-ne la solucid
exacta (encara que en el pla, no en 'es-
pai de tres dimensions). El metode
d’Onsager és molt complicat 1 dona el
resultat que, com tothom esperava, els
exponents critics del model d'Ising son
diferents dels que s’obtenen utilitzant les
aproximacions de Curie-Weiss i de Van
der Waals (per exemple, y=9/4 enlloc
de y=1). La importancia de la solucié
d'Onsager és que és matematicament

exacta, encara que per a un model fisica-
ment molt simplificat. Qualsevol me-
tode aproximat general pot avaluar-se
aplicant-lo primer al model d'Ising 1
comparant els resultats amb la solucié
exacta. Si el metode passa aquesta prova
satisfactoriament, llavors pot ser utilitzat
per resoldre altres models més compli-
cats 1 més realistes. Per aquesta rad el
model d'Ising és molt dtil.

Tal com hem vist fa un moment, la
solucié d'Onsager és valida només en un
pla (dues dimensions). Es relativament
facil demostrar que els resultats (tals
com els exponents) en tres dimensions
serien diferents. Per contrast, en el me-
tode de Curie els exponents son com-.
pletament independents de la dimensio.
Sabem ara, de fet, que si el mon tingués
quatre dimensions (}0 més), en comptes
de tres, el metode de Curie seria exacta-
ment correcte! El fet que la dimensiona-
litat és important és basic en els metodes

de Wilson.

IIT.— Invariancia d’escala i
universalitat

l | n dels conceptes fisics més impor-

tants en l'estudi de les transicions
de fase és la idea d'invariancia d’escala,
introduida l'any 1965 per B. Widom.
Aquesta idea es pot explicar breument
aixi: a prop d'una.transicio de fase, que
és naturalment un fenomen visible en
una escala macroscopica (un tros de me-
tall, una ampolla de liquid,..), pero no al
nivell microscopic (si tenim només sis
atoms, no podem dir si formen un solid,
un liquid o un gas) els detalls de les
interaccions del sistema al nivell micros-
copic, és a dir, al nivell molecular, no
son importants. L'unica cosa que hem
de saber és la diferencia entre la tempe-
ratura actual del sistema i la temperatura
critica.

Aquesta idea, que pot expressar-se ma-
tematicament com una propietat de les
funcions termodinamiques, va ser refi-
nada més tard per Leo Kadanoff. La
formulacié matematica que Kadanoff va
donar a la idea d’invariancia d’escala va
constituir un pas molt important cap a
la solucid final del problema. Kadanoff
va considerar el cas magnetic. A prop de
la temperatura de Curie, en lloc d’exa-
minar les interaccions entre tots els mo-
ments magnetics de cada atom, podem
dividir el sistema en blocs d'una certa
mida i considerar el sistema format pels
blocs. Les propietats critiques d’aquest
sistema han de ser essencialment les ma-
teixes que les del sistema molecular, amb
la diferencia només que la temperatura i
el camp magnetic (si n’hi ha cap) depe-
nen de la mida i de l'escala dels blocs.
Es a dir: les propietats del sistema mi-
croscopic a una temperatura T, prop de
la temperatura critica, i camp magnetic
H s6n equivalents a les propietats d'un
sistema format per blocs de mida 1, a
una certa temperatura T (1) i camp H (1).
Els arguments de Kadanoff van ser ba-
sats en l'estudi de la termodinamica:
examinant el que li passa a l'energia
lliure d'un sistema quant l'escala canvia.
(L’energia lliure és una funci6 que es fa
servir en termodinamica per determinar
'estat d’equilibri d'un sistema, donades
certes condicions de temperatura, etc.)
No és possible en un article d’aquest
nivell donar més detalls. El lector ben
informat deu haver notat ja fa estona
que en aquest article el rigor és comple-
tament absent. En la bibliografia al final
de larticle hi ha llibres que el lector
interessat pot consultar.

De la idea d’invariancia d’escala se’n se-
gueix una consequencia important: és la
idea d'universalitat. Com hem vist fa un
moment, les propletats d’'un sistema al
nivell microscopic no sén importants en
relacié amb les transicions de fase (hi ha
una excepcio molt important, pero: la
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Figura 1:

discutida a la seccio 1V.
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Representacio esquematica de la relacio de recursio y' =y?,

Figura 2:

Un exemple real, tret de la “Physical Review”, d'una
relacio de recursioc amb dues variables, R i a. Hi ha tres
punts fixos, dos dels quals son trivials.
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simetria queda determinada per les pro-
| pietats al nivell molecular). En el llen-
[ guatge que utilitzen els espeaahstes per
assegurar-se que ningu no els entén, de
les variables que no compten se'n diuen
“irrellevants”, mentre que, per exemple,
la temperatura és “rellevant”. Per conse-
guent, poden haver-hi molts sistemes
fisics diferents al nivell microscopic,
que, aixo no obstant, tenen les mateixes
propietats critiques. I aixo pot passar, i
passa, fins i tot quan la naturalesa ma-
teixa de la transicié de fase és diferent.
Per exemple, les propietats critiques de
la transici6 entre liquid 1 vapor en I'an-
hidrid carbonic (el gas de les bombolles
de cervesa) son precisament les mateixes
que les propietats critiques de la transi-
cio entre l'estat ferromagnetic i l'estat
normal del ferro: en particular I'expo-
nent y de la susceptibilitat del ferro té el
mateix valor que l'exponent critic de la
compressibilitat del CO, Aquests fets
remarcables estan ben comprovats expe-
rimentalment i es poden demostrar
sense gaires dificultats a partir de la for-
mulacio de Kadanoff. El fet que tantes
coses completament diferents tenen les
mateixes propietats és al que ems referim
quan parlem d'universalitat. Amb una
mica de rigor, pero no gaire, podem dir
que el concepte d'universalitat és que les
propietats critiques depenen només de la
simetria del sistema al nivell microsco-
pic i també de la dimensionalitat (com
hem vist al final de la segona part), pero
no depenen de res més.

Aquestes idees, com ara veurem, van ser
molt importants en el consegiient desen-
volupament del grup de renormalitzacié.

IV.— El grup de renormalitzacié

I ; n aquesta seccié provaré d'explicar,

encara que d'una manera molt a-

de renormalitzacio. Per entendre com
funciona, retornem al concepte d’inva-
riancia d’escala i, en particular, als
“blocs” de variables de Kadanoff. En
general, les propietats internes del sis-
tema fisic es poden descriure per mitja
de certes energies d'interaccid, un con-
junt de nombres [J ], amb unitats d’ener-
gia. Es convenient dividir aquestes ener-
gies per la temperatura (recordem que la
temperatura és sempre equivalent a una
energia) i d’aquesta manera s'obté un
nou conjunt [K], on les quantitats K sén
nombres sense dimensions. Les quantl—
tats K corresponents als blocs podem
designar-les per [K(I)]. Les propietats del
sistema format pels blocs de mida | po-
den expressar-se com a funcions de K(1).
L’existencia de les propietats d'universa-
litat i invariancia d’escala prop del punt
critic significa que, en aquell punt, la
transformacié K(1) deu tenir certes pro-
pietats especials, com aviat veurem. Al
mateix temps, la questié de quines son
les funcions K(l), donat que aquestes
funcions existeixen, s’ha de resoldre. No
és el mateix demostrar que una funcié
existeix 1 saber com calcular-la.

El metode de Wilson, és a dir, el me-
tode del grup de renormalitzacid, per-
met escriure una relaci entre les fun-
cions K(1) a I'escala | i les mateixes fun-
cions a una altra escala més gran I'->1.
Les noves funcions son K'(1°). Natural-
ment, no és possible explicar, al nivell
d’aquest article, com es calcula aquesta
transformacid. El lector pot ben i imagi-
nar-se que aquest no és un punt facil i
trivial. Diré només dues paraules dirigi-
des als experts: el pas més dificil és I'eli-
minaci6 de tots els modes normals amb
longituds d'ona més petita que I'.

Ara bé, el lector deu haver notat que tot
el que el grup de renormalitzacio dona
és una transformacié que connecta K'(I)
1 K(I'), cosa que podem escriure simboli-
cament:

D’aquest tipus de transformacio se’n diu
una relacio de recursié. Comencant amb
un valor donat de K (per exemple, el
valor mlcroscoplc) 1 imaginant que do-
blem I'escala del sistema, la transforma-
cio ens donaria K’, el valor de K per a
un sistema en el qual totes les longituds
estan doblades. Pero, ¢que podem fer-ne
d’aquesta relacié entre dues quantitats
possiblement desconegudes? La inva-
riancia d’escala ens dona la resposta: al
punt critic quan canviem l'escala no ha
de passar res. Matematicament aixo vol
dir que el punt critic ha de ser un “punt
fix" de la transformacié.

El que és un punt fix podem veure-ho
en un exemple. Considerem la transfor-
macio:

VS

Comengant amb un cert nombre vy, ob-
tenim primer el quadrat. Si després con-
tinuem aplicant la transformacio, obte-
nim la quarta potencia del nombre ini-
cial, 1 després, successivament, la vui-
tena, etc., potencies, si apliquem aquesta
simple transformacié cada vegada al re-
sultat anterior. Clarament, si comencem
amb un nombre més gran que 1, y>1,
els resultats successius seran cada vegada
més grans; per exemple, si comencem
amb y = 2, obtenim 4, 106, 2506, G5. 530,
etc., mentre que si comencem amb un
nombre positiu més petit que I, els re-
sultats successius es van fent més i més
petits. Pero, si comencem amb y=1,
ens quedem clarament plantats a 1, ja
que 1 elevat a qualsevol potencia dona
I

El valor y=1 és un “punt fix" de la
transformacid. Notem que zero 1 infinit
també son punts fixos. Pero zero i infi-
nit son diferents del cas y=1. Si co-
mencem a qualsevol valor, exceptuant
només 1, acabarem a zero o infinit,
mentre que 'inica manera d’acabar a 1,

proximada i imprecisa, el que és el grup K’ = F(K). és comengant-hi. Zero i infinit son 1
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exemples de “punts fixos trivials”, men-
tre que 1 és un exemple de punt fix que
no és trivial.

Resulta que les relacions de recursio que
s'obtenen amb el grup de renormalitza-
cio soén del tipus de la que hem vist.
Naturalment, hi ha més variables i com-
plicacions. A la figura 1 podem veure la
representacio grafica de l'exemple que
hem discutit, amb les fletxes que mar-
quen les direccions del canvi en el valor
de y. A la figura 2 (treta de la “Physical
Review”, volum 2B, pagina 7.001),

real amb dues variables.

En general, els punts fixos trivials co-
rresponen a una temperatura de zero
graus absoluts o a un sistema sense in-
teraccions. Els altres punts fixos son els
punts critics. En el nostre exemple tin-
driem un punt critic a y =1 1 dues fases
corresponents a y =zero i y = infinit.
Les propietats critiques del sistema es
calculen, com va demostrar Wilson,
examinant el que passa molt a prop
d’'un punt fix no trivial. En el nostre
exemple, si comencem amb
y=1+0'000001, hi haura clarament
molt poca diferencia entre y' 1 y. Els
exponents critics, per exemple, poden
calcular-se facilment partint de les va-
riacions de les quantitats K' quan les
quantitats K’ prenen valors molt a prop
dels valors corresponents al punt fix, és
a dir, el punt critic.

Tot aixo sembla relativament simple i
ho és, encara que els detalls poden ser
extraordinariament complicats. Natural-
ment, les demostracions matematiques
dels resultats que s’han mencionat aqui
no son senzilles.

Finalment, el lector amb algun coneixe-
ment de matematiques deu haver notat
que el grup de renormalitzacié no és un
grup en el sentit matematic de la pa-
raula: la transformacio sempre va d'una
escala més petita a una escala més gran 1
en aquest procés seliminen quantitats i

02 03 04 05 06 07 08 09

veiem la representacié grafica d’un cas’
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variables (d’aquesta eliminaci6 en resulta
la universalitat). Per consegiient, la
transformacio inversa no pot definir-se:
no podem renormalitzar “al revés™ i, per
tant, el grup de renormalitzacié no és un

grup.

V.—Conseqiiéncies i conclusions
D el que hem vist a les seccions ante-
riors sembla deduir-se’'n que el
grup de renormalitzacié pot utilitzar-se
només a prop d'un punt critic, on tenim
les propietats d'universalitat i d'inva-
riancia d'escala. Posant-ho en altres pa-
raules: en el procés d'iteracio, és a dir,
en el procés d'utilitzar repetidament les
relacions de recursio entre 'escala 1 i
I'escala I, es perd informacid, ja que
s'eliminen aquelles propietats del sis-
tema que no son universals.
Es possible, aixo no obstant, recobrar
aproximadament aquesta informacio. La
idea és essencialment que la part elimi-
nada pel procés de renormalitzacio cor-
respon a una escala coneguda de distan-
cies i temps. Es possible calcular aproxi-
madament aquesta contribucid conside-
rant un sistema de mida finita: un sis-
tema amb un nombre relativament petit
de constituents. Naturalment, aquesta
contribucid no és universal: depen de
quin sistema (quin gas, liquid o metall)
estem estudiant.
De certa manera, que pot expressar-se
rigorosament, el grup de renormalitzaci6
es una projeccid en el sentit corrent de la
paraula. La part que el grup de renorma-
litzacid no projecta pot calcular-se apro-
ximadament.
Com a exemple, a la figura 3 podem
veure la magnetitzacié (imantacié) m del
model d'Ising. La variable u esta rela-
cionada amb la temperatura i amb les
interaccions. El valor de u al punt critic
és u=}2-1,1 u=1 correspon a tempe-

Figura 3:

La magnetitzacio espontania del model d'Liing: la corba s el

resultat exacte i els cercles son els resultats of/mgut\ amb el

grup de renormalitzacio. El valor critic de la variable u es
=Vz2-1.
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ratura T=0 (absolut). La linia repre-
senta el resultat exacte, obtingut per
C.N. Yang seguint el metode d'Onsager
(Onsager va escriure el resultat a la pis-
sarra en un congreés, pero, excentric com
era, no va publicar-ne mai la prova). Els
cercles representen el resultat obtingut
amb el grup de renormalitzacié i el me-
tode de projeccid, el qual, com podem
veure, quasi coincideix amb el resultat
exacte (la diferéncia és de menys del 2
per cent a qualsevol temperatura), pero
és molt més facil d'obtenir.

Amb aquestes i altres extensions, el grup
de renormalitzacié ha esdevingut ja un
metode que molts fisics utilitzen 1 que
tot fisic teoric ha de saber. No és, segons
el meu parer, més dificil d'aprendre que
altres metodes matematics que s'estudien
en els cursos més avencats al nivell de
llicenciatura. Encra que no es pot ende-
vinar quines altres consequencies 1 apli-
cacions tindra, ja podem veure que
aquest metode quedara permanentment
instal-lat en I'arsenal dels metodes de la
fisica teorica.

Oriol Valls
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A més, revistes tals com “Nature™, “Scientific A -
merican”., “Physics Today”, “The New Scien-
tist”, etc., van publicar breus descripcions del
grup de renormalitzacié durant la tardor del
1982, en ocasié de la concessio del premi Nobel.




