ciéncia

Els cubs diabolics

Els jocs basats en cubs tenen un gran
atractiu. Recentment, I'éxit del cub de
Rubik ho ha tornat a demostrar, tenint
present que no es tracta pas del primer
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joc basat en cubs de colors. En aquest
treball es parla d’'un d’aquests jocs, el
dels cubs diabolics, basat en quatre
cubs.
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figura 2

quest és el nom d'un popular pas-

satemps format per quatre cubs
que tenen les cares de diferents colors (hi
ha quatre colors en total). Es demana
collocar els quatre cubs en fila, un al
costat de 'altre, de manera que cada una
de les cares rectangulars del prisma re-
sultant contingui els quatre colors. A la
figura 1 podem veure els cubs, el seu
desenvolupament i 'aspecte general del
prisma; hem representat els colors per
nombres, utilitzant la distribucié més
usual:

1: Blanc 3. Vermell
2: Blau 4: Verd

Els jocs constituits per un conjunt de
cubs de colors amb els quals s’ha de
construir una figura no son precisament
una novetat: recordem només el May-
blox, inventat pel major McMahon a
principi de segle, que constava de vuit
cubs amb les cares de diversos colors que
calia utilitzar per construir un cub de
2x2x2 amb una cara de cada color. Te-
nim en aquest joc un precedent directe

del cub de Rubik, amb la diferencia (im-

portantissima!) que en el cub de

McMahon les peces sén independents,
mentre que les del segon es mouen per
blocs, diferencia que explica la comple-
xitat 1 dificultat caracteristiques de I'in-
vent del professor hongares. No esta de
més afegir aqui que els cubs de
McMahon han estat un dels jocs prefe-
rits de Rubik, segons ens diu ell mateix.'
Darrerament hem presenciat alguns in-
tents de ressuscitar el Mayblox, tant en
la seva versio6 original d’ordre 2 com en
ordres superiors (3 i 4) o amb mostres a
les cares en lloc de colors llisos: tot aixo
sembla demostrar que aquests tipus de
passatemps conserven l'interes al llarg

dels anys.

Bogeria instantania

Is cubs diabolics vindrien a ser,
doncs, una versié simplificada del
Mayblox, amb només quatre cubs; pero,
de fet, el seu origen directe no sembla
haver estat aquest. Encara que potser

havia estat ideat abans, el joc apareix
comercialment als Estats Units a final
dels anys seixanta, amb el nom d'Instant
Insanity (bogeria instantania); després
passara a Europa (el 1970 era un article
popular als magatzems de Paris) i arri-
bara finalment aqui en diverses versions
comercials. Després d'un temps, el joc
va passar a un segon terme 1 va viure
una existencia discreta fins que, fa uns
dos anys i seguint la febre del cub de
Rubik, alguns fabricants del Japé i Tai-
wan han intentat fer-lo reviure.

El lector interessat a construir el seu
propi joc pot fer-ho facilment amb daus
o cubets de fusta, o copiant el model de
la figura 2, que té les pestanyes per po-
der-lo engomar. Recomanem que la
mida sigui almenys de dos centimetres.

Una mica de calcul

| primer problema que se’ns pre-
senta naturalmente és el d’arribar a
saber el nombre de maneres de col-locar
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els cubs. Si pensem que cada un d'ells
pot reposar sobre qualsevol de les sis

davant, pot presentar-nos una de
les quatre cares verticals, calcularem
6x4 = 24 posicions per al primer cub.
Podem escollir, com a primer cub, un
dels quatre; com a segon, un dels tres
restants; com a tercer, un dels dos que
queden, 1 el quart queda determinat.
Aixo vol dir que podem formar

(3x24) x (2x24) x
4!x24+4=7.962.624

(4x24) x
1X24)=

‘ prismes diferents.

Facilment es compren que |'enumeracio
sistematica no és el procediment més
raonable per trobar la solucié. Utilitzant
els metodes que els son tan apreciats, els
divulgadors de la ciencia previndrien el
lector que, si efectuava les proves al
ritme d'una per segon (i seria una proe-
sa!), 1-admetent que encertés la solucid
amb la meitat del total de proves possi-
bles, hauria d’estar disposat a treballar
quaranta-sis dies sense parar.

Aquesta no és una prespectiva gaire se-
ductora; es fa necessaria la recerca d'un
algoritme que ens doni la solucié de
forma matematica o que almenys re-
dueixi de manera energica el nombre de
proves a efectuar.

Un pas inicial podria ser retallar I'espai
de les solucions aplicant criteris com

uests
aj Considerarem iguals dues combina-
cions si una obté de l'altra per rotacio
del prisma sobre el seu eix llarg. Aixi,
cada ordenaci6 dels cubs en déna origen
a tres més i, per tant, podem dividir per
quatre el nombre total de combinacions
(fig. 3).
b) També considerarem iguals dues
combinacions si es pot passar de I'una a
Paltra per permutaci6 de les posicions
dels cubs sense variar la seva orientacio.
Segons aixo, cada combinacio en repre-

cares i que, en aquesta posicio i mirat de |
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senta 4li4x3x2x1 = 24 (fig. 4).
¢) De manera similar, direm que dues
combinacions sén iguals quan pot pas-
sar-se de l'una a l'altra fent girar el
prisma sobre el seu eix curt, de manera
que la que era cara superior passi a infe-
rior, etc. (fig. 5). En virtut d’aquesta
transformacio, dividirem el total de
prismes per 2. No és necessari conside-
rar més que un dels eixos curts, perque
la combinacié del seu gir 1 el de l'eix
llarg produeix el mateix efecte que el gir
de laltre eix.
Un cop admes que aquestes transforma-
cions, soles o combinades, donen lloc a
una ordenacié que no es diferencia de
'original, passarem a calcular el nombre
d’ordenacions que continuen essent dis-
tintes:

7.962.624

4Xx4 x2
A aquesta xifra també pot arribar-se se-
guint un altre cami. Efectivament, els
criteris que hem adoptat ens indiquen
que ¢s indiferent comengar per un cub o
per un altre, i que moltes de les posi-
cions inicials d'aquest cub sén equiva-

= 41.472.
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lents: 'inic important és el parell de
cares oposades que quedara ocult. No-
més hi ha, per tant, tres maneres essen-
cialment diferents de comengar. Un cop
fixat aquest primer cub, pero, les posi-
cions relatives dels altres si que son im-
portants; en consequencia, el nombre
total de disposicions diferents sera:

3X24X 24X 24=41.472 (com hem
vist abans). -

Tot 1 aixo, 41.472 combinacions son
moltes si hem d’assajar-les una a una;
hem de buscar la manera de reduir-les
encara meés.

Si comptem el nombre de vegades que
apareix cada color, podrem establir el
seglient quadre:

Color Quantitat Sobrer
Blanc 6 2
Blau I
Vermell 7 3
Verd 6 2

(Els sobrers deriven evidentment del fet
que només utilitzarem quatre cares de
cada color.)

Si podem aillar totes les ordenacions que
compleixen la condici6 que no hi figurin
les cares sobreres, haurem aconseguit
una reduccid substancial del nombre de
possibles solucions. A trobar ordena-
cions sotmeses a aquesta condicid, o al-
guna altra més restrictiva encara, estan
orientats els quatre algoritmes que des-
crivim a continuacio.

Quatre meétodes i una sola solucid

n dels primers intents de reduccid
del problema va ser el de Robert
E. Levin. * Aquest autor va proposar
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assignar a cada color un nombre
(1,2,3.4.), 1 a cada parella de cares opo-
sades, la suma dels valors dels colors que
la constitueixen:

Cub 1 Cub 2 Cub 3 Cub 4
1+4=5 3+3=0 3+4=7 4+4=8
2+3=95 3+t4=7 1+2=3 2+3=3
I1+3=4 1+2=3 1+4=§5 1+2=3

Combinant un nombre de cada columna
o cub, obtindrem la representacié d'una
faceta rectangular del prisma 1 la se-
va oposada. De les 81 possibles, només
nou sumen 20, ¢s a dir, corresponen
a dues vegades els quatre colors:
2x(1+ 2+ 3+ 4) = 20. D’aquestes nou,
cal eliminar les incompatibles, etc., fins
a arribar al final. No continuem el me-
todc amb detall, a fi que el lector pugui
acabar-lo com a exercici, i també perque
un altre algoritme que veurem després
pot ser considerat com a extensid i per-
feccionament d’'aquest, sense que aixo
resti importancia al treball de Levin.
L'expert alemany Tom Werneck 3 pre-
senta un metode grafic i atractiu. A la
figura 6, els quadrats representen les
cares de cada cub, i les que s6n oposades

la solucié, Werneck proposa anar pro-
vant combinacions, marcant en negre les
parelles de cares que decidim que quedin
ocultes i amb una creu les que seran
visibles, al mateix cub 1 als altres, com a
conseqiiencia d’aquesta decisié. La re-
presentaci6 grafica permet adonar-se fa-
cilment dels camins que ja no poden
portar a la soluci6 i abandonar-los.

Encara que l'autor no parla de prova
sistematica, és clar que cal actuar amb
algun ordre, per exemple utilitzant un
arbre en el qual cada vertex representi
una parella de cares oposades; anirem
ocultant successivament aquestes cares i
descartant les combinacions inviables,
fins que en trobem una compatible amb
les condicions del problema. Aixi, a la

estan unides per una linia. Per arribar a
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figura 7 ens trobem en el moment en
que, havent decidit que la cara Blau-
Vermell del cub 1 quedi oculta (en ne-
gre), ha quedat deerminat que les cares
restants del cub 1 seran visibles (marca-
des amb X). També, necessariament, les
decisions successives han quedat condi-
cionades: veiem aixi que, quedant ocult
el Blau del cub 1, tots els altres Blaus
shan de veure, ja que n’hi ha d’haver
quatre; etc.

Aquest assaig sistematic pot ser una
mica pesat 1, malauradament, no ens
dona encara la solucié exacta, siné un
conjunt de cinc projectes de soluci6 (fig.
8), que no s6n més que ordenacions en
les quals les cares ocultes son les correc-
tes en nombre, pero no necessariament
en posicio relativa. Ens resta ara investi-
gar aquests cinc candidats per determi-
nar quins d'ells corresponen a una dis-
tribucié compatible amb les restriccions
del problema. Werneck recomana el

tempteig; pero aixo pot ser bastant fati-
6s: pensem que, deixant un cub fix,
Ecm d’examinar les diferents posicions
que poden adoptar els altres tres, girant
sobre 'eix llarg (4 girs de 9o°) i el curt
(2 girs de 180‘%; en total (4x2) x (4x2) x
(4x2)= 512 proves. Es veu clar que, en
fixar les cares que han de quedar ocultes,
el que hem fet és dividir les possibilitats
d’ordenacié per tres per cada un dels
cubs, deixant-les en 41.472:34=512.
¢Es possible trobar la soluci6 sense ha-
ver de recorrer a I'enumeracié exhaus-
tiva? Us proposem ampliar el mateix
metode grafic que hem utilitzat fins
aqui. Agafarem una a una les cinc distri-
bucions possibles que tenim, i assigna-
rem arbitrariament a les cares visibles
del primer cub les lletres A, B, C, D,
representant les facetes llargues del
prisma. Aixo limita les possibilitats de
col-locacié de les lletres als cubs restants,
ja que les quatre lletres han de figurar a
cada cub i a cada color, de manera que
les proves porten rapidament a la solu-

ci6 o al rebuig. Per exemple, a la figura
9 es veu que el Vermell del tercer cub
ha de pertanyer a la cara C; pero aixo
vol que el Verd pertanyi a D, el que és
incompatible amb la primera parella del
quart cub, que no pot ser A-B ni C-D.
La solucié unica és la de la figura 10.

Nombres primers i grafs
Veurem ara un altre procediment,
utilitzat per Averbach 1 Chein. +
Es similar al que acabem de comentar,
pero fa servir el calcul en lloc de la
representacio grafica.
Assignarem als diferents colors els nom-
bres primers 1, 2, 3, §, i, a cada parella
de cares oposades, el producte dels que |
representen els colors que la formen.
Cada cara rectangular del prisma anira
simbolitzada pel nimero 3o, producte
dels quatre colors que conté necessaria-
ment, 1 la parella de cares oposades del
prisma valdra 30x30=goo0.
Fem la llista dels productes d’aquestes
parelles de cares i haurem convertit el
problema en la recerca d’'una combinacio
que ens doni el producte goo, utilitzant
una parella de cada cub. La condicié
final sera que aquest producte, que cor-
respondra a dues facetes del prisma, per-
meti_formar-ne un altre que representi
les altres dues. Ara veiem per que hem
assignat a cada color un nombre primer:
necessitem que els productes siguin ine-
quivocs, de manera que puguem des-
compondre’ls en factors sense ambigiii-
tat.
Establirem, doncs, la taula:

Cubr  Cub:2 Cub 3 Cub 4

IX§5=5 3X3= 09 3X5=15 jXj§=2j
2x3=06 3x§5=15 1x2= 2 2x3= 0

IX3=3 IX2= 2 IX§= § Ix2= 2
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Ara hauriem de formar la llista dels pro-
ductes possibles, que son 34=281; pero
els autors ens proposen una drecera:
componem una altra taula, com segueix:

Factor que falta

Cub 1 xCub 2 fins a goo Cub 3 x Cub 4
y X 9=45 20 Iy X2y=37;5
§XI§=75 12 15x 6= go
§ X 2=10 90 I§Xx 2= 30
6x 9=154 - X25= 50
6x15=90 10 x 6= 12
6x 2=12 75 2x 2= g4
3x 9=27 - yXx 2§ =129
3X1§5=45 20 sx 6= 30
3x 2= 0 150 §X 2= 10

Només ens cal buscar a la tercera co-
lumna els factors que ens demana la se-
gona. Es facil descobrir que les dniques
combinacions possibles son:

5). (3-5). (1-2). (2-

10 x 9o =goo — (1-%), (1-2), (3-5), (2-
3
90 x to=goo — (2-3), (3-5), (1-5), (1-
2

Si les examinem, veurem que la 1.* i la
2.* s6n incompatibles, perque totes dues
utilitzen la parella (1-5) del cub 1;
també ho son la 1.* i la 3.4, per la
parella (3-5) del cub 2; només podem
formar 51multanlament les combinacions
2.* i 3.%, que constitueixen la soluci,
que és unica, com haura vist el lector
que hagi seguit I'algoritme anterior fins
al final
S’entén que la solucié és tnica d’acord
amb els criteris que hem adoptat més
amunt; si en prescindim, la solucio anira
afectada pel factor 4 per rotacid sobre
I'eix llarg del prisma; pel factor 2, per
rotacid sobre l'eix curt, i, a més, per
permutacio dels cubs, pel factor 4!, de
manera que, essent unica, en genera

4x2x4! = 192.

75 x 12 =900 — (1-

2
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Superposem els quatre grafs, i n’obtin-
drem un altre que és la representacid
simbolica del conjunt dels quatre cubs:
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La mateixa referencia * presenta una al-
tra aproximacio al problema, basada en
la representacié en forma de graf de les
relacions entre les cares. Efectivament,
si simbolitzem cada color per un punt (o
vertex), l'oposicié de dues cares podra
ser representada per una linia (aresta)
que uneixi els colors (vértexs) apropiats.
Aixi, els quatre cubs tindrien aquesta
imatge (hem utilitzat ratllats diferents
per a cada cub, a fi de poder-los identi-
ficar en el pas segiient, quan se superpo-
sen):

Hem de buscar un conjunt de quatre
arcs de ratllat diferent (és a dir, que
pertanyin als quatre cubs) i que contin-
guin dues vegades cada color; o sigui,
que passin dues vegades per cada vertex.
Aquesta darrera condicié demana que el
conjunt formi una o més cadenes reen-
trants, o, dit d’altra manera, un o més
cicles.

Sense gaire esforg s'arriba a aquests unics
cicles valids:
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que corresponen una altra vegada a les
tres combinacions que ja coneixem.

Aplicant el mateix criteri d'incompati-
bilitat que abans, descobrirem que
'unica solucid possible deriva de la uti-
litzacié dels cicles primer i tercer, que
no tenen cap aresta comuna.

Deixem al lector curids l'exercici de dis-
senyar altres conjunts de cubs amb dis-
tribucions de colors diferents d’aquesta
habitual i d’aplicar els algoritmes que
hem descrit a la resolucié d’aquestes va-
riants.

Josep M. Massé6 i Aguilo
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