ciéncia

Els conjunts difusos

Entre els temes en que se centra la
recerca matematica d’avui hi ha els
conjunts difusos. Foren introduits pel
matematic Lofti Zadeh el 1965 i a poc
a poc han anat estimulant grups de
recerca a tot arreu del mén. Els con-
junts difusos sén un marc teoric que
permet de treballar amb conjunts defi-
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1. Un repas senzill a alguns
aspectes de la teoria classica

-

E

han de ser ben clares i explicites: 'una és
un univers de discurs, compost d’objec-
tes (persones, coses, atributs, etc.), que
cal que estigui previament definit sense
ambigiitat; l'altra és una propietat clara-
ment definida que sigui potencialment
aplicable als objectes de ['univers. Que
una propietat sigui “‘clarament definida”
vol dir, per nosaltres, que sempre sigui
possible, a la vista d’'un objecte concret
de l'univers, dir si aquest presenta o no
presenta la propietat. Per entendre’ns,
anomenem X ['univers (o “referencial”),
x els objectes de X, i p(x) la propietat.
Direm que x pertany (respectivament no

ertany) al conjunt A i escriurem x€A
Frcsp. x& A). Per exemple, si tenim en
compte la poblacié de Catalunya i con-
siderem que la ropictat p (x) = “ser
lector de ?cwnaag és clarament definida
(per exemple considerant “‘lector” tot
aquell que llegeix més de mig exemplar
més del 50 per cent dels nimeros), ales-
hores, segons aixo, podem definir el
conjunt A dels lectors de (ciencia). En
funcié d’aquest conjunt direm que un
cert individu x pertany a A si és lector
de (ciencia), i reciprocament; en simbols:

s clar que per definir un conjunt

X€EA ssi p(x) és veritat (és a dir ssi* és
lector de (ciencia).

Tot conjunt A en un referencial X defi-
neix automaticament un complementari,
escrit A, compost per definicié de tots
aquells objectes que no pertanyen a A,
en simbols:

x€ A.

A partir de dos conjunts A 1 B ja defi-
nits podem definir-ne facilment dos de
nous:

—el conjunt 7nterseccio (escrit ANB) és el

XEA ssi

s’han de considerar dues coses que |

nits per propietats poc definides. Aixo
té unes implicacions logiques i meto-
dologlques fonamentals per a les cién-
cies i branques de la ciéncia que es
veuen obllgades a tenir objectes de re-
cerca poc precisos, tant per les seves
mateixes caracteristiques com pel ni-
vell de recerca en que es troben.

format per tots els objectes de l'univers

que pertanyen a l'un i a Ialtre simulta-

niament; en simbols:

x€ANB ssi xeA
geix “i7)

—el conjunt #nid (escrit AUB) és es for-

mat per tots els objectes de I'univers que
pertanyen a l'un o a l'altre; en simbols:

x€AUB ssi xeA
geix

A x€B (A es lle-

v x€B (v es lle-
Ahi/oii)
ssi vol dir 57 7 nomes si (equival al /ff angles, al
ss7 frances i al si/ castella)

*

[gualment, la relaci6 entre les connecti-
ves logiques 7 (), i/0 (v) si... aleshores
(—) i ss7 (+), d’una banda, i les opera-
cions 1 relacions  conjuntistiques
N,U,C i =, de laltra és
Aixi, per exemple:

1) A=Xssi(peratot xeX)x€A

2) A=¢
ssi (per a tot x€X) x€A

3) ANB=4¢
ssi (per a tot x€X) x€A A
x€B és fals

4) AUB=X
ssi (per a tot x€X) x€EA v
x €B és veritat

5) ACB ssi (per a tot x€X) si x€A
aleshores x € B

6) A=Bssi (per a tot x€X) x€A ssi
x€B

La regla 6 és 'anomenat Principi d’ex-
tensid. De 'aplicacio de les regles 5, 3 1
4, respectivament, tenim:

[) Com que ACA, tenim que (per a
tot x€X) x€A — x€A (Principi d’i-
dentitat). B
II) Com que ANA = 4 , tenim que
(per a tot xeX) xeA A x€A (Prin-
cipi de no-contradiccid: un mateix ob-
jecte no pot estar alhora en un conjunt i
en el seu complementari).

[II) Com que AUA X, tenim que
(peratot xeX)x€A v x€A és veri-
tat (Principi del tercer exclos: un ob-

senzilla. |

D’aquesta manera els conjunts difusos
troben aplicacions molt qtils en les
ciencies “‘toves” (sociologia, lingiiis-
tica, etc.), en el reconeixement de for-
mes, en la teoria de la classificacid, en
I'aprenentatge amb ordinador o en la
robotica, etc.
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jecte només pot estar en un conjunt o en
el seu complementari, i no existeix una
tercera possibilitat).

Ara introduim la funcio caracteristica o de
pertinenca ¢ , associada al conjunt A, de
la manera segiient: ¢ ;X —>[o,1] tal que
()= {0 ssixé A
Isstx€A
Es clar que aquesta funcié ens dona la
mateixa informaci6 sobre la pertinenga
de cada objecte x (de X) al conjunt A
que el conjunt A mateix. En lloc d'una
llista (si és possible fer—la) dels objectcs
x €A de la forma [... ] (en que
només figuren els x de A) tindrem sim-
lement una llista de parells [..., (x, A
Fx) (en que figuren tots els x, de X i
on ¢, (x) és 0 o 1 segons que s escalgul)
A cada conjunt A correspon aixi una
Unica funcio caracteristica que el descriu.
En termes més precisos, aixo vol dir que
hi ha una correspondencia biunivoca
¢, <> A entre cada conjunt i la seva
funcié caracteristica (sempre, pero, refe-
rit tot a un univers X donat i explicit).
Aprofltant aquest fet alleugerirem a par-
tir d'aqui la notacid escrivint A en lloc
de ¢, 1 aixi tindrem la funcié caracteris-
tica A:X>[o.1] i els seus valors
A(x): {0 SSi.Xé A
1ssix€A
Observem de passada que si fem la con-
vencio de dir que la proposicié “x € A”
resenta un “valor de veritat” igual a 1
{)resp 0) quan, i només quan, x€A
(resp. x€& A) és veritat, llavors el valor
de la funci6 caracteristica A (x) per a un
x donat coincideix amb el “valor de ve-
ritat” de la proposicié “x€ A”; aquesta
assimilacio intuitiva de dues idees apa-
rentment disconnexes (la veritat d’una
proposicio i el valor d'una funcié) ens
sera forca utl més endavant.
Les operacions conjuntistiques que hem
definit abans resulten reformulables, en
termes de funcions caracteristiques, de la
seguent manera:
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Alx)= A(x) funci6 caracteristica
del complementari,

(ANB) (x) = min (A (x), B (x)) funcié
caracteristica de la in-
terseccio,

(AUB) (x) = max (A (x), B (x)) funcié
caracteristica de la unio,

encara que d’altres formules haurien do-
nat els mateixos valors; per exemple, en

lloc de la segona, podem posar:

(ANB) (o) = AGIBG)
1 encara

(ANB) (x) max (0,A(x)+ B(x)-1)

Sigui la que sigui la formula utilitzada, el
conjunt P(X) de tots els diferents con-
junts A definibles en X presenten, res-
pecte a les operacions N, U la
coneguda estructura d'una algebra de
Boole.

2. El pas a la trivalencia

La situacio explicada als paragrafs
anteriors correspon a allo que ex-
plica la teoria de conjunts, que a partir
d’ara anomenarem teoria cassica de con-
junts. La logica que hi ha al darrera és
la logica classica o binaria, caracteritzada,
entre altres coses, pel principi de bivalen-
cia, segons el qual tota proposicio digna
de consideracié només pot ser vertadera
o falsa. Classicament, les proposicions
que no compleixen aquesta condicid son,
| simplement, no tingudes en compte; na-
turalment, tampoc no poden originar
conjunts en un referencial. En la logica
classica, els tres principis aristotelics ci-
tats d’identitat, no-contradiccio 1 tercer
exclos son teoremes immediatament de-
duibles dels axiomes.

La logica classica de que parlem és la
configurada als Principia mathematica, de
Russell i Whitehead, el 1910-13 1 és la
vigent actualment en gairebé tots els
camps de la ciencia. Ara bé, Russell ma-
teix no es va estar de dir que el suposit

per Teresa Riera i Ton Sales
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del Pais Basc. Actualment e professora
adjunta de matematiques a la Facultat
d’Informatica de Barcelona.

d’estar usant simbols precisos 1 proposi-
cions binaries és una idealitzacio de la
realitat. Aixo fa que la logica tradicio-
nal, segons ell, parli “no daquesta vida
terrestre siné d’una imaginada existéncia
celestial”.

Si bé aixo no invalida necessariament la
logica binaria (merament diu que hi pot
haver proposicions no binaries —i per
tant no analitzables dins la teoria— que
son interessants o realistes), si que re-
flecteix en canvi un cert estat d’'insatis-
faccio dels logics davant de la posicio
d’excloure aquelles proposicions que no
compleixin estrictament el principi de
bivalencia. L'analisi de proposicions no
bivalents, i tanmateix interessants, i de
les conseqiiencies que llur admissi6 en la
loglca comportaria va ser fet tot seguit
ni més ni menys que des de quatre ter-
renys diferents: el filosofic, el fisic, el
dels matematics intuicionistes 1 el dels
formalistes, que passem a veure breu-
ment.

4) La critica de Lukasiewicz

El 1920 el logic polones Jan Lukasie-
wicz, comentant les proposicions con-
tingents de futur que Aristotil tracta a
De interpretatione, deia que aquest tipus
de proposicions no podia tenir només
dos valors de veritat. Aixi la proposicio
“dema hi haura una batalla naval”

pot ser certa ni falsa (perque implicaria
una predeterminacio) siné que cal adme-
tre-hi un tercer cas. Fent-ho aixi, 1 trac-
tant aquesta nova situacio com si hi ha-
gués un valor nou, intermedi entre la
veritat i la falsedat, Lukasiewicz obria el
cami a la logica ternaria o trivalent.

Per Lukasiewicz, el tercer valor era I'/n-
determinat, que 'autor interpretava onti-
cament (“‘no é cert ni fals”gi que certes
interpretacions posteriors han tractat
epistemicament F‘no sabem si és cert o
fals”). A partir d’aquestes premisses,
Yukasiewicz va elaborar tota una logica
(o potser fora més apropiat de dir una
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semantica) que, si bé incloia la logica
classica (binaria) com a cas particular,
tenia noves regles per combinar valors
de veritat a través de les connectives

habituals.

b) La critica dels fisics

El principi d'indeterminacio de Werner
Heisenberg, del 1927, afirmant que mai
no podem saber simultaniament la posi-
ci6 1 I'impuls d'una particula, introduia
un exemple real d’allo que en Lukasie-
wicz era una simple possibilitat: que una
proposicio fos inherentment indetermi-
nada en el seu valor de veritat.

¢) La critica dels matematics intuicio-
nistes

Els intuicionistes, especialment en el
treball de I'holandes Arend Heyting so-
bre “logica intuicionista” del 1930, afir-
maven que per tractar entitats infinites
les regles del raonament actual deixaven
de ser aplicables. En particular: 1) la
negacié d'una negaci6 no equivalia a la
simple afirmacio éino’ que tenia un valor
més feble) i 2) el tercer exclos no valia
en casos infinits (i per tant tots els rao-
naments fets per reduccio a I'absurd eren
invalids en aquests casos). La critica in-
tuicionista, si bé no anava adrecada di-
rectament contra la logica classica sind
contra I'is que en feien els matematics
formalistes (que la consideraven aplica-
ble sense dificultat als casos en que in-
tervenia |'infinit), va contribuir a posar
en dubte la suposada o pretesa validesa
universal dels metodes classics.

d) La critica dels matematics formalis-
tes

La descoberta per Godel el 1931 i1 per
Turing i Church el 1936 de l'existencia
de proposicions matematiques indecidi-
bles va donar forca a la consideracid
de Eukasiewicz d'un tercer valor. Aixi
Kleene, un logic america de 'escola for-
malista, va proposar el 1938 una logica
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trivalent en que el tercer valor (“/ndeci-
dible”) tenia, com en Lukasiewicz, un
caracter intermedi entre “cert” i “fals” i
un tractament ambigu, alhora ontic i
epistemic. Com ell, Kleene va construir
| una logica ternaria amb taules de valors
segons les connectives habituals que, en
la versio que ell anomenava “forta”,
coincidien amb les de f.ukasiewicz pel
que fa a < 1 v, pero en discrepaven pel
que fa a la implicacio.

Posem-nos ara en la situacio d'una lo-
gica trivalent, ja sigui de fukasiewicz o
de Kleene o qualsevol de les variants
que n'han sorgit des d'aleshores. Si hi
apliquéssim l'analogia que hem vist al
comencament entre propietats i con-
junts, en aquesta nova situacio tindriem
una cosa semblant a la seglient: donat un
referencial X, com que una propietat pot
ser, en aquesta perspectiva, certa, falsa o
indeterminada (o “‘indecidible”, “inter-
media”, etc.), tenim, seguint I'analogia,
objectes que pertanyen a un conjunt,
d’altres que no i uns tercers la pertinenca
dels quals és indeterminada. Dibuixant-
ho en forma de diagrama de Venn, els
objectes del referencial X ens resulten
classificats en tres zones:

Figura 1
A partir d’aquestes consideracions ele-

mentals ja es pot intuir allo que meés
endavant definirtem com a conjunt

difus.

3. El pas a la multivaléncia

1930, amb Tarski, va generalitzar
la seva logica trivalent al cas de tota una
gamma ordenada de valors indetermi-
nats entre el vertader i el fals. Lukasie-
wicz proposava una valoracio de la veri-
tat proposicional en I'interval [0,1] dels

‘ T a ser el mateix Lukasiewicz qui el |

d'infinits valors que incloia la logica bi-
valent classica 1 la seva propia logica
trivalent i on es definien les regles se-
mantiques associades a cada connectiva
logica de la manera seglient:
prg = min (p,q)
pvq max (p,q)
p—¢ = min (1, 1-p+4q)
en que cal entendre que el primer mem-
bre, en totes tres expressions, ¢s el valor
de veritat de la proposicid composta
(“pag”, etc.) que hi figura i no pas
aquesta ultima, 1 també que els operands
p 14 deladreta son els valors de pide g
1 no les proposicions mateixes.
La posicio de Tukasiewicz 1 Tarski és de
considerar admissibles proposicions amb
un o més graus de veritat indeterminats,
que la logica classica considera inadmis-
sibles o intractables, i tractar-les formal-
ment amb independencia de I'origen de
la indeterminacio, que pot ser inherent a
I'objecte (com en el cas de la indetermi-
nacio de Heisenberg o de la indecidibili-
tat de Godel) o lligada al nostre conei-
xement de I'objecte (que és el cas de la
incertesa en l'observacio d'objectes o fe-
nomens potencialment decidibles) o bé
lligada a la formulaci6 linguistica de les
proposicions (que és el cas de la vaguetat
lingiiistica).
Aquest ultim cas, el de la formulacio
vaga dels objectes i de les proposicions,
ha estat estudiat separadament dels al-
tres, sobretot d'enca del 1923, en que
Russell presentava el problema com a
rellevant per als logics, i del 1937, en
que Max Black proposava, indirecta-
ment, una logica multivalent d'infinits
val ors per resoldre proposicions com ara
“aixo es vermell™: la proposicid seria
veritat en certs casos, indeterminada
(amb nombrosos graus) en d’altres i falsa
en uns tercers. La vaguetat en la formu-
lacio linglistica és també interessant per
nosaltres perque és en aquest context
que s’ha desenvolupat la teoria dels con-

|

nombres reals. Obtenia aixi una logica | junts difusos. tuitiva, “conjuntistica”’, de diverses rea-

x per als quals x€ A és veritat

x per als quals x € A és indeterminat

x per als quals x€ A és fals

VA W RO RN R N S S b T
¥ Si bé ja n'havia parlat Karl Menger any 1951
en ¢l treball “Ensembles flous et fonctions aléa-
toires” (Comptes Rendus de I'Académic des
Sciences), 232-22, Paris.
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4. Els conjunts difusos

Partim ara d'una logica multivalent
com la de -fukasiewicz i, donat un
univers X i una certa propietat p(x), in-
tentem definir-hi conjunts. Com en la
teoria classica, diguem que x€A ssi p(x)
és veritat, i que x @A si la propietat //;(x)
és falsa. Hi haura casos admesos ara en
la teoria en que la veritat de p(x) per a
certs objectes x € X és indeterminada; en
aquests casos convenim que els objectes
x afectats pertanyen a A en una certa
mesura «, que anomenarem grau de
pertinenca”’, que valorarem amb un
nombre de 'interval real [0,1] i que fa-
rem igual al valor de veritat de p[x) pera
aquest objecte. El resultat és un “‘con-
junt” d’ Ob]€CtCS x (de X), que escrivim
A, en que cada objecte té associat un
nombre o que descriu la _pertinenca
x€A de 10b]€Ct€ al “conjunt”. Anome-
nem tal * ‘conjunt” conjunt difus. En sim-
bols:

x€A si plx)és veritat en grau a.
Naturalment, en el cas partlcular en que
A és un conjunt classic els unics valors
deason 0ir,illavors x€ A i x€A son
allo que en la notacio classica és expres-
sat per x€A 1 xf\, respectivament.
Graficament, i prenent com a referencia
el diagrama de Venn que hem usat ante-
riorment per al cas trivalent (fig. 1), el
conjunt difds és aquella zona del refe-
rencial en que els objectes pertanyen
plenament a A i també aquella altra en
que els objectes hi pertanyen de manera
indeterminada; només que aqui no hi ha
una unica indeterminacio sind tota una
gamma, cosa que vol dir que la zona
intermedia s’ha difuminat en una grada-
ci6 de pertinences.

El concepte de conjunt difis (en angles
fuzzy setg) va néixer historicament els
anys 1960 (la primera formulacié apa-
reix a Zadeh 1965*) per consideracions
d’ordre divers 1 com a representacio in-

&
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litats analitzables per la logica multiva-
lent. En particular: 4) en la teoria de
qiiestionaris (on les respostes no sén mai
taxatives, 1 si ho son representen una
decisio forgada, prematura i no-signifi-
‘cativa); b) en la teoria del control (en
que, com en els questionaris, sovint cal
| matisar les entrades i les sortides); ¢) en
el reconeixement de formes (en que les
|classes no tenen limits precisos o els
objectes no presenten plenament cap ca-
racteristica adequada per classificar-les);
o d) en I'estudi del llenguatge natural (on
son habituals les frases vagues, com ara
“en Joan és alt” i moltes altres).

| Aixi, a 'exemple enunciat al comenca-
ment, la propietat p(x) = “ser lector de

més realista com una propietat imprecisa
(= no clarament definida).
i que la propietat esmentada pot ser
comprovada de lector en lector, apli-
cant-hi la definici6 que hem donat
(“lector de més de mig exemplar més del
so per cent dels nimeros”) o qualsevol
altra, normalment el criteri que s’aplica
no esta mai tan ben definit. D'aquesta
manera, el conjunt originat per aquesta
p(x) és automaticament un conjunt difus,
en que els que son clarament percebuts
com a lectors de (ciencia) pertanyen ple-
nament al conjunt, i els casos intermedis
esmentats en son objectes fronterers,
amb graus de pertinenca diversos (i en
general diferents de 0 1 1).

Una altra il lustracio adequada pOdrld
ser aquesta: el conjunt de peixos ¢s, des
| del punt de vista de la taxonomia cienti-
flca un conjunt dels que hem dit “clas-
sics”. Ara bé, en la taxonomia popular la
paraula peix es refereix a una propietat
que, aplicada a I'univers d’animals, dona
individus que son “peixos” en grau va-
riable; aixi el conjunt difis dels peixos
de la cultura popular inclou “peixos”
com ara el dofi, la foca o la balena i
potser també cetts reptils, amfibis i
crustacis més o menys pisciformes; en

(ciencia)™ pot analitzar-se en un context |

En efecte, tot |
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canvi és possible que una assignacio es-
pontania doni un valor de pertinenca
relativament baix a peixos poc caracte-
ristics, com ara les anguiles i els cavalls
marins.

Es pot apreciar, en els dos exemples
citats, com l'aplicacié d'un criteri p(x) als
objectes d'un univers X (un pais o el
regne animal) defineix classes. Aquestes
classes poden ser precises o no. Si ho
son, terfim el cas classic (que és un cas
particular del difis, més general). Si no,
la classificacio perd en precisio allo que
guanya en realisme (i -acostament als
usos quotidians dels conceptes). En tot
cas, pero, amb l'ajuda de la nocio de
conjunt difds la matematica pot conti-
nuar analitzant les classes sorgides 1 trac-
tar-les amb el rigor que li é propi. Es
compren l'interes que una ampliacio
d’horitzons com aquesta pot tenir per a
la matematica, pel poder descriptiu i
modelitzador de la realitat que s'exigeix
della, i per a la ciencia en general. No
cal dir que en casos més senzills la utili-
tat d’aquesta nocio es evident i imme-
diata; aixi, en el tractament de questio-
naris, en la teoria de control, en el reco-

neixement de formes i, per dir-ne un
altre cas, en el diagnostic medic.
Analogament al cas classic, tot Conjunt‘
difus A en un referencial X defineix
automaticament un complementari, es-
crit A, compost per definicio de tots els
objectes de X, pero cada un amb un
grau de pertinenca que és el comple-
mentari a 1 del grau de pertinenca a A;
en simbols:

x€EA ssi x€A
Igualment a partir dels conjunts difusos
A i B ja definits podem definir-ne dos
de nous:
— el conjunt (difus) 7nterseccio (escrit
ANB) és el format per tots els objectes
de l'univers pero cada un amb el minim
grau de pertinenga comuna; en simbols:
XEANB ssi x€A a4 x€B. on
T y=min (ap) °

celona
l .||:|I[|
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— el conjunt (difas) #nio (escrit AU B) és
el format per tots els objectes de 1'uni-
vers pero cada un amb el maxim grau de
pertinenca de l'objecte a tots dos con-
junts; en simbols:
x?ALMJB ssi XEA v x€B, on y= max
(o). ®
[gualment com feiem amb els conjunts
classics, definim aqui una “funcio carac-
teristica” (o “‘de pertinenca™) generalit-
zada A:X — [0,1], associada al conjunt
difis A de la manera se L'icnt‘
A:X —[0,1] tal que A(x) = assix€A
Aixo és, evidentment, una generalitzacio
del que hem dit abans, parlant dels con-
junts “classics”. Ara bé, aqui apareixen
dues petites difereéncies:

Entre la representaciéo d'un conjunt
per enumeracio (si és possible) dels seus
elements i la seva representacio per
mitja de la funcio caracteristica, que son,
totes dues, representacions habituals dels
conjunts classics, aqui per contra usem
ga1rebe sempre la representacio del con-
junt difds per la seva funcid caracteris-
tica, ja que una llista dels seus elements
sense especificar-ne el grau de perti-
nenca no tindria sentit (i si, en canvi, la
funcio caracteristica, que dona automati-
cament aquesta informacio).

2) La correspondencia biunivoca entre
funcio caracteristica i conjunt aqui no
existeix o, si més no, no ¢és tan clara com
abans. En efecte, molts consideren que,
atesa l'arbitrarietat d'assignacio de graus
de pertinenga a un conjunt difts (qui és
que gosa discutir que un element hi per-
tany 0,71 1 no 0,72, per exemple‘), un
conjunt difds correspon, més que a una
sola funcio caracteristica, a tota una fa-
milia de funcions caracteristiques que
discrepin poc entre elles i puguin repre-
sentar doncs una mateixa situacié amb el
grau de precisio suficient.

Analitzats el complementari, la intersec-
cio 1 la unié en termes de la funcid
caracteristica, resulten reformulables de
la seglient manera:




28 (356/V0lum 3/juny 1983

Alx) = 1-Alx)
(ANB)x) = min (A(x) B(x)
(AUB) (x) = max (A(x)B(x)
que son les expressions que haviem po-
sat al comengament per al cas classic,
només que ara els valors de totes les
funcions de pertinenca pertanyen a l'in-
terval [0,1] i no solament al conjunt
{o,1}
Cal dir que en determinades versions o
usos de la teoria es fan servir connectius
com
(ANB) (x) = A (x)B (x)
1 encara
(ANB) (x) = max (0,A (x)+B (x)-1)
que també son generalitzacions de les
formules binaries ja citades, pero que
aqui no coincideixen en valor numeric
ni entre elles ni amb el minim.
Igualment podem formar el conjunt de
tots els diferents conjunts difusos A de-
| finibles en un mateix referencial X, que
escrivim P(X). Si les operacions N, U i
— es defineixen per mitja de la funcio
caracteristica 1 el primer joc de formules
(del maxim, minim i complement a 1,
respectivament), aleshores P(X) pre-
[ senta, respecte a aquestes operacions,
I'estructura d'una algebra distributiva
pero no complementada (i per tant més
feble que la de Boole), anomenada alge-
‘bra de De Morgan.
En el cas difus, la inclusio és definida
per:
A C B i només si (per a tot x€X)
x€A, xeB, 1 a{f, o bé, en termes de
la"funcid’de pertinenca:
A C B si i només si (per a tot x€X)
A(x)<B(x)
També tenim les segiients propietats:
I) Com que A C A, tenim que (per a
tot xEX)xEQ—>x§A.
(principi d'identitat) "~
II) Com que x€ANA vol dir que
x€A, x€A iy = min(a, 1-a ), resulta
o~ 1ma~ .
que en general y # O (tret del cas parti-
cular enque a = 0 0o a = 1, que és el
classic). Dit d’una altra manera: en ge-

neral AQA # &
classic). B
I[II) Com que x?AgA vol dir que
x€A xeBiy= max(a, 1—a), resulta
que en general y# 1 (tret del cas parti-
cular en que y= 0 6 y= 1, que és el
classic). Altrament: en general AUA
#X (excepte en el cas classic). -
Els paragrafs I i III ens diuen que els
principis aristotelics de no-contradiccio
i tercer exclos només es compleixen en
el classic, pero no en general. Per
il-lustrar-ho tornem als nostres dos
exemples: suposem que A és la classe
dels lectors de (ciencia) en el sentit difts
que hem explicat (o el conjunt dels pei-
xos de la classificaci6 popular); a la
frontera difusa de A hi haura evident-
ment els lectors habituals d'un sol article
per nimero, d'una banda, i els que lle-
geixen (ciencia) perque la troben a la sala
d’espera del dentista (per exemple) de
I'altra (o anguiles i cavalls marins, i do-
fins i balenes, respectivament). Al com-
plement A hi haura tots aquells que no
son lectors de (ciencia) (0 que no son
peixos) —és a dir, els que no ho son
gens!— i els que hem dit, amb grau de
pertinenca igual a 1 per als primers, i
igual a 1 menys el que tenien A, per als
segons. -
Graficament: fig. 2

A la figura, el cercle central correspon
als elements de A que tenen grau de
pertinenga 1, i la corona que I'envolta és
la frontera difusa (els elements amb grau

(excepte en el cas

de pertinenca entre 0 i 1); els exteriors |

pertanyen evidentment al complemen-
tari A (i amb grau 1). Facilment es veu
que la frontera difusa de A coincideix
amb la de A i és igual a la intersecci6
ANA. Aquesta només és buida quan A
i A sén conjunts classics. fig. 3

Es pot concebre facilment un transit de
la primera situacio (la de la figura 2) a la
segona (la de la figura 3) que consisteix
en un procés de precisio (o revisic o refi-
namentg) del concepte popular de lector

A (part de X ratlladax \\)

A (part de X ratlladax\\ )

Figura 2
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de (ciencia) o de peix que decanti cada
objecte en un sentit o en l'altre: aixi els
lectors casuals i les anguiles passen defi-
nitivament a A, mentre que els lectors
assidus d'un sol article 1 les foques per-
den totalment la seva pertinenca a A i es
queden, doncs, en el complementari A.
Un cop acabat aquest procés, el raona-
ment que tracti els objectes de X i la
propietat associada a A pot ser ja per-
fectament bivalent.

La ciencia ha motivat sovint aquest
transit o refinament de conceptes. El cas
dels peixos n'és un exemple. Refinant la
propietat p(x) definidora del conjunt A
fins que aquesta propietat només pugui
ser —quan saplica als objectes conside-
rats— veritat o no (i res_més), la nova
classificacié de X en A i A permet apli-
car-hi raonaments binaris 1 deduir-ne
conclusions pel principi de no-contra-
diccio 1 del tercer exclos. Una altra cosa
completament diferent és que la classifi-
cacio final sigui aul o pertinent o res-
pongui a cap idea intuitiva o a cap reali-
tat practica.

5. Les consequéncies del
paradigma conjuntistic difts.

>
Es notori que la ciencia pretén expli-
car les coses amb rigor i amb rea-
lisme, i també que, fins fa poc, ho feia
per mitja de dos recursos complementa-
ris:
a) restriccio dels objectes o de les pro-
pietats a considerar, de manera que els
conjunts que en resulten siguin allo que
aqui hem anomenat “classics”, i
b) us d’un raonament rigords, basat en
I'aplicaci6 del principi de bivalencia (que
implica el de no-contradiccio).
Tos dos aspectes van junts ja que, com
s'ha dit al comengament d’aquest article,
si s'admeten més de dos valors possibles
de veritat (contra el principi de bivalen-
cia) i se suposa valida aquesta situacio al
moment de definir “conjunts” a partir
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d'un univers X i una propietat p(x)
donats, el “conjunt” definit no és classic
sino difus. I a I'inrevés: si admetem con-
junts difusos és que admetem implicita-
ment que certes propietats p(x) aplicades
a certs universos X poden donar valors
de veritat altres que 0 i 1.
Historicament, pero, allo que ha passat
és que la ciencia ha hagut de renunciar
a fer certes classificacions, i ha hagut
doncs de restringir certs conceptes, per-
que si no ho feia aixi no podia aplicar-hi
raonaments bivalents. Aixo ha estat bo
perque ha obligat a precisar molts con-
ceptes, pero també, en la mesura en que
certs conceptes han estat restringits més
enlla d’un limit raonable, en forca casos
s’ha arribat a un empobriment, ja que la
classe resultant —feta precisa— resultava
poc realista o massa allunyada de I'is
habitual del concepte corresponent. I
aixi, la ciencia s’ha mostrat tradicional-
ment bastant incapag de tractar amb de-
simboltura casos com els esmentats i al-
tres en que intervenen mesures impreci-
ses, valoracions consensuals o discre-
pants de resultats d'experiments, des-
cripcions  lingiiistiques (sempre vagues
en menor o major mesura), questionaris
on resulta irreal fer definic-se I'enques-
tat, situacions en que cal prendre deci-
sions amb informacié escassa, etc. De
vegades la matematica ha tractat aquests
casos amb l'instrumental de la teoria de
la probabilitat, I'aplicacio de la qual és
adequada, i fertil i tot, en aquests casos,
pero hi presenta problemes d’interpreta-
cio.

El formalisme dels conjunts difusos, en
canvi, permet atacar tota classe de pro-
blemes sense esperar que les classes uti-
litzades siguin prou precises; en alguns
casos perqué no ho seran mai (per la
mateixa indefinicio lingilistica o perque,
com als questionaris, tota definicio és
una situacid forcada que s'invalida ella
mateixa), o bé perque cal actuar imme-
diatament sense esperar la validacio de

les dades (que és el cas del control o de
moltes teories cientifiques basades en hi-
pbtesis més 0 menys Contrastades)

No és estrany, per aixo, que la teoria
sigui perfectament aplicable al camp de
les ciencies “toves’ (il sociologia, la lin-
gliistica, etc.), en que molt sovint un
refinament dels conceptes i classes em-
prats produeix un empobriment del seu
poder descriptiu sense guany aparent en
el rigor (i cal no oblidar que en aquestes
ciencies l'exactitud descriptiva és tan
important com el rigor).

Un dels terrenys més ben estudiats de la
teoria és el de les relacions difuses, que
ha permes posar les bases d'una teoria
realista de la classificacio en condicions
generals, molt util en el reconeixement
de formes, I'aprenentatge amb ordinador
o la robotica. Encara hi ha altres camps
interessants de la teoria, com ara 'estudi
de I'entropia no probabilistica dels con-
junts difusos, la semantica difusa dels
llenguatges naturals, 'analisi de l'ad-
verbi i altres modificadors linglistics
com a funcionals difusos, etc. Encara
que cac'a tema requeriria ben bé tot un
article.

AT R e T s

Apéndix de terminologia

L'expressio catalana “conjunt difus”
com a traduccié de l'anglesa fuzzy set
sembla especialment apropiada. En
efecte, segons el Fabra, “'difus” vol dir
en catala “difés a través, no circums-
crit’, i també, figuradament, “que dei-
xata o allargassa el pensament ultra me-
sura”. Aquesta definicid, juntament amb
I'exemple que Fabra proposa (“llum di-
fusa”™ = la deguda a la reflexio irregu-
lar), encaixa bé amb la noci6 de conjunt
amb un nucli central d’elements precisos
1 una corona d'elements fronterers de
pertinenca parcial, i també s’acorda amb
la definici6 anglesa de fuzzy, que segons

I'Oxford Dictionary s'aplica a la roba gas-
tada pels caires, al borrissol que cobreix
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una superficie o als limits imprecisos
d’una idea. Els francesos ho han traduit
per sous-ensemble flow on “sous” ve a
compte del fet que, més que de con-
junts, es tracta de subconjunts d'un refe-
rencial, i on “flou” es deu potser menys
a la correccio del terme que al respecte
reverencial per Karl Menger, el primer
que el va usar en una versié primitiva
del concepte (i en frances!, detall aquest
que els francesos li agraeixen eterna-
ment). En castella, I'expressi6 utilitzada
és conjunto borroso. En italia, tot i l'ex-
pressio oficial insieme diffuso, tothom en
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