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a molts segles que els qua-

drats magics fan part del tre-
sor cultural de la humanitat. Els
homes de tots els temps han
apreciat, amb més o menys inten-
sitat, les seves caracteristiques
magiques, simboliques i matema-
lqulCS.
Conta la llegenda xinesa que, un
dia que ¢l rei Yu es tobava a la
vora del riu Groc (i aixo hauria
estat als voltants de I'any 2200
aC), li van cridar 'atencid les es-
tr&ﬂycs marqufs cn l-()rma d(.'
pl..lﬂ[s qu(.' una tUrtUga mostrava a
la closca. En mirar-la amb més
deteniment, va observar que els
punts en questi6 formaven nou
grups disposats en tres files i tres
columnes. Pero el més sorprenent
era que la suma de cada fila, de
cada columna, i de les dues dia-
gonals era sempre quinze. A la
figura 1 veiem l'antic disseny
xines, el Lob-shu o pergami del
riu Loh, en que “els nombres im-
parells estan expressats com cer-
cles blancs, es a dir, simbols yang,
I'emblema del cel, mentre que els
parells son cercles negres, és a dir,
simbols yin, I'emblema de la ter-
ra.” (Paul Carus, Reflections on
Magic Squares, a la ref. ).
Aixi acabava de ser descobert el
primer quadrat magic de que te-
nim noticia. De la Xina, la troba-
lla va passar —lentament, com es
movien e¢ls coneixements en
aquells temps— a I'India i el Japo.
Els quadrats magics eren coneguts
alli molt abans del nostre segle I, i
van arribar finalment a Europa,
que els va incorporar rapidament
a la seva cultura. Coneguts pos-
siblement d'abans, el segle XV
eren ja materia per als estudiosos..
L'alemany Heinrich Cornelius
Agrippa 8[486% 535) va publicar
set quadrats magics associats als
“set planetes” del temps (Sol i
Lluna compresos), i el famos gra-
vat de Durer, Melancolia I, ens
mostra, entre els objectes que en-
volten el savi melangios, un qua-
drar magic en el qual dues de les
L‘;lSt’Ut’S Compont‘n, S C:r(‘u un
intencionadament, l'any del gra-
vat: 1514 (vegeu fig. 2).
La igualtat de totes les sumes, ca-
racteristica sorprenent, inesperada
en un arranjament de xifres que
sembla capritxds, ha estat motiu
que s'hagi atribuit a aquests qua-
drats virtuts sobrenaturals. Aixi,
van guanyar el qualificatiu de
magics, 1 aquesta veneracio ha ar-
ribat fins ;is temps moderns: no
fa gaire s'utilitzaven encara com a
amulets contra mals 1 desgracies a

I'India, el Tibet, Sumatra...

Els quadrats magics

Com es construeix un
quadrat magic

C omencem per unes defini-
cions: 'ordre del quadrat és
el nombre de files (i columnes) de
que consta, de manera que el qua-
drat d'ordre 3 és el que té tres
files i tres columnes, i per tant,
nou elements. Si aquests elements
sén consecutius a partir del ni-
mero I, com és el cas normal, la
suma del quadrat sera 1+ 2+ 3-

dues diagonals, n (n*+ 1)/ 2, que
és el valor de la seva constant, 1
que s’obté dividint per # la suma
total dels elements, que és, com
sabem, n? (n* + 1)/ 2.

Passem de llarg el quadrat d’ordre
I, que no té sentit si no és per
conveni, i el d'ordre 2, que, com
facilment es veu, és impossible
amb els enters 1, 2, 3, 4, i estu-
diem la construccié del d’ordre 3,
simbolitzat a la figura 3a.

A la figura 3b hem dibuixat unes
rectes que representen quatre de
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+...+9=45 1, estant disposats
en tres files i tres columnes, la
constant sera 45/3 =15; el que
equival a dir que, al quadrat d’or-
dre 3, cada fila, columna i diago-
nal sumaran quinze.

Un quadrat d'ordre #» tindra »*
elements, distribuits en # files 1 »
columnes, que sumaran, com les

les sumes i que passen per tots els
elements una vegada, i quatre ve-
gades per l'element central. Sa-
bem que la suma dels elements de
cada una de les rectes ha de ser
igual a la constant, és a dir, 15; i
el fet que en total son quatre rec-
tes ens permet escriure:

a,ta, tata, t4a+ta;+




+ag +aQ)+ 3a, —60

45 + 3, = =60
dona =3j.
Veiem, doncs, que el cinc és
I'element que ha d’ocupar la case-
lla central. Cal dir que I'element
central del quadrat és també, en la
majoria dels quadrats d'ordre im-
parell, el nimero central de la se-
rie dels elements. Aquesta cir-
cumstancia va ser possiblement
lorigen que els xinesos el
respectessin tant i l'associessin a
I'emperador i a un dels seus prin-
cipals déus, i també que alguns
manuscrits musulmans incloguin
quadrats en els quals manca ['ele-
ment central.

On col-locar els elements

restants?

D emostrarem en primer lloc
que el nimero 1 no pot

ocupar un vertex: efectivament, si

n'examinem un, per exemple l'a,

(el raonament és similar per als

altres), ens sera facil veure que:

a,ta =a +ag
i tambe¢
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Pero sabem tambe que la suma de | a,=a,taga
tots els elements del quadrat és i també
igual a 9 (9+ 1)/2= 45, de ma- a,Zayt+a-a,
nera que podem canviar aixi la|. .
: ) 1, sumant:
igualtat precedent: _
2a, =agtag
(a +a, +a)+(a +a +aé+a A

a, :(aa+aﬁ)/2

és a dir, I'element que ocupa el
vertex és la mitjana aritmetica de
dos altres elements, cosa im-
possible per al numero 1. Veiem,
doncs, que el nimero 1 ha d'ocu-
par una de les caselles restants;
per exemple, a,.

Tenint fixats a, i a, l'assignacio
de ay és automatica: cal posar-hi
el nimero 9, a fi que la suma
sigui 15 (figura 3c).

Tornem a fixar-nos en el numero

1 1 busquem, entre les xifres en- |

cara disponibles, una parella que
sumi 14, de manera que la pri-
mera fila pugui arribar a quinze:
"inica que compleix aquesta con-
dicié és la formada pel 6 i el 8,
que col-locarem al seu lloc, des-
prés de decidir-nos per la succes-
si6 6-1-8 o la 8-1-6. La figura
3d ens mostra la situacid després
d’optar per la segona successio.
A partir daquest moment, la
col-locacié dels altres numeros ja
esta determinada: la diagonal que
comenga amb 6 i 5 ha de ser
co;’npletada amb el 4, etc. (figura
3e).

L'elecci6 de la casella per al nu-

mero 1 entre les quatre disponi-
bles (a,, a,, a, ay) determina qua-
tre quadrats dlferents per rotacio,
mentre que en decidir entre la
combinaci6 6-1-8 ila 8-1-6 es-
tem escollint també entre dues
varietats: la diferencia és ara per
simetria. Combinant aquestes
dues transformacions, obtindrem
vuit quadrats d'aspecte diferent,
ero que deriven tots d'un dells

figura 4).

Quadrats d’ordre imparell
més grans

| procediment que hem uti-

litzat per construir el qua-
drat d'ordre 3, malgrat la seva
base matematica, no és un algo-
risme generalitzable per als ordres
superiors. Invitem el lector que
compongui quadrats d'ordre 4, s,
etc., 1 podra observar que en
molts moments es trobara detu-
rat, sense cap indicacio del cami a
seguir. Aleshores caldra elegir a
l'atzar, i son tants els punts d'in-
decisid, que donen origen a mul-
titud de quadrats diferents. Ja
Bernard Frénicle de Bessy (1602-
1675) va descobrir que el nombre
dels d'ordre 4 és 880 (sense
comptar transformacions); d’or-
dre § se'n coneixen més de mig
milid, i es pensa que el nombre
total pot passar de tretze milions.
Donarem un consell al lector: que
comenci per compondre quadrats
associats, que son aquells en els
quals qualsevol parella de caselles
simetriques amb relacié al centre
del quadrat té una suma constant,
igual precisament a la del primer i
el darrer element; és a dir,
17=1+ 16 per al quadrat d’or-
dre 4, 26 =1+ 25 per al d'ordre
5, etc.
Trobarem de vegades que l'elec-
ci6 d'una via determinada haura
estat equivocada; i1 de vegades
I'error no sera evident fins des-
prés d'una bona estona; aixo és
particularment molest en quadrats
d'ordre gran, perque ens obliga a
refer molta feina. Es per aixo que
és d’agrair 'esfor¢ dels estudiosos
1 aficionats que, des de fa segles,
han elaborat algorismes eficients
que permeten omplir les caselles
de forma mecanica, i deixen que
la inspiracio i la inventiva puguin
ser aplicades al descobriment de
quadrats cada vegada més curio-
sos, complexos o enginyosos.
Presentarem ara un metode que és
segurament el més utilitzat per a
quadrats d'ordre imparell. Va ser
descrit pel matematic i jesuita
frances del segle XVII De la
Loubere, a qui va arribar de I'In-
dia. L'agorisme ha sofert modifi-
cacions amb el temps fins a ar-
ribar a les diverses versions ac-
tuals. Il-lustrarem el procediment
amb un quadrat d'ordre 5.

a,+a,=ay+a, i Convindra imaginar que el nostre




quadrat es repeteix en totes direc-
cions (vegeu figura ja, on el qua-
drat real esta remarcat), i actua-
rem de la seglient manera:
col-locarem I'u a la casella central
superior (després veurem que no
és I'inica possible) i escriurem els
altres numeros per ordre, seguint
la diagonal ascendent cap a la
dreta fdirem que el pas és d'una
casella amunt més una casella a la
dreta), tenint només en compte
que, quan aquesta regla ens porti
fora del quadrat remarcat,
traspassarem el numero que ha
quedat fora a la casella real equi-
valent, i continuarem des d’a-
questa.

Quan la casella on toqui inscriure
el nimero es trobi ja ocupada, el
collocarem a la immediata infe-
rior a la darrera que hem omplert
(i direm que el sa/t és d'una case-
lla avall). Aquesta situacié s'il-
lustra a la figura §b. Continuarem
aixi fins a omplir totalment el
quadrat, que resultara magic (fig.
5C).

Aquest procediment no és més
que un cas particular (amb un pas
i un salt concrets, tal com hem
vist) d'un altre més general, en el
qual la casella inicial, el pas i el
salt poden ser els que es vulgui,
amb unes poques limitacions que
deixem que el lector descobreixi
per la propia experiencia. Donem
com a exemple la figura 6, que
presenta un quadrat d'ordre
amb un pas equivalent a una case-
lla a la dreta i dues amunt (el
moviment del cavall d’escacs) i
un salt de tres caselles a la dreta.
Hi ha altres metodes de composi-
ci6 de quadrats, tant parells com
imparells, alguns d’ells molt en-
ginyosos i elegants, com el famds

de Philippe De la Hire, un altre
matematic frances (1640-1718),
que és aplicable a qualsevol ordre;
pero no podem deturar-nos-hi
ara, i passarem directament a la
descripci6 d'alguns dels diferents
tipus de quadrats.

Magics, diabolics i...
satanics!

L a imaginaci6 i la perseveran-
cia dels qui s’han aplicat a
I'estudi d’aquests curiosos ar-
ranjaments de numeros han donat
com a fruit el descobriment de
quadrats especials que, tot respec-
tant en general les condicions ba-
siques del quadrat magic, mostren
caracteristiques addicionals que
ens sorprenen i de vegades ens
meravellern.

Hem parlat ja, encara que de pas-
sada, dels quadrats assoczats: son
aquells en els quals la suma de
qualsevol parella de caselles sime-
triques amb relacié al centre és
constant. Tenim com a exemple
el ja citat quadrat de Durer (fig.
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magic, pero no associat. Si elevem
al quadrat els elements d'un as-
sociat poden descobrir-se també
moltes altres particularitats, tasca
que deixem al lector interessat.

El quadrat de la figura 8 és orlas,
és a dir, esta format per quadrats
magics concentrics; un de central,
de constant 123, i els altres tres
que l'envolten successivament i es
contenen mituament, les cons-
tants dels quals valen, respectiva-
ment, 205, 287 i 369. Els xine-
sos van aprendre fa molts segles a
construir quadrats d'ordre 5 i 7
prenent els nou niumeros centrals
de la successio 1, 2, 3, ..n?
(n=9%, n=37), organitzant-los

quest quadrat amb els nimeros
restants.

Tenim també la possibilitat de
construir quadrats magics compos-
tos, utilitzant altres quadrats d’or-
dre inferior, com el de la figura o,
d'ordre ¢, format per nou qua-
drats magics d'ordre 3. De vega-
des els quadrats constitutius no es
disposen un al costat de laltre,
sind que §'ensolapen.

El quadrat més perfecte de tots és
el diabolic, valgui la paradoxa, que
té diversos noms, entre ells el de
magicament magic. Oferim com a
exemple el de la figura 10, en el*
qual pot trobar-se la constant
magica 34, amésdeles 4+ 4+ 2

2), en canvi, el de la figura 7 és| en quadrat d'ordre 3, i orlant a-|vegades habituals, en moltes més
“"




48 (134.»"\"(:1um 3/marg 1983

e |@lslalelali]s]z2]e]s]4]2]3]e]a]afc]t
ane Lilelslalslalt|s|z2lelala|7|als|e]4]2
ang |t |slzlefs|4le|als]|alalz]1]|e]|s|a]e]3
o9 b2li]lels]elslaf1]s]|z]els|al?]3]6]e]4
5,19 2|6 (315|727 |8]|]9|4]|]?|3|6|8|4(|2]|1|0]|F5
eng |3]tls]2]e]sfalz]3]|sfala]e]1]|a]s|e]s
s lalelelalali]e|slals|3|1ls]7]a]s]4a]>
er1s lalelt]e|s|a]|sla|1|s|72]e]|sl4]|7|3]6]s
a9 [ |703]e|alafza|1]|e|ls|a]|s]|3|1|s]7]a]s
s 1slelela|r]s|z]e]|s|a|7|a]s|a|alc]1]e
ts1s |5l7]e]s|a4]2]a]e]e]e]2a]1]e]s]2]ale]t
w29 16131 ]s]7]e]sfa]7]a]e]e]a]e]1]e]s]2
e |slelaleli]e]slals|a|t|s|z]ala]|a]|7]3
s 2|3]s]e]|4]a|1]e]|s|a|s]|3|t]|s]|?]|a]a]4
5.9 |2]8]s]4l2]als]a]a]2lt]|e]s]|2a]e]a]1]s
was 18 4l2]1le|s|afsfal1]s|z]els][e]7]a]s
g |8|a|4l7|3]s]|e|afz]|1]|e|s|2a]6]|3]|1]5]|7
wae |slel2]als|e]a]a|tfe]|s]|z]s|[a|t]s]7]e
Figuri 14
26 | 20 15)/?\44 38 | 32
e o 15N 5S|4 |3
34 |28/1s5| 9 | 3Nus |40
15/69 23l17] 11 §\<@
43[37|31]25]19]13 i) E; | 2
|
AEIEIE gy/%
10| 4 Y7 |41 35/52 16 ? g 9
18| 12| 6 \ag %6 |30 |24 |
|
Figur 1 Figura 16

combinacions: per exemple, en
els nou quadrats d'ordre 2 que
conté i en molts altres grups de
quatre caselles, com poden ser
totes les diagonals truncades (2-
+3+15+14, 16+6+1+171,
11+ 10+6+7,..),en els quatre
vertexs, etc.

Hem fet esment d'una caracteris-
tica, la constancia de la suma de
les diagonals truncades, que és
'origen d'una propietat molt es-
pecial: si agafem un quadrat dia-
bolic d'ordre # i el repetim en
totes direccions, de manera que
enrajolem l'espai amb ell i les
seves copies, qualsevol quadrat

[d’ordre # que limitem dintre del

mosaic de nimeros que hem creat
seguira sent diabolic.

No hi ha cap quadrat diabolic
d'ordre 3; d'ordre 4 se'n poden
construir 48 de diferents, que,
per rotacio 1 simetria, es conver-
teixen en 384.

Un quadrat és anomenat satanic
quan és magic 1 segueix sent-ho
en ser elevats els seus elements a
una mateixa potencia. No es co-
neix cap quadrat satanic de po-

tencia dos que sigui d'ordre infe-
rior a 8; pel que fa als de potencia
tres, és a dir, cubics, es va creure
molt de temps que no podien ser
d'ordre inferior a 64, pero W.H.
Benson en va aconseguir un d’or-
dre 32 utilitzant un algorisme de
la seva invencid.*

Capgirats, reflectits i altres

| com a losange, és a dir, com un

| ara: el denominat antimagic, en el

sar-se cap per avall sense que el
quadrat perdi la condicié de ma-
gic; i els reflexibles, compostos per
numeros que poden llegir-se se-
guint l'ordre normal dels digits,
d’esquerra a dreta, o bé l'ordre
invers, de dreta a esquerra, com
en un mirall, 1 de les dues mane-
res son magics; com a exemple,
tenim la figura 12a, que ens mos-
tra un quadrat que és, al mateix
temps, capgirable 1 reflexible: els
resultats d’aquestes dues transfor-
macions, figures 12b 1 12¢, se-
gueixen sent, com pot COmMpro-
var-se, magics.’

Citem també dos quadrats amb
peculiaritats sorprenents: el pri-
mer, original de T.E. Lobeck, i
citat per Martin Gardner,” va ser
compost a partir d’'un quadrat
magic normal d’ordre 5 (fig. 13a),
substituint, en lloc de cada ele-
ment, el digit corresponent del
numero pi:
3.141592053589793238462643.
El quadrat resultant no és magic,
pero, curiosament, la suma de
cada fila és igual a la suma d'una
de les columnes (fig. 13b).
L'altre quadrat curiés és el de la
figura 14. A cada fila 7 figuren els
decimals de la fraccio 7/19. Va
s)er compost per H.A. Sayles (ref.
t

De la mateixa referencia’ repro-
duim el guadrat de losange d’ordre
7 (fig. 15); pot apreciar-se que
s’ha aconseguit que tots els nom-
bres imparells quedin dintre del
quadrat inscrit (que s'interpreta

rombe dret), i s’han deixat els pa-
rells als triangles exteriors.

No podem acabar sense referir-
nos a un quadrat que és el con-
trari de tot el que hem vist fins

qual les sumes de les files, les co-
lumnes i les dues diagonals son
totes diferents. Un metode de
construccié consisteix a Inscriure
els numeros per ordre, comengant
al centre i seguint en forma d’es-
piral. Aquest ha estat el procedi-
ment per compondre el de la fi-
gura 16. ¢Sabrieu dissenyar-ne
urn altre en el qual, a més, cap de
les sumes no fos quinze?

Josep M. Mass6 i Aguild

curiositats

T ambé es poden compondre
quadrats magics utilitzant

exclusivament nombres primers:

és clar que, en aquest cas, els ele-

ments no seran ja numeros conse-

cutius. En tenim un exemple a la

figura 11, que ens en mostra un |

d’ordre 3, de constant igual a
177. El gran creador de pas-
satemps, l'angles Henry Dude-
ney, va demostrar que la constant
minima és 111. Voleu intentar-
ne la solucié?

En el camp de les curiositats, ci-
tarem els quadrats capgirables, en
els quals els numeros poden po-
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g revista
fa 210 x 297 mm?
Is formats internacionals del ‘ C at al an a de
paper van ser normalitzats
segons la norma 150 216 que |

ddna dues series, la A ila B, totes |
dues amb la propietat que si ple-
guem un full qualsevol d’aquestes
series per la meitat i el tallem ob-

® \ o
tindrem dos fulls iguals, els cos-
tats dels quals guardaran la ma-
teixa relacié de proporcionalitat ‘

que els costats del full original.
Com s'observa en el dibuix
aquest factor alcada/amplada és
l'(\h(u(\ necessariament  igual a |

L o
V 2.
La serie A s'obté a partir d'un full
d'un metre quadrat de superficie.

Un petit calcul ens indica que les
dimensions d'aquest full han de
ser 1.189 mm i 841 mm (1,189 x
0841=1 1 1.189/841 =1,414). -

Si dividim aquest full en setze
parts iguals, és a dir, si dividim

els costats en quatre parts identi-
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