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MONEDES I BALANCES 
Els problemes de pesades constitueixen una classe definida i amb una bona 
tradició dins de la literatura matemàtica recreativa. Generalment, el problema es 
planteja aIxí: donat un conjunt de M elements (quasi sempre monedes), es 
demana descobrir, en n pesades , alguna característica referent al seu pes : per 
exemple, quin o quins dels elements pesen diferent dels altres . 

t 
E n s  p r o p o s e m  aqu í  
anali tzar alguns casos 
dels més coneguts. Per 

poder treballar amb més facilitat, 
convindrà acceptar unes defini
cions prèvies: 
a) Prendrem com a mesura de la 
indeterminació del sistema (o con
junt de monedes) el nombre de 
casos possibles que poden donar
se (és a dir, l'invers de la probabi
litat a priori d'encertar la solució 
s en se  cap i n formac ió  prèv ia ) .  
Així, s i  se'ns demana quina é s  la 
peça qUé pesa menys d'un grup 
de set monedes, sabent que les 
altres pesen totes igual, la inde
terminació serà de 7 .  Però si 
només se'ns diu que de les set 
monedes n'hi ha una que no pesa 
igual que les altres, i hem d'esbri
nar quina és ,  i s i  pesa més o 
menys, la indeterminació serà de 
7 . 2  = 1 4 · 
b) Definirem també la informació 
donada per cada pesada com el 
nombre de resultats diferents que 
p o t  p r od u i r  a q u e s t a  p e s a d a .  
Exemple: e n  una balança d e  dos 
plats, i sense escala, podem obte
nir tres resultats : que quedi en 
equilibri o que es decanti cap a un 
dels dos costats .  Es pot veure 
que, com passa amb les probabili
tats, aquesta mesura de la infor
mació es multiplica a cada prova, 
i a ixí  la informació que donen 
dues pe sades  en una balança 
d'aquest tipus és  de 3 . 3 = 9.  En 
general. per  a n pesades la  infor
mació recollida serà de 3 ", si és 
que es poden aprofitar tots els re
sultats , cosa que, com veurem 
aviat, no sempre succeeix. 
Les fórmules de mesura que aca
bem de definir tenen la virtut de 
fer fàcil la notació, tot i que l'ha
bitual és servir-se del bit ( = log , 
2) .  
Il · lustrarem aquestes nocions amb 
dos casos senzills: 
1 .- Donades tres monedes, de
tectar en una pesada quina és la 
que pesa menys que les altres. 
2 .- Determinar quantes pesades 
són necessàries per resoldre el 
problema anterior, si no sabem si 
la peça defectuosa pesa més o 
menys que les altres. 
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de balança o la característica a 
descobrir poden motivar de vega
des que no tota la informació s i
gui utilitzable. Hem de considerar 
que aquesta informació no se'ns 
dóna de forma contínua, sinó dis
creta, en blocs de dos, tres o més 
unitats, que són els diferents re
sultats de les pesades; i, per altra 
banda, hi ha casos en què amb 
cada moneda hi ha associada més 
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TENIM pROU 
INFORMACIÓ? 

Si hem de resoldre els problemes, 
és evident que la quantitat d' in
formació ha de ser igual o supe
rior a la d' indeterminació. Però 
cal també tenir en compte que les 
condicions del p roblema, el tipus 

d'una unitat d' indeterminació, 
com en el segon problema, on 
cada una de les monedes pot ser 
la dolenta, però pot ser-ho per 
defecte o per excés de pes. 
Per poder aprofitar tota la infor
mació que ens donen les pesades, 
caldria que cada una d'elles divi
dís les monedes en grups de ma
nera que les pesades encara no 

utilitzades fossin suficients per 
discriminar dins de cada grup la 
moneda buscada. Això és el que 
no sempre podrem assolir. 
En el primer problema que ens 
hem posat, la indeterminació és 
de 3 (tres casos possibles), i la 
informació és també de 3. Com 
que cada moneda només té asso
ciada una unitat d'indeterminació, 
tota la informació és utilitzable, i 
una pesada serà suficient. En ge
neral, caldrà que 3 " � M.  
Quant a l  segon problema, cada 
moneda conté dues unitats d' in
determinació, com hem vist més 
amunt, i part de la informació es 
perdrà en el procés . La fórmula 
que permet calcular el nombre de 
pesades necessàries és: 

3 " > 2(M + ¡ ) 

és a dir, que haurem de fer un 
nombre de pesades que seria teò
ricament suficient per resoldre la 
indeterminació d'un s istema que 
contingués una moneda més. 
No donem la demostració de ( I ), 
que és una mica llarga, però faci 
litarem informació a l  lector que h i  
estigui interessat. 
Ens cal. doncs, determinar el va
lor mínim de n que compleixi :  

> log [ 2(M + d] n log 3 

El cas que estudiem és tan senzill 
que el càlcul pot fer-se directa
ment, per tempteig, a partir de 
( I ): 

3 " > 8 n = 2 

és a dir, que dues pesades son 
suficients. 
Un cop hem demostrat la possi 
bilitat de resolució, queda la tasca 
de dissenyar el model d'experi
ment, la successió concreta de pe
sades que ens ha de portar a la 
solució. Això no és sempre fàcil, i 
el lector que hagi afrontat o 
afronti alguns casos més comple
xos ens donarà la raó. 
La solució dels problemes plante
jats més amunt s'il · lustra a les fi 
gures I i 2 . Cada balança simbo-
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resultat (igualtat), que esdevé Im
. Pel  que fa a la  indeter

o, serà igual a M !  = 1 . 2 .  
M ,  el nombre d e  permuta
'M elements. La figura 4 

possible 
minaci ' 
3 +  . . .  
cions d 
és una 
nombre 

taula on pot veure's que el 
de pesades necessàries 

pidament. creix ra 
Provem de resoldre el cas ' M = 5 

m veiem a la taula, dema
o menys de set pesades . 

que, co 
nara n 
Agafem dues monedes qualssevol 

arem-ne e! pes. Prenem-ne 
tres dues i fem la mateixa 
ó. Confrontem ara el pes 
dues monedes que han re
més pesants en les dues 
i podrem establir aquestes 
s: 

I comp 
unes al 
operaCl 
de les 
sultat 
proves 
re!acion 

guaitat de tres o quatre termes. 
Per fer això, podem triar entre 
ordenar a4 o a l ;  en fer l'elecció. 
però, haurem de recordar el nos
tre principi bàsic, i escollir el 
camí que ens deixi informació su
ficient per resoldre qualsevol de 
les diferents alternatives que es 
)rodueixin. 
beixarem per a una altra ocasió 
l'examen dels problemes derivats 
de la utilització de balances amb 
escala o d'altres tipus. com la ba
lança binària, que només dóna 
notícia de si es produeix o no 
equilibri, sense precisar, en aquest 
darrer cas , quin dels dos plats és 
el que pesa més. 
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Voldríem animar el lector a es
criure'ns fent-nos arribar els seus 
comentaris .  En la propera edició 
de (ciència) publicarem les solu
cions dels problemes que hem 
plantejat, i tot allò que ens hagin 
comunicat els lectors i que pugui 
ser d'interès general. com mèto
des més fàcils, ràp ids o enginyo� 
sos, casos extrems o cunosos. I 
d'altres . 

li tza una pesada que dóna lloc a 
tres resultats diferents. Els rec
tangles terminals representen els 
diversos finals que pot tenir l'ex
periment. Com ja esperànm, la 
diferència entre indeterminació i 
informació correspon exactament 
al nombre de terminals buits (re
sultats impossibles o informació no 
aprofitable). 

_lAS DOTZE 
MONEDES I 

_ ALTRES TEMES 
Considerem una de les formes 
més conegudes de! problema: 
descobrir, entre dotze monedes i 
amb tres pesades, una peça que 
pesa diferent (per excés o per de
fecte). Sabem que la solució exis
teix, perquè la fórmula ( 1 ) ens 
dóna: 3 l = 27 > 2( l 2 + I ) = 2 5 ,  
però trobar la manera de fer-la 
efectiva pot ser una mica laboriós 
Ho deixem com a exercici al lec
tor, recordant-li que és fonamen
tal vigilar que cada partició deixi 
la indeterminació distribuïda de 
manera que la informació restant 
sigui suficient per discriminar 
cada un dels grups .  
Aquest é s  un principi que cal te- . 
nir present sempre, perquè moltes 
vegades renunciat de! problema 
pot introduir condicions que fa
cin difícil arribar a una fórmula 
equivalent a ( I ) que determini a 
priori si se'ns dóna prou informa
ció. 
S'han ideat moltes variacions a 
partir de! planteig bàsic. Per 
exemple, sabem que no és possi
ble resoldre un problema de l'estil 
de! n.O z si se'ns donen quatre 
monedes i disposem només de 
tres pesades, perquè la fórmula ( I ) 
demana que sigui n = 3 si volem 
que 

Què passa, però, si, a més de les 
quatre monedes, en tenim una al-

(ra que sabem de cert que és 
bona? L'anàlisi d'aquest cas de
mostra que, més que la informa
ció addicional que tenim, e! que 
és decisiu és e! fet que una mo
neda més ens permet repartir la 
indeterminació de manera més 
adequada (figura 3) .  
Proposem també al lector dissen
yar un procediment per detectar 
la moneda diferent entre tretze, 
amb l'ajut d'una catorzena que sa
bem que és bona. 

pOSEM -HI UNA 
MICA D'ORDRE 

Consideració a part mereixen els 
problemes en què e! que se'ns de
mana és ordenar per pes diverses 
monedes . En e! cas més corrent, 
en què no hi ha dues monedes del 
mateix pes, la informació que ob
tenim de cada pesada és només de 
z, i cada vegada es perd e! tercer 

Examinem ara la relació entre e! 
pes de la segona moneda i el de la 
cinquena, la que encara no hem 
fet servir: això ens portarà, des
prés de la quarta pesada, a una de 
les dues s ituacions següents: 

o bé 

a l > a4 
a l  > a, > a J 
a l > a, 

a l > a4 
a l > a ,  > aJ 
a z > a l  

amb una informació de reserva de 
3. pesades. 
Es fàcil veure que els dos sistemes 
d'inequacions són similars i que 
n'hi ha prou de discutir-ne un. 
feina que deixem al lector després 
de donar-li unes petites pistes: e! 
proper pas serà ampliar la desi-

Com a acabament. oferim un 
problema una mica més difícil: es 
tenen dos grups de tres monedes 
cada un, fetes d'al iatges diferents, 
de manera que, encara que exter
nament les sis són idèntiques. els 
seus pesos són I ,  3 i 5 les d'un 
grup, i z, 4, 6, les de l'altre, sense 
que se sàpiga quin és cada grup. 
Disposem d'una balança de dos 
plats sense escala, de les que hem 
utilitzat abans, i volem saber quin 
és el nombre mínim de pesades 
que ens permetrà identificar totes 
les monedes. I també, natural 
ment, voldríem saber com fer-ho. 

( Josep M. Massó ) 

SOLUCIÓ AL "JC?C DE LA T AULA 
pERIODICA" 

Grup I I I  I I I  IV V VI VII VIII 

Període 
1 ci m 

2 b X D Q h H M O 

3 e W A T J J N p 

4 a U e p 1 G K 1 

5 f Z B R k F L q 

6 e Y E S g I O n 


