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)JOCS 1 entreteniments cientffics)
MONEDES I BALANCES

Els problemes de pesades constitueixen una classe definida i amb una bona
tradici6 dins de la literatura matematica recreativa. Generalment, el problema es
planteja aixi: donat un conjunt de M elements (quasi sempre monedes), es
demana descobrir, en # pesades, alguna caracteristica referent al seu pes: per

exemple, quin o quins dels elements pesen diferent dels altres.

Ens proposem aqui

analitzar alguns casos

dels més coneguts. Per
poder treballar amb més facilitat,
convindra acceptar unes defini-
cions previes:
4) Prendrem com a mesura de la
indeterminacio del sistema (o con-
junt de monedes) el nombre de
casos possibles que poden donar-
se (és a dir, I'invers de la probabi-
litat @ priors d’'encertar la solucio
sense cap informacié previa).
Aixi, si se'ns demana quina és la
peca que pesa menys d'un grup
de set monedes, sabent que les
altres pesen totes igual, la inde-
terminacio sera de 7. Pero si
només se'ns diu que de les set
monedes n’hi ha una que no pesa
igual que les altres, i hem d’esbri-
nar quina ¢és, 1 si pesa més o
menys, la indeterminaci6 sera de
7.2 = 14.
b) Definirem també la informacio
donada per cada pesada com el
nombre de resultats diferents que
pot produir aquesta pesada.
Exemple: en una balanca de dos
plats, i sense escala, podem obte-
nir tres resultats: que quedi en
equilibri o que es decanti cap a un
dels dos costats. Es pot veure
que, com passa amb les probabili-
tats, aquesta mesura de la infor-
maci6 es multiplica a cada prova,
i aixi la informacié que donen
dues pesades en una balanga
d'aquest tipus ésde 3. 3=9. En
general, per a 7 pesades la infor-
maci6 recollida sera de 3", si és
que es poden aprofitar tots els re-
sultats, cosa que, com veurem
aviat, no sempre succeeix.
Les formules de mesura que aca-
bem de definir tenen la virtut de
fer facil la notacid, tot i que I'ha-
bitual és servir-se del 4t (= log,
2).
Il-lustrarem aquestes nocions amb
dos casos senzills:
1.— Donades tres monedes, de-
tectar en una pesada quina és la
que pesa menys que les altres.
2.— Determinar quantes pesades
son necessaries per resoldre el
problema anterior, si no sabem si
la peca defectuosa pesa més o
menys que les altres.
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figura 1!

de balanca o la caracteristica a
descobrir poden motivar de vega-
des que no tota la informacié si-
gui utilitzable. Hem de considerar
que aquesta informacié no se'ns
dona de forma continua, sino dis-
creta, en blocs de dos, tres o més
unitats, que son els diferents re-
sultats de les pesades; i, per altra
banda, hi ha casos en que amb
cada moneda hi ha associada més
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_ TENIM PROU
_INFORMACIO?

Si hem de resoldre els problemes,
és evident que la quantitat d'in-
formaci6 ha de ser igual o supe-
rior a la d'indeterminacid. Pero
cal també tenir en compte que les
condicions del problema, el tipus

d’'una unitat d’indeterminacio,
com en el segon problema, on
cada una de les monedes pot ser
la dolenta, pero pot ser-ho per
defecte o per excés de pes.

Per poder aprofitar tota la infor-
maci6 que ens donen les pesades,
caldria que cada una d'elles divi-
dis les monedes en grups de ma-
nera que les pesades encara no

utilitzades fossin suficients per
discriminar dins de cada grup la
moneda buscada. Aixo és el que
no sempre podrem assolir.
En el primer problema que ens
hem posat, la indeterminacio és
de 3 (tres casos possibles), i la
informacié és també de 3. Com
que cada moneda només té asso-
ciada una unitat d'indeterminacio,
tota la informacié és utilitzable, i
una pesada sera suficient. En ge-
neral, caldra que 3" > M.
Quant al segon problema, cada
moneda conté dues unitats d'in-
determinacio, com hem vist més
amunt, 1 part de la informacio es
perdra en el procés. La formula
que permet calcular el nombre de
pesades necessaries és:
3> oM +1) (1)
és a dir, que haurem de fer un
nombre de pesades que seria teo-
ricament suficient per resoldre la
indeterminacio d'un sistema que
contingués una moneda més.
No donem la demostracié de (1),
que és una mica llarga, pero faci-
litarem informacio al lector que hi
estigui interessat.
Ens cal, doncs, determinar el va-
lor minim de # que compleixi:

> log [2(M + 1)]

log 3

El cas que estudiem és tan senzill
que el calcul pot fer-se directa-
ment, per tempteig, a partir de

(1):

3">8 — n=2

és a dir, que dues pesades son
suficients.

Un cop hem demostrat la possi-
bilitat de resolucio, queda la tasca
de dissenyar el model d'experi-
ment, la successio concreta de pe-
sades que ens ha de portar a la
solucié. Aixo no és sempre facil, i
el lector que hagi afrontat o
afronti alguns casos més comple-
xos ens donara la rad.

La solucio dels problemes plante-
jats més amunt s'il-lustra a les fi-
gures 1 1 2. Cada balan¢a simbo-
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M M1 n 2"

2 2 1 2
3 6 3 8
4 24 5 32
) 120 7 128
6 720 10 1824
7 5040 13 81392
8 40320 16 65536
9 362880 19 524288
10 3628800 22 4194304

figura 4

litza una pesada que dona lloc a
tres resultats diferents. Els rec-
tangles terminals representen els
diversos finals que pot tenir l'ex-
periment. Com ja esperavem, la
diferencia entre indeterminacid i
informacié correspon exactament
al nombre de terminals buits (re-
sultats zmpossibles o informacié no
aprofitable).

__LES DOTZE
~ MONEDES I
ALTRES TEMES

Considerem una de les formes
més conegudes del problema:
descobrir, entre dotze monedes i
amb tres pesades, una peca que
pesa diferent (per excés o per de-
fecte). Sabem que la solucié exis-
teix, perque la férmula (1) ens
déna: 33=27 > 212+ 1)= 23,
pero trobar la manera de fer-la
efectiva pot ser una mica laborids
Ho deixem com a exercici al lec-
tor, recordant-li que és fonamen-
tal vigilar que cada particio deixi
la indeterminacié distribuida de
manera que la informacio restant
sigui suficient per discriminar
cada un dels grups.

Aquest és un principi que cal te-
nir present sempre, perque moltes
vegades 'enunciat del problema
pot introduir condicions que fa-
cin dificil arribar a una formula
equivalent a (1) que determini 4
priori si se’'ns dona prou informa-
cio.

S’han ideat moltes variacions a
partir del planteig basic. Per
exemple, sabem que no és possi-
ble resoldre un problema de I'estil
del n.° 2 si se'ns donen quatre
monedes 1 disposem només de
tres pesades, perque la férmula (1)
demana que sigui n= 3 si volem
que

3">2.5=10

Que passa, pero, si, a més de les
quatre monedes, en tenim una al-

tra que sabem de cert que és
bona? L'analisi d'aquest cas de-
mostra que, més que la informa-
ci¢ addicional que tenim, el que
és decisiu és el fet que una mo-
neda més ens permet repartir la
indeterminacio de manera més
adequada (figura 3).

Proposem també al lector dissen-
yar un procediment per detectar
la moneda diferent entre tretze,
amb I'ajut d'una catorzena que sa-
bem que és bona.

POSEM-HI UNA
MICA D’ORDRE

Consideracio a part mereixen els
problemes en que el que se’ns de-
mana és ordenar per pes diverses
monedes. En el cas més corrent,
en que no hi ha dues monedes del
mateix pes, la informacié que ob-
tenim de cada pesada és només de
2, 1 cada vegada es perd el tercer

resultat (igualtat), que esdevé 1m-
possible. Pel que fa a la indeter-
minaci6, sera igual a M! =1.2.
3.4. ..M, el nombre de permuta-
cions d'M elements. La figura 4
és una taula on pot veure's que el
nombre de pesades necessaries
creix rapidament.

Provem de resoldre el cas’™M = 5
que, com veiem a la taula, dema-
nara no menys de set pesades.
Agafem dues monedes qualssevol
1 comparem-ne el pes. Prenem-ne
unes altres dues i fem la mateixa
operacio. Confrontem ara el pes
de les dues monedes que han re-
sultat més pesants en les dues
proves i podrem establir aquestes
relacions:

Examinem ara la relacio entre el
pes de la segona moneda i el de la
cinquena, la que encara no hem
fet servir: aixo ens portara, des-
prés de la quarta pesada, a una de
les dues situacions seguents:

a, > a,
(1) a, > a, > a,
a; > a,

o bé

a, > a,
a, >a,>a,
a, > a

amb una informacio de reserva de
3 pesades.

Es facil veure que els dos sistemes
d’inequacions s6n similars i que
n’hi ha prou de discutir-ne un.
feina que deixem al lector després
de donar-li unes petites pistes: el
proper pas sera ampliar la desi-

gualtat de tres o quatre termes.
Per fer aixo, podem triar entre
ordenar a, o ag; en fer I'eleccio,
pero, haurem de recordar el nos-
tre principi basic, i escollir el
cami que ens deixi informacio su-
ficient per resoldre qualsevol de
les diferents alternatives que es
srodueixin.

Deixarem per a una altra ocasi6
I'examen dels problemes derivats
de la utilitzacio de balances amb
escala o d'altres tipus, com la ba-
langa binaria, que només dona
noticia de si es produeix o no
equilibri, sense precisar, en aquest
darrer cas, quin dels dos plats és
el que pesa més.

Voldriem animar el lector a es-
criure’ns fent-nos arribar els seus
comentaris. En la propera edici6
de (ciencia) publicarem les solu-
cions dels problemes que hem
plantejat, i tot allo que ens hagin
comunicat els lectors i que pugui
ser d'interes general, com meto-
des més facils, rapids o enginyo-
SOS, €asos extrems O Curiosos, i
d'altres.

Com a acabament, oferim un
problema una mica més dificil: es
tenen dos grups de tres monedes
cada un, fetes d’aliatges diferents,
de manera que, encara que exter-
nament les sis son identiques, els
seus pesos son 1, 3 1 § les d'un
grup, i 2, 4, 6, les de l'altre, sense
que se sapiga quin és cada grup.
Disposem d'una balanca de dos
plats sense escala, de les que hem
utilitzat abans, 1 volem saber quin
és el nombre minim de pesades
que ens permetra identificar totes
les monedes. I també, natural-
ment, voldriem saber com fer-ho.

( Josep M. Masso )
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