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EL SECRET D’ESCE
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per Philippe Butzbach

Des d’aquest nimero de (ciencia) comptem amb la col'laboracié de Philippe Butzbach, professor de la Universitat de

Grenoble que, arran de les seves freqiients estades a Barcelona, ens ha ofert els seus treballs. La seccié a partir d'ara

pretén acollir jocs i entreteniments relacionats amb tots els camps de la ciencia, fet que contribuira a augmentar-ne
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Philippe Butzbach
(Epinay/Orge,

Franca, 1941) estudia
matematiques a
Estrasburg i
Grenoble. Es doctora
en informatica teorica
I'any 1968.
s sorprenent que els
enllosadors de I'Al-
hambra de Granada
trobessin les ano-
menades tecniques de replecio del
pla sense forat amb una unica
figura. Es igualment sorprenent
que M.C. Escher (1898-1971),
gravador holandes, descobris
totes les possibilitats de la reple-
ci6 periodica del pla, tot i que li
mancaven els coneixements ma-
tematics d'aquestes quiestions. El
caracter obsessiu d'aquesta activi-
tat ('enllosament) en Escher, el
qual va permetre que n'elaborés
les lleis en intents successius sense
cap guia, tot i desatendre la mate-

Actualment és
maitre-assistant en
matematiques de la
Universitat de
Grenoble. El seu
camp de treball sén
els problemes
matematics implicats

en la linguistica
estructural i més
concretament els
problemes de
'equivalencia de
gramatiques 1
automats.

matica subjacent, és ben illustrat
pels proposits de l'artista mateix:
“Molt abans de descobrir en els
enllosats de I'’Alhambra una afini-
tat amb la replecio periodica d'un
pla, jo ja I'havia reconeguda en
mi mateix. Al principi, no tenia
cap idea de les possibilitats ofertes
per a la construcci6 sistematica de
les meves figures. No coneixia les
regles del joc 1 intentava, practi-
cament sense saber gaire bé el que
feia, d’encaixar, els uns dins els
altres, els petits plans congruents
als quals jo tractava de donar una
forma animal‘.. més tard, la crea-
ci6 de nous motius fou menys
laboriosa que al principi, pero és

sempre una ocupacio que demana
un gran esfor¢, una veritable
“mania”, una veritable droga de
la qual em sostrec dificilment.”
Es clar que les questions matema-
tiques implicades per l'obra d’Es-
cher i pels enllosats de I'’Alham-
bra son completament resoltes
(per exemple, en l'article aparegut
el 1977 de Grunbaum i Shepard).
Dit aix0, qualsevol persona que
observi atentament els enllosats
d’Escher no podra deixar de sen-
tir-se temptat a dedicar-se a
aquesta “mania’.
Demostrarem que el coneixement
sistematic de les regles del joc és
I'inic recurs de I'enllosador ama-
teur, el qual, aixi, no haura, com
Escher amb els seus primers in-
tents, d’exasperar-se perque la
meitat de les bestioles s'obstinen a
voler caminar cap per avall, si no
és que aixo és el que hom vol, és
clar (figura II).
Hem de precisar l'objecte
d’aquest tractat: la construccid
d’un enllosament en el qual, se-
gons l'expressio d’Escher en per-
sona, el constructor pugui reco-
neixer els seus propis “patrons”,
com poden ésser una forma ani-
mal, humana, realista o fantastica.
Aci intervé la matematica. Ha-
vent escollit un dels disset grups
possibles (per exemple, si hom

vol files d’animals evolucionant
en sentit invers l'una de laltra,
caldra escollir el grup pg de la
nomenclatura dels cristal'lografs,
engendrat per dos girs d'eix pa-
ral-lel), hom pot comengar la
construccid de l'enllosament da-
munt el qual operara el grup en
questid, amb l'ajuda de les consi-
deracions seglents:
La vora de l'enllosat conté tots els
elements que permeten preveure
amb quins tipus de desplagaments
hom omplira tot el pla. Més pre-
cisament, els constituents essen-
cials de la vora de l'enllosament
son els cims —punts comuns a tres
tipus d’enllosats o més—, i els cos-
tats segments de la vora comuns a
dos enllosats contigus. Aleshores,
hom pot mirar la vora de 'enllo-
sament com un poligon amb r
costats 1 r cims, essent r el nom-
bre de veins amb els quals com-
parteix un tros de vora no reduit
a un punt. El nombre r és supe-
rior a tres 1 inferior a sis per raons
que seria massa llag d’exposar acl.
Cada costat de la vora de l'enllo-
sat és la imatge d'un altre costat o
d’ell mateix per un dels desplaca-
ments que pertanyen al grup es-
collit, i el conjunt dels desplaca-
ments que fan que els costats es
corresponguin és suficient per a
engendrar el grup escollit.



Els desplagaments possibles amb
els quals hom ha de tractar son
dels tres tipus segiients:
—Translacions
—Rotacions de mitja volta, d'un
quart, d'un ter¢ i d'un sise de
volta.
—Lliscaments: es componen d'una
translaci6 i d'un giravolt, I'eix del
qual té la mateixa direccié que la
translacio.

Les translacions apareixen de la
manera seglent: dos costats dis-
junts de la vora de l'enllosat son
imatge 'un de l'altre per transla-
ci6. Quant a les rotacions, si es
tracta d'un quart o d'un ter¢ o
fins d'un sise de volta, son dos
costats adjacents, separats per un
cim que porta el centre de la rota-
cio, els quals son imatge I'un de
I'altre per rotacid; si es tracta
d’una mitja volta, un costat és la
seva propia imatge i el centre de
la rotaci6 és “al mig" del costat.
Pel que fa als lliscaments, hi ha
dos costats que es corresponen
per una relliscada, I'eix de la qual
talla 'enllosat. Il-lustro aquesta
questié amb la construccid efec-
tiva de dos enllosaments origi-
nals, sobre I'un dels quals opera el
grup engendrat per una rotacid
d’un ter¢ de volta, 1 en laltre, el
grup que hi opera és engendrat
per dues translacions no pa-
ralleles.

Tractarem de la situacié més rica
en possibilitats: la vora de l'enllo-
sat és un poligon de sis costats;

figura I oy

per a cada parell de costats adja-
cents —n’hi ha tres— cada costat
del parell es dedueix de laltre
amb una rotacié d’'un terg, el cen-
tre de la qual és el cim que les
separa. La construcci6 es descriu
en tres etapes, cada una referint-
se a un parell de costats. Una
vegada efectuada la replecié pe-
riodica, hom podra veure que els
animals de l'enllosament es de-
dueixen els uns dels altres, sigui
per translacions, sigui per rota-
cions d'un ter¢ o de dos Efigura )

Les dues translacions generatrius
han de figurar en l'estructura de
la vora de I'enllosat. També pot

figurar-hi una translacio com-
posta per les dues translacions ge-
neratrius. La situacié més interes-
sant es materialitza amb un hexa-
gon, els costats oposats paral-lels
del qual es dedueixen de dos en
dos per les translacions citades
anteriorment: el costat ED és la
imatge de I'AB per la translacio
del vector AE; BC és la imatge
de FE per la translacio del vector
FB; CD és la imatge d’AF per la
translacio del vector AC com-
posta per les dues precedents, que
correspon a la suma vectorial
d’AE i FB.
A la figura II hom observa el
resultat previsible: les cares que

constitueixen 'enllosat es deduei-
xen les unes de les altres per
translacions que son, bé les de
tipus generatriu o bé les engen-
drades per aquestes.

Espero, a mena de conclusio, que
el lector estigui ampliament con-
vengut que les joies de la replecié
periodica no estan pas reservades
per als qui, com Escher, posseei-
xen una mestria perfecta del di-
buix i que hom pot, sense haver
dibuixat mai abans (com en el
meu cas), obtenir resultats d'un
interes plastic evident, encara que
en l'obra no s'apliqui res més que
una matematica forca rudimenta-
ria. Per a acabar, una darrera cita-
) ci6 d’Escher:
“Es la font més rica que mai he
sondat i continua gens espat-

llada™.
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CRITIQUES

LA CARTOGRAFIA AL SERVEI DE LES

questa obra' és el recull de les

ponencies —i dels col-loquis

conseguents— presentades a les

Jornades de Cartografia Tema-

tica que se celebraren a Barcelona, en el marc

de les activitats de I'Associacié Catalana de

Ciencia Regional, l'octubre del 1979. Es

tracta d'una publicacio recent, feta per aquesta

associacio amb el suport del servei destudis
del Banc Occidental.

L’aspecte més notable de la publicacié resse-

nyada és el seu caracter pluridisciplinar, que

deriva tant de la diversitat de camps d’espe-

cialitzaci6 del ponents com de la varietat dels

temes abordats, no sols a les ponencies, sind

també en els debats que les segueixen. Aquest

caracter pluridisciplinar, d’altra banda, ve

AUTONOMIES

condicionat per la naturalesa mateixa de la
cartografia tematica, la qual —com M. Ribas i
Piera fa notar en la presentacio— és eina de
treball i de presentacio d'aquest treball de
moltes branques d’activitat i de moltes disci-
plines cientifiques.
L'obra recull les setze ponéncies presentades a
les jornades, la primera de les quals té per
objecte la cartografia de base, i les restants la
cartografia tematica propiament dita.
En relacio amb la primera ponéncia —que pel
seu caracter general mereix una atencio espe-
cial—, suposa una valoraci6 del material carto-
grific amb que es compta a Catalunya actual-
ment. En aquest sentit, la ponéncia constata
la manca d’actualitat de gran part de l'estoc
existent: la cobertura parcial del territori a

escala 1:10.000 i 1:5.000, i la cobertura en-
cara més escassa a escala 1:2.000, i una certa
abundancia, en canvi, de documents fotogra-
fics fets a diferents escales de vol L'origen
d’aquest material, d’altra banda, determina les
limitacions que el seu us presenta per a qual-
sevol usuari: I'obsolescencia, en molts casos,
del que procedeix de 'empresa privada, que
respon generalment a uns interessos massa
concrets. Acaba assenyalant els deficits carto-
grafics 1 marcant algunes linies per a millorar
la situacio cartografica actual.
De les aportacions fetes al col'loqui destaquen
les necessitats d’establir una col'laboracio es-
treta entre les universitats catalanes i els altres
sectors interessats en materia cartografica —i
s'esmenta com un bon exemple la



