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La recerca actual en la matematica implica una amplia varietat d’idees noves i velles que

sentrellacen entre si. Per exemple, els resultats obtinguts a les corbes i les superficies

definides per equacions policromiques, igual que en la geometria algebraica, han sorgit de

I'estudi d’ones solitaries i també de les teories fisiques de Gauge. Han estat resoltes ara

qiiestions que s havien arrossegat durant segles en la teoria dels nombres, mentre d’altres

s’han revelat com insolubles. La classificacio de tots els grups simples finits esta gairebé

realitzada (i el seu tractament complet sera copios); la representacio dels grups ajuda a

I'estudi de la simetria. Aquests desenvolupaments 1 molts d’altres donen testimoni de la

vitalitat de la matematica.
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Avui dia, la recerca matematica ac-

iva és una complexa varietat de

osere camps i subcamps' que s'entrellacen.
Atguns d'aquests camps es van establir fa molt
temps 1 son relativament concrets, com la geo-
metria, la teoria dels nombres o les equacions
diferencials. D’altres son nous i aparentment
abstractes, com l'analisi funcional o la teoria K
en l'algebra. Gairebé en totes aquestes qiiestions
tenim actualment una gran varietat de treballs
molt interessants, alguns connectats molt inti-
mamentamb les aplicacions, com en el cas de la
teoria dels sistemes lineals. Altres camps actius
com la geometria algebraica semblen haver estat
traslladats lluny de les aplicacions. Malgrat tot,
apareixen connexions sorprenents entre dife-
rents questions, com en el recent descobriment
que nocions de la geometria algebraica poden
ésser usades per a resoldre equacions diferen-
cials parcials no lineals (els solitons) i a les
teories de Gauge, les quals son ara d'interes
central en la fisica teorica (en relacié amb els
instantons i les equacions de Yang-Mills). Inte-
raccions similars, igual de sorprenents, tenen
lloc entre branques molt diferents de la mate-
matica pura —com queda il-lustrat al debat de la
conjuctura de Smith de més endavant o pels

exemples a Mathematics Today.?

Aquests darrers anys han vist un progrés ex-
traordinari en matematiques, tant si ho mesu-
rem per la gran quantitat de questions famoses
que han quedat resoltes?3 o pel nombre remar-

cable de nous conceptes que shan desenvolu-
pat. Primerament, donaré alguns exemples de
vells problemes que s’han resolt i de conceptes
que s’han desenvolupat. Després, provaré de
donar exemples més detallats d’alguns dels
camps nous de la recerca matematica.
Els problemes matematics surten naturalment,
pero poden arribar a ésser molt recalcitrants i
de vegades literalment insolubles. Aixi, les se-
ries de Fourier han estat usades per a descriure
fenomens periodics durant uns dos-cents anys.
El teorema de la convergencia basica per a
aquestes scries va ésser conjecturat aproximada-
ment el 1910 pel rus N. Luzin, pero va ésser
establert el 1966 per Carleson+ &onvergéncia
“gairebé a tot arreu” donada una funcié L>2).
Als voltants del 1800 Gauss mostra que els
nombres complexos m + n 4, amb 1'21/91—1' mi
n nombres enters, podien ésser descomposts
Unicament en primaris. Gauss troba també uns
altres vuit casos similars_de descomposicio
lnica per nombres 7 + n/-d, on d és positiu.
Hom va suposar que hi podria haver un altre
cas (en total sumarien deu), pero Heggner,s
Baker® i Stark’ varen provar que només hi
havia nou casos d'aquest estil. Un problema
constant és el de determinar si un nombre tan
explicit és irracional (com 2 o 37) o transcen-
dent (com e o ). Recentment hi ha hagut un
gran progrés en aquest respecte; per exemple, la
famosa funci6 zeta de Riemann. R. Apéry va
reexir el 1978 a demostrar que ¢ és irracional.
El problema dels quatre colors aparegué per
primer cop fa cent anys; s'assegurava que en
qualsevol mapa dels diferents paisos del mon és
possible d’acolorir el territori de cada pais fent
servir com a maxim quatre colors diferents, de
tal manera que dos paisos que es toquin no
tinguin mai el mateix color. Nombrosos intents
per provar aixo varen fracassar, pero ara Appel
i Haken9 han establert aquest teorema usant un

metode classic de tractament amb l'ajut de
calculs massius, unes dues mil configuracions
espacials, en un computador.
La geometria ha fet grans passes en la classifica-
cié de varietats tancades. En dues dimensions,
aquestes varietats son superficies tancades com
I'esfera, el tor (tub interior), la superficie d’un
pretzel amb dos forats, tres forats, etc... De fet,
es pot provar que aquesta llista és una classifi-
caci6 completa de les superficies de dues cares.
La classificacié de superficies pertany a la topo-
logia (la geometria del simplement continu).
Una classificacié que correspongués a les varie-
tats de dimensions més altes era un complet
misteri. Ara, usant un conjunt de tecniques
algebraiques i geometriques (una de les quals es
diu “cirurgia”), s’ha pogut fer un progrés consi-
derable en aconseguir alguns nivells d’aquesta
classificacio, 1 hi ha hagut sorprenents nous
resultats per a varietats de dimensio 3. Aixi i
tot, per a varietats de dimensio 4 encara resten
dificultats especials. '©
La multiplicacié pot ésser no commutativa,
com en les molt familiars formules i# =2 = -,
j=—ji= k per la multiplicacié dels quatre
elements basics 1,i,).k dels quaternions. Aques-
tes formules van ésser generalitzades (els anys
30) per poder definir unes certes algebres de
“producte encreuat” amb més elements basics.
S'esperava que cada algebra apropiada (la que és
central i simple sobre un camp) podia ésser
presentada com una algebra de producte en-
creuat. Gracies a Amitsur'' ara sabem que aixo
és fals.
Els quaternions tenen invers, aixi que formen
una algebra de divisio. El famos teorema que
afirma que les algebres de divisio amb més de
quatre unitats no existeixen ha estat, molt re-
centment, il'luminat per profunds resultats en
la topologia sobre I'invariant de Hopf.'2
La geometria que es va veure limitada a tres
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dimensions, ara s'estén a espais amb un nombre
infinit de dimensions, com els espais de Hilbert
usats en la mecanica quantica. Altres exemples
poden ésser els espais d'infinites dimensions de
Banach que sorgeixen en l'estudi de les propie-
tats de les funcions. Totes les funcions f d'un
tipus donat, cada una d’elles amb la seva norma
If]. formen el que se'n diu un espai de Banach.
Sesperava que cada espai tingués una base (un
conjunt infinit apropiat d’eixos coordenats).
Ara sabem que aixo no és cert,'s pero els
operadors dels espais de Banach continuen es-
sent molt utils en l'analisi funcional.
En lalgebra, un sistema de nombres o altres
objectes amb una operacié d'addicio de “bon
comportament” és anomenat grup abelia —per
exemple, els grups abelians dels nombres enters
1 dels nombres reals. Un grup abelia que tingui
una base es diu que és lliure. J.H.C. Whitehead
tenia una conjectura versemblant d'una bona
propietat que hauria de caracteritzar aquests
grups lliures (en cada extensi6 amb nucli el
grup additiu dels enters és partit”). Ara, gracies
a S. Shelah, resulta que aquesta hipotesi pot
ésser certa o falsa al mateix temps.'s En un
model de la teoria de conjunts és certa, i en un
altre, falsa. Més en general, altres problemes
famosos com la hipotesi continua no tenen una
solucié definida o son insolubles. Els anys sei-
xanta, als nens de parvuls se'ls ensenyava a base
de conjunts la forma d’entendre la nova mate-
matica. Avui reconeixem que els conjunts son
només una forma de formular una base per a les
matematiques, des que existeix un apropament
alternatiu efectiu per categories (topoi elemen-
tal),com se’ns mostra a la nota 's.
Ara retornarem a la consideracio d’algunes de
les noves 1 actives branques de la matematica i
d’alguns dels nous conceptes que han fet can-
viar la nostra manera de procedir. Per exemple,
en comptes de trobar funcions per a satisfer
equacions diferencials, avui dia es considera
més efectiu buscar solucions que siguin “distri-
bucions” o funcions generalitzades. Els opera-
dors diferencials representats per aquestes equa-
cions s’han estes a ésser operadors pseudo-
diferencials amb unes propietats més flexibles.
La transformacio de Fourier s'utilitza sistemati-
cament per a simplificar equacions; en casos
practics es veu suplementada per la transforma-
cio de Fourier rapida, que es deu originalment a
Gauss i s’ha redescobert molt recentment.'®
Quan es va descobrir el caleul, 'operaci6 de la
deferenciacio ens era descrita en termes de
quantitats reals infinitesimals; conseglientment,
eren repudiades perqueé no es consideraven
prou rigoroses. Ara, aixo ja no passa. Actual-

ment, hi ha models “no estandards” '7 dels
nombres reals que tracten el calcul com si es
tractés d'infinitesimals autentics. Aquests mo-
dels es construeixen amb tecniques que in-
clouen la logica matematica; també es poden
desenvolupar models alternatius partint d'idees
geometriques en relacié amb els punts “infini-
tament propers” sobre una varietat. '8
Aquestes s6n només algunes mostres de la va-
rietat de nous camps. Per tractar d’aquesta va-
rietat, assajaré de descriure amb més detall
alguns aspectes de la recerca matematica: l'es-
tudi de la simetria a partir dels grups, el procés
de com representar un ojecte matematic (un
grup, per exemple) a través d'un altre (per
exemple, un grup de transformaaons) varie-
tats, el contrast entre local i global, 1'us
d’aquestes idees a la fisica de particules, el
progrés de l'analisi i el nou concepte d’ones
solitaries. Aquests punts no pretenen cobrir
tots aquests nous camps de la matematica pura
o tots els recents avengos remarcables en la
matematica aplicada i en la ciencia del compu-
tador.

GRUPS
I SIMETRIA

La simetria es pot analitzar matematicament en
termes de grups. Per exemple, un triangle equi-
later té sis simetries —tres rotacions al voltant
del seu centre, amb angles de 120° 240° i
30600, respectivament, més tres simetries aixals,
cada una segons les tres altures del triangle.
Una operacio mixta, una d'aquestes simetries
seguida d'una altra, és també una simetria, per
tant, una de les sis. Les sis simetries, d'aquesta
manera, formen un grup sota l'operacié de
composicié (multiplicacié). Aqui la composicié
d’una simetria 5 amb una simetria # s'escriu §./ 1
significa ¢ seguit de s.
A Ticosaedre, un solid de costats iguals, amb 12
vertexs 1 20 cares triangulars, cinc de les quals
es troben a cada vertex, hom troba una serie
més gran de simetries. Per comptar-les, s'ha de
seleccionar un vertex qualsevol V. Com que
tots els vertexs son iguals, hi ha una simetria
que porta V' a qualsevol dels 12 vertexs V.
Un cop alla, es pot fer rotar l'icosaedre al
voltant d'aquest vertex, de manera que es pugui
portar qualsevol cara a qualsevol de les cinc
cares del vertex; aixi, tot el que se’'ns diu en V'
son 12 x § = Go simetries rotacionals. (Poden
ésser representades apropiadament com les per-

mutacions parelles de cinc nombres). Altre cop,
la composicié6 de dues simetries (una darrera
I'altra) és una simetria, de manera que les sime-
tries rotacionals formen un grup de Go ele-
ments.
Més generalment, un grup G és qualsevol con-
junt d'elements 5, #,... que poden ésser multi-
plicats per donar productes st 1 satisfer totes les
regles de la multiplicacié de nombres excepte la
llei commutativa —aixo és perque s.7 no t
perque correspondre a t.s. Quan un grup és
finit, com en els exemples de més amunt, el
nombre d’elements de G es diu l'ordre de G.
També hi ha molts grups infinits molt impor-
tants, com el grup de totes les rotacions sobre
I'origen de l'espai tridimensional. D’aquest
grup infinit se’n diu grup de Lie (que representa
un grup continu) perque cada rotacié té rota-
cions molt properes. Es coneix un sistema per a
classificar tots els possibles grups de Lie simples
—i és molt usat.
Un progrés remarcable s’ha fet recentment en la
teoria de grups. Encara no podem descriure tots
els grups finits possibles, pero som a prop de
descobrir tots els grups finits simples. Un grup
G es diu simple si no pot ésser collapsat a
dintre d'un grup H més petit que aquest; tra-
cant cada element de G amb un element de H,
els productes tracen els productes. Per exemple,
el grup d'un triangle no és simple perque pot
ésser col'lapsat en un grup amb solament dos
elements, * 1, enviant § a —7 si § gira el
triangle, i a + 1 si deixa el triangle tal com
esta. (Aixi, les simetries respecte a les altures
son les que giren el triangle). Per una altra
banda es pot provar que el grup de l'icosaedre
és simple.
Des de fa temps hom disposa d'una llista consi-
derable de grups finits simples. Per cada nom-
bre primer p, les p rotacions d'una roda amb p
radis formen un grup simple. Per cada nombre
enter n 2> § hi ha un grup simple d'ordre n/2,
que consisteix en totes les permutacions parelles
de n objectes; per a n= 7y, ¢s el grup de l'ico-
saedre. Adaptant alguns grups de Lie familiars
des dels nombres reals usuals a un nombre
apropiat finit de sistemes, es pot construir sis-
tematicament una llista de grups finits simples
del que se’n diu el tipus de Lie. Pero aixo no és
tot; més enlla d’aquestes llistes sistematiques hi
ha un minim de 24 altres grups finits simples,
anomenats grups esporadics. Un grup d’aquests
d'ordre 7920 va ésser descobert per H. Mat-
hieu el 1861; aviat en va trobar quatre més. No
se'n varen trobar més fins als darrers quinze
anys, quan es descobriren de sobte 19 grups
més, comencant l'any 1905 amb el grup de Z.
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Janko de 175.560 elements. Se sospita que
n'existeixen més. Un d’ells és anomenat el
“monstre” de Fischer-Griess, 1 deu tenir un
ordre de 8.10%3. Més exactament, el seu ordre
seria el producte dels segiients nombres pri-
mers:
246,320, 59_76,111.135.17.19.
23.29.41.47.59.71.
Aquest febrer passat ens va arribar la noticia (de
R.L. Griess junior) que aquest grup havia estat
construit amb calculs fets a ma 1 no amb l'ajuda
de computadors, com ha estat el cas daltres
grups simples esporadics que s’han trobat pre-
viament.
Un grup molt vigords de matematics alemanys,
britanics i americans ha estat treballant per
mostrar que aquesta llista de grups finits sim-
ples és completa. La prova d'aquest resultat ha
estat molt curosament perfilada,’™ i tots els
teoremes parcials que es troben ara en estudi.
Quan tot estigui complet, la prova total ocu-
para unes dues mil planes de meticulosos argu-
ments matematics. Aquesta és una prova a una
escala mai vista per a un sol resultat.
L'elaborada determinacié de tots els grups finits
simples, encara que sigui un gran treball, no és
més que un punt de partida per a altres ques-
tions. Una d’elles és la de determinar explicita-
ment com els grups simples es poden ajuntar
entre ells per formar un altre grup finit. (Una
part d'aixo es troba en el problema dels grups
d’extensio). Els grups simples tenen també mis-
terioses connexions amb la teoria dels nombres.
Aqui, algunes questions, aparentment només
sobre nombres enters, es poden abordar millor
amb metodes analitics, com els que es varen
desenvolupar al llarg del segle dinou. L'estudi
de funcions el'liptiques va portar a una certa
funci6 el liptica modular ] molt util, expressada
en termes d'una variable @ = e** de la manera
seglent:

(I + 240q + )5
& =qT7

Jq =

Aixo té el desenvolupament en serie de poten-
cles:
J@=1/q + 744 + 196.884 q + 21.493.+
760 @* + ...
Noteu el coeficient 196.884. El grup monstre
mencionat anteriorment pot ésser descrit com
un grup de transformacié lineal en un vector
espai de dimensio 196.883. El fet curids que

aquesta dimensié + 1 sigui el coeficient de q
de més amunt no és pas una coincidencia. Els

matematics ara van pel cami de donar-hi una
explicacié i de relacionar les connexions entre
el grup monstre i la teoria dels nombres.

REPRESENTACIO
DE GRUPS

Un comprensio més profunda de l'estructura
dels grups depen sovint de la seva representaci6
per transformacions. Aixo comporta una trans-
formacio bijectiva d'un vector espai en ell ma-
teix, per reflexié o per rotacid en l'espai. Cada
transformacio d'aquesta mena en un espai de #
dimensions pot ésser expressada com una ma-
triu n x n de nombres E)reals. complexos, ele-
ments d'un sistema finit de nombres). Aixi, una
representacié d'un grup G és un procés que
reemplaca cada element s de G per una matriu
S n x n (o la transformacié corresponent) de
manera que el producte st d'un grup d'elements
és representat per un producte matricial ST. Es
important simplificar qualsevol d’'aquestes re-
presentacions en d'altres de més simples (sim-
plificant cada matriu n x n en blocs quadrats
més petits). Les representacions més simples,
aquelles que ja no es poden simplificar més,
s'anomenen irreduibles. Cada una d’aquestes
representacions irreduibles és resumida pel seu
caracter, el qual és la funcié que dona per a cada
grup d'elements la suma dels termes diagonals
de la matriu representada. Aquestes representa-
cions 1 caracters, per tota la varietat de sistemes
de nombres, pot ésser determinada per tots els
grups finits, 1 jugar un paper important en la
descripcio dels grups especials, com pot ésser el
monstre de que abans s’ha tractat.
Els grups infinits poden tenir una estructura
continua que pot ésser “limitada” (técnicament,
pels grups compactes de Lie). També poden
ésser analitzats per representacions, especial-
ment per rotacions (aixo és, transformacions u-
nitaries), fent servir altre cop caracters. En
molts casos importants, la geometria implicada
por ésser descrita purament algebraicament en
termes d'una algebra anomenada de Lie. Sha
descobert (i es descobrira) molt sobre I'estruc-
tura d'aquestes algebres. Fins molt més grans
grups infinits, com els grups de tots els movi-
ments rigids (sobretot les translacions) o el grup
de Poincaré de la teoria de la relativitat, tenen
representacions importants que han estat ana-
litzades, comencant pel treball I'E. Wigner el
1939. Aquests grups requereixen representa-
cions en espais d'infinites dimensions &spais de

Hilbert) i apareixen a la mecanica quantica i
enlloc de la fisica (el “cami de vuit parts”).
Més recentment, Harish-Chandra ha fet un
estudi de representacions d'infinites dimensions
de grups arbitraris de Lie semisimples en ter-
mes de tragats (caracters generalitzats) i distri-
bucions (funcions generalitzades). Aquesta feina
és connectada molt fortament amb problemes
d’analisi, en una subtil generalitzacié de la
forma com les funcions trigonometriques ordi-
naries proveeixen representacions del grup de
Lie de totes les rotacions 0 d'un cercle ordinari;
aquestes representacions envien cada angle de
rotacié 0 a: cos 2n0 + 1isin 2n0 = e*", com a
l'analisi de Fourier usada per a lestudi de
funcions periodiques. En una llarga serie de
papers, Harish-Chandra*° ha completat aquesta
analisi harmonica en un teorema que inclou
“autodistribucions invariants”, representat per
caracters apropiats, 1 proveint, ¢ m en el cas
dels grups finits, una composicio apropiada en
caracters irreduibles. Hi ha profundes conne-
xions amb la teoria dels nombres (“formes au-
tomorfiques”) que han estat explorades durant
I'iltima decada per R.P. Langlands i d’altres.
Es preveu que es continuara treballant en
aquestes connexions almenys fins al proper se-

gle.

VARIETAT-
I TOPOLOGIA

La geometria continua (aixo és: la topologia) ha
fet i fara un progrés extensiu amb subtils meto-
des algebraics i profunds resultats sobre varie-
tats. Una varietat topologica pot ésser descrita
com petites peces d'un espai euclidia enganxa-
des les unes amb les altres (per exemple, un tor
és un tub interior apedagat). Quan les peces s6n
enganxades juntes per mapes lineals, del resul-
tat sen diu una varietat lineal formada per
peces. Similarment, un enganxament distingible
déna una varietat distingible. Per exemple, una
esfera ordinaria pot constar de diverses lunules
(o de dos hemisferis sobreposats) ajuntades;
totes dues formes donen la mateixa estructura
distingible en aquesta esfera de dues dimen-
sions.
Una famosa conjectura que no es va poder
demostrar en molt de temps, la de Hauptver-
mutung, deia que qualsevol varietat lineal for-
mada per peces ha de tenir essencialment una
triangulacié tnica (un enganxament lineal).
Molt recentment, D. Sullivan va provar que
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aixo era cert per a una classe de varietats molt
gran. Kirby 1 Siebenmann?' varen provar que
quasi totes les varietats topologiques poden
ésser triangulades,?? pero també varen trobar
exemples en els quals no era possible aquesta
triangulacio. Les varietats distingibles desperta-
ren l'interes general quan J.W. Milnor descobri
el fet sorprenent que l'esfera ordinaria de set
dimensions tenia més d'una d’aquestes estruc-
tures distingibles. La classificacio de les varie-
tats definia propietats qualitatives simples, com
el fet d'ésser mesurades per nombres, com el
nombre de peces connectades. Ara els mesura-
ments de la connectivitat son fets per invariants
algebraiques molt més subtils, capaces de fer
distincions molt més clares i de donar invarian-
cia sota les deformacions (o homotopia).
Les noves idees de la teoria de categories van
ésser inventades per descriure aquest procés de
mapar un camp, com és la topologia, amb un
altre, com l'algebra, i aquesta teoria s’ha con-
vertit ara en una questio molt interessant per si
mateixa.
Potser I'aspecte més xocant de la topologia és la
forma tan efectiva amb que les tecniques geo-
metriques 1 algebraiques han estat usades per a
passar problemes de classificacio en la teoria de
les varietats a problemes en la teoria homoto-
pica i resoldre després aquests ultims per mitja
de I'ds de les invariants de l'algebra topologica.
Els procediments usats il-lustren un tret fona-
mental comd a gran part de la matematica
moderna, des de la geometria algebraica fins a
l'analisi funcional. El temps, altre cop, i per
problemes especifics 1 concrets que s’han plan-
tejat, ha portat els matematics a inventar teories
molt abstractes i que van molt lluny, teories
d'una gran profunditat i bellesa, amb aplica-
cions que es troben molt lluny dels problemes
originals que les motivaren. Per raons de bre-
vetat i accés puc dedicar poca atencid en aquest
article a moltes de les arees més centrals i
madures de la matematica, precisament perque
la seva maduracié ha necessitat tantes idees i
tecniques abstractes, totes elles molt poderoses i
gens facil de resumir.

GEOMETRIA
LOCAL
I GLOBAL

La geometria diferencial és la branca de les
matematiques en la qual el calcul és usat Fcr ala
comprensio de propietats geometriques (curva-

tura...) de corbes 1 superficies. Un progrés molt
recent en la geometria diferencial ha depes
d’una interaccié entre les propietats locals i
globals. Una propietat local d'una superficie és
la que pot ésser calculada en un punt de la
superficie usant només propietats de l'entorn
d’aquell punt, com pot ésser, per exemple, per
coordenades valides a prop d’aquell punt. La
curvatura gaussiana d'una superficie en un punt
és una de les propietats locals: pot ésser mesu-
rada en termes de les sumes dels angles de
triangles petits a prop del punt; té la propietat
remarcable que depen solament d’angles i dis-
tancies mesurades en la mateixa superficie, i no
en la manera en la qual la superficie es veu
situada en el seu espai ambient.
La caracteristica d'Euler d'un poligon és un
exemple d'una propietat local. Sigui V el nom-
bre de vertexs, E el nombre d'arestes i F el
nombre de cares del poliedre; aixi, per a un
tetraedre, V.= 4, E= 61 F = 4, mentre que per
a un cub, V=8E=12 i F=6. En els dos
casos V=E + F = 2; la mateixa equacid val per a
un octaedre o per a qualsevol subdivisié poli-
gonal (regular o no) d’una figura com la super-
ficie d'una esfera. Per a una superficie tancada
diferent, com pot ésser la d'un tor, qualsevol
subdivisio de la superficie en triangles o poli-
gons dona una suma diferent, V-E+F=o,
amb la mateixa resposta, sense que importi
quina subdivisi6 és fa. Per a qualsevol superfi-
cie S la quantitat corresponent V-E+ F = X (S)
és un nombre enter que depen solament de la
superficie S i no de la forma en que la superficie
pot ésser dividida en vertexs, arestes i cares; X
(S) s'anomena caracteristica d'Euler de la super-
ficie. Es una propietat global de la superficie,
perque depen de la forma com tota la superficie
es comporta.
Un problema tipic de la geometria diferencial
és el de Gauss-Bonnet, el qual afirma que la
curvatura gaussiana de la superficie, quan s'in-
tegra sobre tota la superficie S, sempre dona el
resultat 2m X (S). Aixo és una relacio tipica entre
una invariant local (la curvatura en cada punt) i
una global (la caracteristica d’Euler). Aquests
darrers anys han ajudat a una millor compren-
si6 de la prova d’aquest teorema, la seva gene-
ralitzacio 1 les seves consequencies. Una conse-
quencia simple és que “no pots pentinar els
cabells d'una bola de billar, pero ho pots fer en
un tor”. Especificament, és possible col'locar
facilment una tangent que no sigui igual a zero
a cada punt de la superficie del tor, la qual varia
continuament amb el punt; pero aixo no es pot
fer en una esfera, on qualsevol camp de vectors
tangent pot tenir almenys una singularitat

(vegeu el remoli de cabells del clatell huma).
S’ha dedicat a la geometria diferencial forga
feina molt subtil per estendre aquests resultats a
les possibilitats d’altres camps de vectors en
altres superficies 1 a varietats de dimensions
més elevades. Per exemple, els anys 1944 i
1945, Chern?’ va estendre el teorema de
Gauss-Bonnet a varietats riemannianes d'una
dimensid arbitraria 1 va desenvolupar conse-
tentment les classes caracteristiques resultants
Fcom X (5)) com a invariants globals d’aquestes
varietats. Aixo, ara té repercussions en l'estudi
de les formes de subdivisio de les varietats en
fulles (una foliacio).
La geometria geodesica proveeix un altre exem-
ple sorprenent de la interrelacié de les propie-
tats locals i globals. Una corba C en una super-
ficie és geodesica si dona les distancies més
curtes; aixo és, si el cami al llarg de C des d'un
puntpaC fins a un altre punt q a C és el cami
més curt possible, en la supcrf1c1c des de p fins
a q, donat un p i un q que no son gaire lluny
I'un de l'altre. Aixi, en una esfera ordinaria,
cada cercle maxim és geodesic. Els geometres
havien mostrat les geodesiques de manera ex-
plicita en moltes superficies especials. El desig
natural de voler comprendre i saber més va
portar, a través de la tasca de Poincaré, Birk-
hoff, Morse, Lusternik-Schnirelmann i d’altres,
a un teorema d'existencia general que diu que,
donada una superficie convexa tancada, sempre
existeixen almenys tres geodesiques simples i
tancades diferents. Un exemple degut a Morse
havia indicat ja que tres és el nombre més
possible en aquest resultat. Klingenberg?+ i d’al-
tres han estes aquests resultats de les superficies
a dimensions més grans.

Aquests problemes sobre geodesia signifiquen
que sha de trobar una corba d’amplitud mi-
nima. Altres problemes minims analegs han
estat codificats en el calcul de variacions (“varia
la corba fins que estiguis segur que tens I'ampli-
tud minima”). Aixi, per a una funcié f (x ,...,
x) sabem, com en el calcul, que al minim de f
totes les derivades parcials 2f/7x s'esfumaran;
en el maxim passara exactament el mateix. Més
generalment, un punt (x (x ... x) on totes aques-
tes primeres derivades parc1als s'esfumen,
s'anomena el punt critic de la funcié f; pot ésser
un minim de f, un maxim de f, o un punt
mitja, com en el cas tan familiar del punt en la
part més alta d’'un pas muntanyés, quan f (x.y)
es mesura sobre el nivell del mar. Per a una
funci6 de # variables hi ha n + 1 tipus d’aquests
punts critics. Quan el nombre de punts critics
de cada tipus per a una funci6 donada és
comptat, resulta que aquests han de satisfer un
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cert nombre de relacions especials, com va
descobrir Marston Morse els anys 1920. La
teoria de Morse que resulta per a punts critics
ha jugat un paper important en la construccio
de geodesics (punts critics per a la funcié que
donen la llargada d'una corba) i en la classifica-
cio de varietats de més altes dimensions, usant
els punts critics de funcions que poden ésser
definits dintre de les varietats. s
Quan s'estén una capa de sabo en una anella de
filferro, la capa forma una superficie amb l'area
minima possible (per al limit de I'anella dona-
da). D'aquesta superficie se’n diu una superficie
minima: com a superficie d'area minima és
analoga en dues dimensions a una geodesica
(corba de llargada minima); hi ha situacions
analogues en més dimensions. El problema de
Plateau demanava provar el teerema que diu
que sempre existeix una superficie minima per
al limitd’una anella donada de qualsevol forma,
només mentre sigui rectificable (té una llarga-
da). Aquest teorema central va ésser provat per

primer cop els anys trenta d'aquest segle per
Jesse Douglas i Tibor Rado. Les seves solu-
cions, pero, no excloien superficies que pogues-
sin tenir singularitats com son els punts d’em-
brancament. Aquesta possibilitat ha estat elimi-
nada en un estudi més recent fet per Osser-
man,?® que va mostrar que els punts d'embran-
cament no son presents.
Una superficie minima també pot ésser descrita
com una solucié d'una certa equacié en deriva-
des parcials (no lineal) (EDP, com abreviacid).
L'estudi d’aquestes EDP és un tema molt vast
en el qual, ens en podem vanar, hi ha hagut un
progrés molt considerable recentment. El tema
exigeix 1'is de molts i molt recents teoremes
d’existencia, mostrant que EDP apropiades te-
nen solucions per a valors de contorn apropiats.
Hi ha també un teorema de no-existencia molt
notable degut a Lewy.?” Aquest darrer mostra
una EDP lineal en tres variables independents
que tenien coeficients suaus, pero amb solu-
cions no suaus —el truc era que el terme cons-

tant era suau (tenia derivades de tots els ordres)
pero no era analitic. Aquest exemple tan sor-
prenent ha estimulat una recerca més profunda
en L. Hérmander i d'altres, en teoremes d'exis-
tencia per a EDP.
Algunes questions d’aquest tipus impliquen una
geometria complexa, és a dir, es tracta sempre
d’una geometria d’'un nombre parell de dimen-
sions reals, ja que cada nombre complex z= x
+ 1y inclou dues coordenades reals x 1 y. Més
en general, considerem un espai de dimensié
2n: C" amb coordenadés donades per n nom-
bres complexos, i siguin D i D, dos conjunts
de comportament normal en l'espai (tecnica-
ment, suaus i de domini estrictament conve-
XO0s).
Un problema fonamental és determinar si D i
D, son equivalents en el sentit apropiat, a
través d'una funcié F que traga D sobre D,
essent F 1 la seva inversa funcions de compor-
tament normal (és a dir, analitica en el pla com-
plex). Tot depen de com sigui el comportament
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de F a mesura que ens acostem als himits de D .
Vormeer mostra que F és necessariament conti-
nua prop dels limits, i llavors Fefferman?® de-
mostra que la funcio és suau en tot el cami fins
al limit. Fefferman utilitza la funcié de Berg-

man KD per a aquest domini, que depen de dos

punts variables en el domini. Aquest resultat,

per altra banda, va poder ésser usat per a

aconseguir informacio sobre la solucio de certes

EDP de Monge-Ampere que apareixen en geo-
metria.

GEOMETRIA I FISICA
DE PARTICULES ELEMENTALS

Un dels desenvolupaments més interessants en
fisica d’altes energies en aquesta decada passada
ha estat I'emergencia gradual de teories que han
portat alguna mena d'ordre al reialme de les
particules elementals. Actualment, es creu molt
ampliament que les anomenades teories de
Gauge proveiran una explicacio satisfactoria als
fenomens experimentals observats, inclosa la
diversitat de particules fonamentals com son

I'electrd, el protd, el neutrd i els mesons.
Les teories de Gauge sén matematicament so-
fisticades i aporten un bon nombre d'idees clau
en les quals els matematics han treballat, bas-
tant independentment, durant moltes decades.
Com a resultat, aquests desenvolupaments han
portat, en aquests ultims anys, a una interaccid
creixent entre els matematics 1 els fisics teorics.

e
o
g
i

"

n

Des dels dies dels treballs d'Einstein en lu
relativitat general, fa cosa de seixanta anys que
no hi havia hagut tanta activitat a la frontera
entre la matematica 1 la fisica. De fet, la relati-
vitat general, la qual interpreta el camp gravita-
cional com una curvatura en l'espai-temps, es
pot dir que ella mateixa és una teoria de Gauge,
1 també ho és la teoria de I'electromagnetisme
de Maxwell. En aquesta teoria el camp electro-
magnetic també pot ésser vist com una corba,
no una corba d'espai-temps pero una corba
d’algun espai de fase fictici. Per veure aixo,
imaginem que a cada punt despai-temps
col'loquem un disc circular marcat amb graus.
Per uniformar aquests discs, imaginem un ob-
servador que es mou des d'un punt a laltre,
portant el disc amb ell. La interpretacié geome-
trica de la teoria de Maxwell diu que si un
observador agafés un cami diferent, el seu disc
mostraria una lectura diferent al final, i la
desviaci6 depen de la intensitat del camp elec-
tromagnetic de la regid travessada.
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En les teories de Gauge modernes les altres
forces involucrades en els nuclis s'interpreten
d’una manera semblant al fet de causar curvatu-
res o distorsio. De tota manera, la fase angular
mesurada per un disc s’ha reemplagat per una
fase multidimensional descrita, no per una ro-
tacio plana, sind per una rotaci6 en un espai de
tres o més dimensions. Com que les rotacions
en més dimensions no commuten (aixo és, els
resultats depenen de I'ordre en el qual es fan les
rotacions), la matematica és molt més compli-
cada; en particular, el camp de les equacions es
torna no lineal (equacions diferencials). Resol-
dre aquestes equacions és ara un problema molt
serios. Shan aconseguit alguns exits en aquest
sentit, usant les técniques matematiques moder-
nes tretes d'arees insospitades, com la geometria
algebraica.
S’han trobat idees topologiques que juguen un
paper molt significatiu en aquestes teories no
lineals. Aixo es pot entendre en termes de
divulgacio de la segiient manera: Les equacions
lineals s6n en principi molt facils de resoldre,
mentre que les equacions no lineals es poden
resoldre de manera aproximada comparant-les
amb les equacions lineals aixi com una corba
pot ésser aproximada per una tangent. De tota
manera, aquestes aproximacions sén inherent-
ment locals —aixo és, només funcionen en una
petita regio. Els arguments topologics son una
forma molt valuosa d’obtenir informaci6 global
a partir de dades locals.
Actualment, és clar que moltes idees geometri-
ques 1 tecniques s utilitzaran en I'imminent des-
envolupament de teories de Gauge.?9 Un pro-
blema important que ens resta és el de com-
prendre la teoria quantica dels camps de Gauge.
Aixo és essencial per a la fisica perque tractem
de fenomens a distancies molt curtes (o el que
és el mateix, a molt altes energies), i I'aparell
matematic per a poder tractar satisfactoriament
de camps de Gauge quantitzats esta encara
naixent. Resta un problema desafiant per al
futur i que probablement requerira la unio de
les forces dels matematics 1 dels fisics.

ONES
SOLITARIES

Un exemple de la recerca en matematica apli-
cada és el rapid progrés en ones solitaries.
Aquestes ones es varen detectar per primer cop
I'any 1840 per Scott Russell en el canal
d’Edimburg-Glasgow, on va veure una sola
ona amb una cresta molt llarga baixant pel

canal sense canviar de forma durant una milla i
mitja. Primer no es va saber com obtenir aques-
tes formes d'ona a partir de les equacions dife-
rencials parcials estandard per a les ones d'una
superficie d'aigua. Un model adequat d’equacio
fou trobat per diversos autors, entre els quals
D.J. Korteweg i G. de Vried, l'any 1895. Si #
és l'altura de l'ona sobre el nivell estandard
d'aigua en el canal, a un temps ¢ i a una
distancia x del punt de partida, llavors #, com a
funcié6 de x i ¢, satisfa l'equacid diferencial
parcial de Korteweg - De Vries:
u + u, + uu, + u,,= O,

en la qual #, indica la derivada parcial de #
respecte a ¢ 1 #, respecte a x. Podem explicar
aquesta equacié model a partir d'un terme basic
(u, + u, = o) que expressa la propagacié de
I'ona en una sola direccid; més un efecte no
lineal u u, i l'efecte de la dispersio donat per

U, Aixo's ‘aplica, com una bona aproximacio,
a ones de petita amplitud i corresponentment a
una longitud d’ona gran. L'equacio té solucions
explicites ondulatories que es propaguen, una
per cada amplitud possible, expressada en ter-
mes de les secants hiperboliques. Aquestes so-
lucions especials proveeixen una descripcid
aproximada de les ones solitaries tal com Scott
Russell les va observar. A més a més, I'equaci6
pot ésser usada per a demostrar el que passa
quan dues ones solitaries de diferents amplituds
es troben: 'ona de més gran amplitud atrapa la
més petita; hi ha un periode d’aparent i confusa
interaccid, i llavors I'ona de més gran amplitud
ressorgeix sense canviar la forma, seguida de la
més petita, sense que aquesta es vegi afectada

per la collisio.

La mateixa equacio de Korteweg-De Vries
s'aplica a molts altres fenomens fisics:3° en
magneto-hidrodinamica, en un plasma fred
lliure de col-lisions (C.S. Gardner i H. Morika-
wa); en ones longitudinals, en un reticulat uni-
dimensional de masses iguals connectades per
molles no lineals; en ones de pressio en liquids
bombollants; en ones en vares elastiques i al-
menys en vint altres fenomens. Donada aquesta
varietat d'aplicacions es necessitaven metodes
més incisius de solucions. El treball en aquest
camp va portar a algunes sorpreses. Primer de
tot, l'esbarriada de metodes usats en tractar
d’equacions com la de Schrodinger de la meca-
nica quantica podien ser aplicats cap enrera.
Aquests metodes tan dispersos depenen de si es
troben dades del xoc adequades com els valors
propis, l'espectre continu i les densitats espec-
trals. Perque I'equacié de Korteweg-De Vries
enfoca el xoc a la inversa: comengant per lleis
molt simples de I'evolucié temporal de les

dades del xoc, recobrem els fets necessaris sobre
les solucions # de I'equacio original. Es usant
aquest metode de dispersi6 inversa que podem
demostrar matematicament la interaccié de
dues ones solitaries en diferents solitons, com
hem esmentat abans.
A més a més, les invariants fisiques usuals per a
aquestes equacions —invariants com l'energia i
el moment— s'apliquen també aqui, pero per a
aquesta equacié diferencial hi ha un nombre
infinit d’invariants diferents. Finalment i més
recentment, han aparegut diverses connexions
entre I'equaci6 de Korteweg-De Vries i propie-
tats de corbes definides per equacions algebrai-
ques (més exactament, les mateixes corbes amb
uns quants punts omesos). Aquesta mena de
corbes —i la seva varietat aritmetica i propietats
algebraiques— havien estat estudiades des de fa
temps en geometria pura; e que & sorprenent
és la connexi6 que hi ha amb les ones a I'aigua.
Aquest punt requereix una elucidacié més pro-
funda, com una part de la important recerca
que s'esta portant a terme respecte a l'equacio
de Korteweg-De Vries. Una part de la recent
recerca esmentada ha fet servir les poderoses
tecniques de la teoria de la bifurcacié per pro-
veir a les ones solitaries solucions per a les
equacions diferencials exactes per a ones de
superficie.

[NTERACCIO

DE CAMPS
DESIGUALS

El progrés recent en la matematica depenia en
gran mesura de les interaccions entre camps
aparentment diferents i remots. Un exemple
n'és l'aparici6 d'idees de la geometria algebraica
“pura” en questions aplicades sobre les teories
de Gauge 1 sobre I'equacio de Korteweg-De
Vries, com ja s’ha mencionat abans. Un altre
exemple xocant es refereix a la recent demos-
tracio de la hipotesi de Smith sobre les trans-
formacions periodiques en una esfera tridimen-
sional.
Si I'esfera ordinaria S* es gira 360°/n al voltant
del seu eix vertical (nord-sud), la transformacié
resultant T, repetida 7 vegades, és simplement
la identitat (T"= 1); aixi, diem que T és
periodic amb un periode #. Els dnics punts que
T deixa fixos son dos, el pol sud i el pol nord;
es pot dir que aquests punts constitueixen una
esfera S° de zero dimensions.
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Ara, considerem una esfera tridimensional S3,
donada com l'indret matematic de x* + y* +
z2 + ¢ = 1. Una transformacio T de S en ella
mateixa és anomenada periodica si T, repetida
n vegades per un nombre enter 7, porta cada
punt un altre com a ell mateix (T"=1). Per
exemple, una rotacié en un subespai de 3 di-
mensions (rotacié entorn 'eix Z de les coorde-
nades x, y, deixant t fixa) durant 360°/n sera
periodica; aquest cop tots els punts del cercle z*
+ ¢ 1 es deixen fixos. Normalment és
veritat que qualsevol transformacio diferencial
periodica T sobre aquesta esfera de 3 dimen-
sions, fins 1 tot si és molt més irregular, deixara
fixos un nombre de punts que formaran una
corba simple i tancada (S, la imatge continua
d’un cercle). De tota manera, aquesta corba de
punts fixos podria ser nuada (com si féssim un
nus). Fa uns trenta anys o més, P.F. Smith va
conjecturar que aquesta corba no seria mai
nuada. L'any 1979 es va verificar aquesta con-
jectura —gracies a l'esfor¢ d'un collectiu de
mitja dotzena de matematics que feien servir
diferents tecniques especials des de les superfi-
cies minimes, i les propietats d’espais tridimen-
sionals que no son euclidians d’una forma hi-
perbolica a les propietats dels grups K, una
estructura algebraica molt recentment desenvo-
lupada, lligada als espais topologics.

Notem uns quants exemples més d’interaccions
entre camps diferents. El calcul de variacions,
una questio respectable usada per la geodesica,
superficies minimes i similars, ha tingut un
renaixement i un nou desenvolupament en la
teoria del control optim. En els ultims quaranta
anys s’han desenvolupat les idees precises sobre
quines funcions son efectivament computables
a partir de les concepcions de la logica simbo-
lica de K. Godel; s’ha trobat la seva utilitat en
la teoria dels nombres, on subministren una

rova que hi ha equacions en nombres enters
E:quacions diofantiques) per a les quals no hi ha
un metode sistematic de solucid. Aquestes idees
son també usades en la ciencia dels computa-
dors, la informatica, per a valorar la complexi-
tat d’'una computacid. Els geometres algebraics
es passaren vint-i-cinc anys per trobar la solu-
ci63' a una conjectura d’A. Weil sobre els punts
“racionals” d'unes certes corbes algebraiques.
En resulta també una solucio a un vell pro-
blema de Ramanujan. Aquest va considerar una
certa funci6 molt util (n); pot ésser descrita com
el coeficient de g, que apareix en el desenvolu-
pament q (1-q7)* en la funcié el'liptica modu-
lar esmentada abans. Ramanujan volia avaluar
la mida d’aquesta quantitat, especialment en el
cas en el qual # és un nombre primer n = p. Era

rclatlvamcnt facil mostrar que (p) és com a
maxim 2p5; el sorprenent (i molt més compli-
cat) nou resultat?' és que (p) és com a maxim
||/z
Podem trobar el resum dels nous resultats res-
pecte a aquest subjecte en dos volums anuals
del “Mathematical Reviews”, en que hi va
haver I'any 1979 més de quaranta mil articles
subdividits en seixanta-una especialitats, pas-
sant des de la matematica aplicada a I'economia
i l'optica fins a la variable complexa 1 les
equacions diferencials finites. En aquesta alie-
nacié de topics, l'analisi harmonica abstracta
(de funcions periodiques) connecta amb els pro-
blemes de la teoria de probabilitats, mentre els
conceptes molt generals de la teoria de catego-
ries s6on una ajuda a l'estudi de l'automata
d’estat finit. La matematica presenta una intri-
cada xarxa d’estructures i tecniques detallades i
necessaries per a la comprensio analitica dels
fenomens del mon.

‘ S. Mac Lane )
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