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MÉMOIRE SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES 

LIÉES À UNE COURBE ALGÉBRIQUE DE GENRE TROlS 
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La considération des surfaces de Kümmer et, plus tard, celles des sur
faces algébriques dont les coordonnées s'expriment par des fonctions 
quadruplement périodiques de deux paramètres, ont conduit à l'étude des 
involutions doublement infinies, douées d'un nombre fini de points de 
coïncidence, appartenant à une surface algébrique. MM. Enríques et Severí 
ont tout d'abord démontré qu'une pareille involution, appartenant à la sur
face ae Jacobi (qui représente les couples de points d'une courbe de genre 
deux) était cyclique ou engendrée par un groupe de transformations bira
tionnel1es de la surface en elle-même, M, Enriques a ensuite démontré 'le 
même théorème poul' une surface de genres un (Pa = PI¡ = x), Enfin, géné
ralisant ces deux résultats, nòus avons démontré que toute1:nvolu#on InI 
d'ordre n, douée d'un nomóre fintO de pOt'nts de coi'ncz'dence, appartenant à 
une surjace dlgébrique F, étatt engendrée par un groupe de transjorffltt-
!t'ons bJ'ratt"onnelles de la surface en elle-mlme. 

• 

C'était un pl'emier pas vers la théorie complète des involutions consi
dérées; un second consistaÏt à déterminer une surface normale (), image de 
l'involution In et à étudier les singularités de cette surface aux points 
de diramation. Ce problème était relativement simple dans le cas ou F a le 

• 
genre P1.2 = x (cas ou les courbes canonique ou pluricanoniques existantes 
Qnt l'ordre zéro), car alors la surface c¡, a éga1ement le genre P u = I et el1e 
ne peut posséder que des points au plus doubles. Cela entraine une consé
quence importante sur la Caçon dont l'involution In se comporte dans le 
voisinage de ses points de coineidence. La considéra1;ion d'involutions 
appartenant à des surfaces F pour lesquelles on a Pit> I pouvait done nous 
conduire à des résu1tats nouveaux. C'est ce qui nous a amené à étudier les 
involutions appartenant à la surface représentant les coup1es de points d'une 
courbe de genre troïs, non hypereUiptique. Nous avons ainsi rencontré cer-
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tains faits nouveaux qui nous paraissent présenter un certain intérêt et qui 
nous servirons à étayer une théorie générale des invoIutions à laquelle 
nous travai1lons actuellement. 

Nous terminerons cet avant-propos par une liste des principaux travaux 
reIatifs aux invoIutions douées d'un nombre fini de points de coincidence . 

F. EN RIQUES et F. SEVERI.-Mémoire sur les surfaces hyperelliPtt:
ques. (Acta Mathematica, 1909.) 

F. ENRIQUES. - Sulle trasformazz'om' razz'onali delle superficie di 
• 

genere uno. (Rend. Accad. BoIogna, 1909-1910.) 
L. GODEAUX. - Sur les involutions douées d'un nombre fini de pOt'nts 

unis, aHartenant à une surface algébrique.(Rend. R. Accad. Lincei, 1914.) 
L. GODEAUX. - Mémoire sur les involutions appartenant à une sur

face de genre un. (AnnaIes de l'Ecole Normale S'Upérieure, 1914.) 
L. GODEAUX. - Mémoire sur les surfaces algébriques doub/es ayant 

un nombre fim' de points de diramation. (Annales de la Faculté des Scien
ces de Toulouse, 1914.) 

L. GODEAUX. - Mémoire sur les .Jurjaces algébriques de gen res zéro 
et de bigenre un. (Bull. de la Soc. Matbématique de France, 1915.) 

CHAPITRE I 

LA, SURFACE REPRÉSENTANT LES COUPLES DE POINTS, NON ORDOWNÉS, 

D'UNE COURBE DE GENRE TROIS, ET L'INVOLUTION D'ORDRE DEUX 

APPARTENANT À CETTE SURFACE. 

I. Soit A une courbe algébrique de genre trois, non hyperelliptique. 
Nous pouvons, sans nuire à la généralité, supposer que cette courbe est 
une courbe plane du quatrième ordre. Soit F une surface algébrique, dé
pourvue de courbes exceptionnelles, qui représente les couples de points, 
non ordonnés, de la courbe A. 

La surface F a été rencontrée d'abord par M. Humbert (i), ensuite 
par MM. F. Severí (2) et M. De Franchís (3), enñn par M. L. Remy (') qui 
Iui a consacré une étude analytique. Nous supposerons connus les travaux 
de ces géomètres . 

(l) s.." "fie S"" fllee llu si~ twll"e liie __ fo"ctio," a"l¡¡eN"e. li, geN"e t"oú. 1 OU". 
"al lIe LioufJille, 1896, (5)', IL 

C') S"U, s"pe"ficie CM "app"eseNl.,.o le coppie lli P",.ti lli ",.11 C"NJII IIlKdnca. Atti 
delia R. Accad. di Torino, 1903, XXXVIII. - S,die co""iS'J>01UIe,..e f"a i p_fi lli UNa "'NJ_ 

IIIge6ric. e sO¡Wa ~"t. cJ.ssi lli slIJ>erficie. Mem. delia R. Accad. di Torino, 1903. (2), LIV. 
C') Sulk "anetà lIelle coppie lli p",.ti lli 11_ "''''Ie ° lli _. "'NJa III,e61'Ú4I. Rend. del 

Circol0 Matematico di Palermo, 1903, XVII. 
C') s..". ",.e cllIsse 4e SII,Jaces IIlglb"iques liles aus fONt:tio," abllieN,"s de ge,."e t"ois 

ADnalea de l'Ecole Normale Sup., 1909, (3), XXVI. - s.." certlliNes .""Jllces "'glbripes lU~s 
a""fo.,#01I$ .bilinuus de ge,."e ,,,ois. 10."..".1 tle Liou"üJe,l908, (6), IV. 

90 

• 

• 



• 

, 

Mémoi1'~ $U1' l~s sU1'facu algéb1'iqu~s liles. une COU l'be algéb1'iq~ d~ ge"1'e trois 

La surface F a les gen res 

pg = 3, pa = O, P (1) = 7, l =-= 2. 

Une courbe canonique C de F est l'image d'une gol canonique de A. 
En rapportant projectivement les courbes canoniques Cdu réseau I CI aux 
droites d'un plan, on .obtient un modèle projectif de F sous forme d'un plan 
sextuple dont la courbe de diramation (à compter deux fois) est du dou
zième ordre. . 

Le système eanonique I CI est dépourvue de points-base. Le système 
bicanonique 12 CI est, par définition, adjoint à ICI. Il est par suite régu
lier (1), et, d'après le théorème de Riemann-Roch, on a donc P 2 = 7· De 
même, on a Ps = 19, P", = 37, et, en général, pour t' ~ 2, 

La surface F possède un système continu ~, de degré un et d'indice 
deux, de courbes H, de genre trois, .birationnellement identiques à A. Une 
courbe H provient des couples de points de A dont un point est fixe. Le 

\ 
système ~ a pour enveloppe la courbe K Heu des points de F images des 
couples de points de A formés de deux points coincidents. 

2. À une g~ de A eorrespond une courbe T de F. Si nous désignons 
par x le nombre d'intersections d'une courbe T, de genre 'lt et de degré v, 

avec une courbe H du système~, par u le nombre d'intersections de T et 
de K, on a (Severí, De Franchis) 

• 

8 oc + 2 v = 4 (1Ç - I) + U. 

Actuellement, xest égal à n - I et u est égal au nombre de points 
doublès de lag~, c'est-à-dire à 2 (n+z). On a done 

3 (n- 2) +v = 2 (1t- I). 

Supposons n > 4, la séríe g! est alors non spéciale et appartient à une 
n-3 l' g-n comp ete. 

Rapportons projectivement les groupes de cette gn n-3 aux hyperplans 
d'un Sn-3' Nous obtenons une courbe d'ordre n, que nous supposerons 
simple, birationnellement identique à A. Une g! est découpée sur cette 
courbe, que nous désignerons par A*, par les hyperplans d'un faiseeau. Le 
degré v est donc .égal au nombre de bisécantes de la eourbe A* s'appuyant 
sur deux Sn-5. Pour obtenir ce nombre, nous supposerons que ces deux 
Sn-5 sont da ns un même ..hyperplan. 'Les bisécantes cherehées sont alors 

(') PICA.RD: SUI' quelques questions se rattachant à la connexion linéai1'e dans la théorie. 
des fonctions 4~ deux variables indépendantes. J oU1'nal de CreUe, 1905, CXXIX, ou PICARD 

HT SUIA.RT, t. 11, p. 437.- SBVBl.l: Sulla regolarit/! del sistema aggíunto ad un sistema 
l'ÍneaJl'e di curoe appartenenle ad una superficie algebrica. Rend. R. Accad: dei Lincei, 
ZO sem. 1908, (5), XVII. 
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les":' n (n - 1) droites joignant les coup1es de points de A* situés dans 
2 

cet hyperp1an et les 2.. (n - I) (n - 2) - 3 bisécantes de A* s'appuyant sur 
2 

le Sn-6 cOmmuns aux deux Sn-5 choisis. On a done 

. 
On trouve alors 

v=(n-I)2_,¡ . 

I 
1t = - n (1Z + 1) -- 3. 

2 

• 

• 

Observons que le système complet I Z'I a la dimeosion au moins 

égale à ..:. (n - I) (n - 4), d'après le théorème de Riemann-Roch. 
2 

Les courbes quz' corresponde1tt aJ'x sérz'es g ~ conte11ues dans une sért"e 

complète non sPécz'ale et sz'mple, 01~t le gm e -;. n (n + 1) - 3, le degré 

(0-1)2 - 3 et dIes forment Ull système complet de dz'mens'ion au mOt'ns 

égale à 2.. (n - 1) (n - 4). 
2 

3. Soient Pf un point quelconque de F; PH' P f2 les points de A 
correspondant à Pf' Les deux points P u , P f2 déterminent un groupe cano
nique de A; soient P 2f , P 22 les points qui, avec PH' F t2 , forment ce groupe 
canonique, Pile point de F image du couple P 2f , P'}.'J' Le point P'}. alnsi 
défini dépend ratÏ'Onnellement de Pf et inversc~ment. Nous avons ainsi cons-

. truit une transformation birationnel1e T de F n elle-m~me. Cette transfor
mation est involutive; nous désignerons à la ois par 4> l'involution (d'ordre 
deux) qu'elle engendre ou une surface représentative de cette involution. 

D'après la définition même de l'involution <1>, il est clair que le système 
canonique I CI de F est composé avec cette involution. À une courbe C 
correspond sur la surface 4> une courbe r variable dans un reseau I r I. Le 
genre géométrique de 4> est done PK =-= 3 et, par suite, l'involution 4> ne pos
sède, sur F, qu'un nombre fini de points de co~ncidence. Les eourbes r sont 
les courbes canoniques de 4>, le réseau I r I est dépourvu de points-base et 
son degré est 3. On a donc, pour 4>, p<l) = 4 . 

Supposons que Pf coïncide avec P 2; alc rs, sur la courbe A, le point 
P u eoïncide, par exemple, avec P'}.f et Pn a ec P 22 • En d 'autres termes, la 
droite P i1 P fll est une bitangente de la courbe A. Inversement, à une bitan
gente de A correspond un point de coïnciden .e de 4> sur F. On sait que A 
possède 28 bitangentes. Par suite, l'involution ~ possède 28 points de coin .. 
cidence. I1 en résulte que le genre arithmétique de ~ est Pll, == 3 (i). 

Le théorème de Riemann-Roch nous fouG'nit la valeur des plurigenres 
de la surface 41; on a P, =- 7, P3 = 13 et, en énéral, 

• 

pour ,> I. 

~') Voir L. GODXAl1Jt: Jlémoire s,.,.. les s,.rfaces 1I1rébriques dONblts lIyllHI UH " • .", 

. fiHi de poi"ts de dírllmatioH. Anna1es de la Faculté des ~;ciences de TouloD&e, 1914. 

• 92 

• 

• • 

• 

• 

• 



• 

• 

Mémoire sur les surfrrces algébl'iques liées à une cOI."be algéb1'ique de gen"e t"ois 

On voit, en particulier, qu'i1 n'existe pas de modèle projeetif bieano
nique simple de F, e'est-à-dire qu'i1 n'existe pas de surfaee normale simple, 
birationnellement identique à F, dont les seetions hyperplanes seraient des 
eourbes bicanoniques. 

4. On peut pendre, comme modèle projectif de la surfaee ~, soit le 
plan triple eanonique dont la eourbe de diramation est d'ordre 12 (Severi), 
soit une surface de sixième ordre de Ss, ayant un point triple, en relation 
avec la surfaee de Kümmer (Humbert), 

Remarquons que le système bicanonique 12 r 1 de ~ est simple. S'i1 
était composé, ce ne pourrait être, en effet, qu'au moyen de l'involution 
d'ordre 3 définie par I r I; mais alors, sur le plan triple auquel cette in
volution donne naissanee, les eourbes 2 r serait des eoniques triples; 
cela est absurde, puisque 12 ria la dimension P2 - i = 6. Rapportons 
projeetivement les courbes de I 2 r 1 aux plans d'un S6; nous obtenons, 
dans cet espace, une surface normale, simple, d'ordre 12, à sections 
hyperplanes de genre 10, modèle projec#.f b'üanonz'que de ~. Nous savons 
de plus (1) qu'à chaque point de eoïncidence de l'involution ~ sur F 
correspond un point double conique de ce modèle projectiL Désormais, 
lorsque nous par1erons de la surface ~, c'est de ce modèle projectif qu'i1 
s'agira, 

Appliquons, à la surface ~ le théorème sur les surfaees doubles douées 
d'un nombre fini de points de diramation, sous la seconde forme que nous ' 
avons donnée (2); on a 

Pour qu'une sur.face d'ordre 1.2, à sections kyperPlanes de genre 10, 

de Sth repréSt!nte l'z'nvolu#on ~ appartenant à F, z'l.faut et z'l suffit que: 
l°) elle possède .28 poz'nts doubles conz'ques, 
2°) parmz" les kypersur.faces découpant le système ..2k-uPle du système 

des sec#ons kyperpla1les, z'l y en az't qui passent par les .28 po~'nts de dira
ma#on et qu~' touckent la surface en ckaque point d'z·ntersection. 

Pour pouvoir appliquer ce théorème, i1 fallt choisir k de teUe manière 
que les eourbes de F qui correspondent aux courbes 2kr de ~. appartien
nent à un système linéaire plus ample que 12k:r l, Aetuel1ement, il suffit 
de prendre k= 2. En effet, le système 14 ria la dimension P 4 - 1 ,.,. 21 et 
son transformé sur F, 14 e i, a la dimension 36. 

Désignons par ro les courbes de long desqudles les hypersurfaces du 
quatrième ordre de S6. passant par les 28 points doubles de <Il, touchent 
cette surfaee, dans les conditions de l'énoncé précédent. Le système 1 rol a 
le degré 34. le gênre 24 et la dimension 14. 

Si r i, r:l, "', r 28 sont les courbes rationnelles de degré - 2 auxquel-

(') L. GODJl4UX: Ioc, cit. 
(') L. GODIIAUX: Ioc, cit., nO 6, - Les hypersurfaces, dont il est question dans l'énoncé 

sont d'ordre 2k, car la sLlrface 41 est dépourvue de courbes multiples. En effet, une courbe 
d'ordre 12, de 50, a au plus le genre lOi il en résulte qU'Lln hyperplan de So découpe ~ en une 
courbe n'ayant aucun point double ou multiple. Cette remarque Dons sera utile plus loin. • 
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les sont équivalentes, a~ point de vue de 'la Géométrie Algébrique, les 
28 points doubles de 4l, on a 

~ fo +f t +fll + ..... + f 28 =4 f . 

On a ce théorème: -' 
Pour qu'une surface d'ordre 12, à sections ¡"yperPlanes de genre 10, 

de S6' représente l'involution 4l apparlenant a la surface F, il faut et il 
sufjit qu'etle possède 28 pot'nls doubles con iques et qu'il ext'ste, sur elle, un 

\ syslème Hnéat're de courbes d' ordre .21-, de degré 31-, de gen re .21- et de di
",ensz'on 11-, chaque courbe de ce systè",e ayant un seul pot'nt co",,,,un avec 
la t;ourbe ra#onelle, de degré - 2, équt"valente à l'un quelconque des 
38 pOt'nts doubles, 

S, On peut également introduire la' surface 4l par la considération de 
fonctions 8, comme l'a fait M, Remy dans son travail cité. Nous allolls te 
montrer rapidement. 

Soient f(x, y) =c o l'équation de la courbe A, Gt (x), G2 (x), G3 (x) 
trois intégrales abéliennes de première espèce, distinctes, de cette courbe. 

M. Remy considère les surfaces représentées par les équations para-
, . 

metnques: 

X=s~du, v,w), Y=~2(U, V, w), Z=~,(tI, V, w), 

les ~ étant des fonctions abéliennes à six systèmes de périodes et paires 
des trois paramètres 

u = Gt (x t) + Gt (X2)' 
v == G2 (Xt) + G2 (XII)' 

W = Gs (Xt) + Gs (x:!), 

liés par une fonction thêta normale du premier ordre 

8 (u, v, w) = o 
égalée à zéro . 

Considérons le tableau normal de périodes 

• 
2t1t o o a 

O 2Z' 'ft o b 
• o o 2Z'lt e 

b 
d 
e 

c 
e 
h, 

et les fonctions 8 (u, v, w) normales, de caractéristique nulle, du second 
ordre et paires. Elles sont au nombre de huit, linéairemertt indép.endantes, 
mais l'une d'elles est 82 (u, v, w). Soient 8 1 (u, V, w) .... , 8 7 (u, V, w) sept 
fonctions non identiquement nulles, linéairement indépendantes. La surface 
~*, d'equations 

pX¡ = e¡ (u, V, w) (t'= l, 2, .... ,y) 

. est, d'après le théorème de Poincaré, d'ordre douze. 
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Aux 28 demi-périodes annulant 8 correspondent, sur la surface, :a8 
points doubles coniques. 

M. Remy a considéré la surface que l'on obtient en projetant ~ sur un 
Se de trois de ses points doubles. Cette nouvelle surface passe doublement 
par les arêtes d'un trièdre et, par suite, ses sections planes sont des courbes 
bicanoniques. Il en résulte que les sections hyperplanes de ~* sont des 
courbes bicanoniques de la surface. Comme d'autre part, à un point de ~* 
correspondent deux couples de points de A situés en ligne droite, ~ ... est 
bien identique à ~. 

6. Désignons par H' les courbes de la surface F images des g! spécia~ 
les de la courbe A. D'après la construction de la transformation T, c.ette 
dernière fait correspondre une courbe H' à une courbe H. Les courbes H' 
forment un système ~', de degré un et d'indice deux, et les courbes H' ren
contrent les H en deux points. 

Considérons un point de coïncidence P de l'involution ~ et les deux 
courbes H, soient Hi' Ht, passant per ce point. Soient H'1, H ', les cour
bes de ~' transformées respectivement de H .. , H,. Il est facile de voir que 
H'i touche H .. en P et que H't touche de même H, au même point . Or, 
les courbes H .. +H'1, H,+H', sont des courbes canoniques C, donc les 
courbes canoniques de F passant par P, y acquièrent un point double à tan~ 
gentes variables. 

On sait (c'est un résultat obtenu par M. Severi et réproduit dans notre 
Mémoire déjà cité) que P est un point de eoïncidence parfaite, done le~ 
courbes r de ili passant par un point de diramation de cette surface, yacquiè
rent un point double. 

7. Supposons actuellement que la courbe .A. ait des modules arbitrai
res. Alors, les courbes C, H constitueront, sur la surface F, une base de 
déterminant - 3, done une base-minima (1.). Or, à la courbe H correspond, 
sur la surface~, une courbe canonique r et à la courbe C, sur la même sur
face, une courbe r également, comptée deux fois. Si done nous considérons, 
sur la surface F, une courbe .D ne passant par aucun des points de coïnci
dence de l'1nvolution c¡, et qui soit donnée par l'égalité symbolique 

.D~Ài C+ À, H, 

illui correspond, sur c¡" une courbe D* telle que 

D* -(2À i +Às) r. 
Observons que si Àt"'" o, D est composée avec l'involution ~ et i1lui 

correspon d, sur la surface ~, une courbe qui, eomptée deux fois, est la 
courbe .D •. 

Lorsque l'on eonsidére une courbe D passant par quelques points de 
coincidence de l'involution ~, illui .correspond, sur ~, une courhe 

D* + 1'-1. r 1 + ----+ 1'-. r 18, 
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les 11-1' f1-2' • • • , f1-28 étant des entiers convenablement choisis. On a alors , 
I 

D* + I1-t f + ... + 11-28 28 = (r 2 1.1 + À \I) f . 

Inversement, une courbe de la surface <I> vérifie toujours une pareille 
• égalité fonctionnelle . Par suite, les 29 courbes r. r l' r 2 •••• , IIf 8 constituent 

, 

une base de <1>. 
Lorsque l'on part d'une courbe de genre trot"$ à modules généraux, la 

surface <I> a le nombre-base P = 29. Une base est consti/uée par une courbe 
canont"que et par les 28 courbes ra#on1telles de degré - 2 équt"valentes aux 
28 poz'nls doubles COHt·ques. 

,On conclut de là. au moyen de la formule bien connue de M. Picàrd, 
que la surface <I> possède, en général, Po ~ 14 intégrales doubles de seconde 
espèce, comme l'avait d'ai1leurs trouvé M. Remy. 

• 

CHAPITRE II 
• 

INVOLUTIONS, - DOUÉES D'UN NOMBRE FINI DE POINTS DE COïNCIDENCE, 

APPARTENANT AUX SURFACES F ET <1>. 

8. Supposons qu'il existe, sur la surface F, une involution In, d'ordre 
n (> I), douée d'un nombre fini de points de coïncidence. 11 résulte d'un 
tbéorème que nous avons 'démontré récemment (1) que l'involution In est 
engendrée par un groupe de transformations birationnelles (cycliques) de 
la surface F en elle-même. Soit T 1 une de ces transformations qui "Soit diffé
rente de l'identité et de la transformation T engendrant l'involution <1>. 
Nous allons démontrer qu'illui correspond une transformation birationnelle 

• de la courbe A en elle-même. , 
On sait que si une surface admet une transformation birationtlelle en 

elle-même, celle-ci transforme une courbe canonique de la surface en une 
courbe canonique. Par conséquent T 1 transforme I CI en lui-même. 

Une courbe H de E est transformée, par T 1, en une courbe H de genre 
trois i de plus, H étant spéciale, il en est de même de H. Soit P le point de 
la courbe plane A qui correspond à la courbe H envisagée. Les couples 
de points de A images des points de li sont, puisque li est spéciale, ali
gnés sur un point P' du plan de A. Lorsque P parcourt A, P' parcourt une 
certaine courbe du plan de A, algébrique. qui a certainement quelques 
points communs avec A. Par conséquent. pour certaines courbes H, il 
arrive que la courbe li correspondante soit, soit une courbe de E, soit une 
courbe de E'. 

Dans le premier cas, ont voit que les courbes H et H ont un seul point 

(l) Sur les involutioPJS, doldes il'u" "ombre /i"i ile poi"ts ."is, appartena1lt à .me sur
face algébrique. Rend . R. Accad. Lincei, 1914, (5). XXIII. 
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common. Si toutes les courbes H n'appartiennent pas à l:, les couples 
de courbes de 1: ayant un point commun sur une courbe H quelconque 
(n'appartenant pas à l:) dçterminent, sur la courbe K (de genre trois) une 
involution Y21 de genre tròis, ce qui est absurde. 

On en condut que T t transforme en h,1Ï-même le système 1: (biration
nellement identique à A) et que, par suite, il existe une transformation 
birationnelle 't de A en elle-même. 

On ramène le second cas au premier en considérant la transforma
tion TTi • On condut alors que TTi transforme 1: en lui-même et qu'il 
existe par suite une transformation birationnelle de A en elle-même. 

Obseyva#on. - On démontrerait de la même manière que si F admet 
une transformation birationnelle non périodique en elle-même, illui corres
pond une transformation non périodique de A en elle-même, ce qui est 
absurde, done: 

Toute tyansfoyma#on bz·ydtionnelle de F en elle-même est Péyz·odz·que. 
9. . Partons actuellement de la transformation 't de A en elle-même et 

soient P un point de F, PH' P 12 les points du couple correspondant de A. 
À PH' P12, 't fait correspondre des points Pn, Pn. Soit P 2 le point de F 
représentant le couple P 21' P 'J.2. La transformation T'I faisant passer de PI à 
P, ainsi définie a la même période que 't et elle transforme 1: en lui-même. 

Soient P'll' P'a les points qui, avec Pll! PI'" forment un groupe cano
nique de A; P'21' P'22 ceux qui forment un groupe canoníque avec Pili 
P u ; P'l! P'2 les points de F images des cou pies P'll! P'll; P'2l1 P"I. La 
transformation 't ch~mge un groupe canoni que de A en un groupe can 0-

níque, done elle transforme les points P' 11' P'u en P' n, p' 22 (dans un certain 
ordre). Sur F, cela signifie que T'I fait passer de P'I à P'2. Or, Tfait passer 
de PI à P'l et de P 2 à P '2 , done on a TT'1 = T'I T, c'est-à-dire que Tet T'I 

sont permutables. 
Reprenons la ttansformation T I considérée plus haut. 
Si T I change 1: en lui-même, e1le coïncide avec la transformation T I 

qui vient d'être définie. 
Si au contraire, T I change 1: en 1:', e'est TIT qui coïncide aveJc 'I\. On 

a alors T. T I T = T I T. T = T I , ou encore TTI = T I T. Les transforma
tions T, T I Sotit done toujours permutables. De plus TIT ayant la même 
période que Tu T I et T ont également la même période. 

10. Considérons, sur la courbe A, une involution ,('i' d'ordre 2. On 
sait que eette courbe A peut toujours être supposée avoir l'équation 

y4 + y" f2 (x) + f,. (x)= o, 

ou f'). (x), f,. (x) sont des fonetions de x de degrés 2, 4 respectivement. 
La y'i est el1iptique. 

A cette involution )', correspond, sur F, une involution I" d'ordre 
deux, construite suivant le procédé ind¡qué plus haut. Aux couples de 
points de A formant des groupes de la r', correspondent des points de F 
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situés sur une cou l'be L. Tout point de cette courbe est ne coincidence 
pour l'involution Ii' 

Remarquons que la courbe L est transformée en elle-même par T et 
SOif T' la transformation de F en elle-même engendrant Ii' La transforma
tion TT' engendre une involution d'ordre 2 ayant égalemellt une courbe de 
coincidence. Les points de celle-ci sont les images des coupl4~s de points de A 
ne formant pas des groupes de , '!I les points d'un couple ayal1 t même abscisse . 

Inversement, à une involution Is d'ordre 2 donnée sur F correspond 
une involution Yi d'ordre 2 sur A. Que la transformation ~~énératrice de I. 
change ~ en lui-même ou en ~/, on voit qu'elle possède une 'nfinité de points 
invariants sut" F . . 

Si nous considérons, sur F, une trasformation birationnelle T 1 de 
période 2 E ( E> 1 ) I T 1 E sera de période 2 et différente de T. be plus T 1 E aura 
une infinité de points invariants et par suite: 

Un~ 'involu#on do~ée d'un nombre tin'i d~ coï1,c,'d~nces, appart~nant 
à F ~t non composée av~c /'z'nvolutz'on <1.>, est engendrée p r un groupe de 
transforma#ons b,'ra#onn~Ues cyclt'ques de pért'odes z'm,paz'res de F en 
el/e-même. A ckacune d~ ces transformatt'ons correspond t'me transjorma
#on bt'rationnel/e de même Période de la courbe A en el/~'-mêfln~. De P/us, 
cMcune de c~s transforma#ons est permutaM/! avec A. 

11 est d'ailleurs bien dair que l'on peut se bomer à l'étllde des transfor
mations laissant le système ~ invariant. 

1 I . Considérons maintenant une involution In, d'ordre n, appartenant 
à la surface <I.> et dóuée d'un nombre fini de points de cOln idence. Elle est 
engendrée par un gro upe fini de transformations birationnelles de la sur
face en elle-même, d'après le théorème que nous avons in oqué plus haut. 

À l'involution In cotrespond, sur la surface F, une involution P MI 
d'ordre 2 .... composée avec l'involution «), et dotée d'un nomibre fini de points 
de coïncidence. Soient Tu T'JI "'1 T kl Ties transformaltions birationne-

, 

lles de F en elle-même engendrant F ifl • Les transformations Tu T 2 , "'1 T k 

engendrent une involution d'ordre n . On en con dut que: 
Une z'nvo/ution douée d'un nombre tim' de poúzts de cOt ,nct'dence, appar

tenant à ~, ~st d'ordre i",pair. EUe correspo1f,d à une ,:nvo/u#on de .",ême 
ordre, appartenant à /a courbe A ~t ~ngendrée par des .fransformatio1f,s 
birationnd/es de cette courbe en elle-même. 

12. Nous avons vu que les involutions douées d'un, nombre fini de 
points de coïncidence, appartenant à F, et non compos' s avec l'involu
tion <1.>, sont engendrées par les transformations birationnelles de F corres
pondant aux transformations birationnelles de périodes i paires de A en 
eUe-même. Or, celles-ci sont connueSj elles ont été déterminées par S. Kan
tor (1) et, d'une manière plus précise, par M. A, Wiman ('J). Ges trans-

(') NeNe Tlseol'ie lleI' eiNlleNNKnJ pel'iollisclteN TI''''"f.I'"."lio,.eN iN lleI' libe"e. Acta 
lIathematica, 1895, XIX. 

(I) Uebel' Ilie ItYflel',Ui,ttsclten KMI'WN _nil lli ejemKtn Vfttt Gesclllecht ,= 3 J welche 
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formations ont les périodes 3, 7 ou 9, En se reportant aux résultats qui 
viennent d'être invoqués, on a le théorème suivant: 

Les z'nvolutz"ons dOt~ées d'un nombre fintO de pot'nts de coï1Zcidence, 
appartenant à la surjace F et lIOn composées avec l'i"volu#oll «). sont au 
nombre de quatre: 

1. Une t'nvolutt"on d'ordre troú sur la s1~rJace F représenta1Zt les 
couPles de poz',zts de la courbe 

x 1
3 Xli + fI¡, (XII. x 3 ) = o, 

f4 (XII' X3) étant un polynóme Jwmogè1ze de degré quatre, 
n. (hze t'nvolutt'01t d' ordre troz's sur la sur face F t'mage des couPles 

de poz"1¡ts de la cot"rbe 

a x 3
4 + b X S

2 
Xl X 2 + c Xa x13 + d X 3 x 2

3 + e X 1
2 X/ == o. 

III. (fne z'nvoIU#01t d'ordre 7 sur la SUy face F únage des couPles de 
POZ'1ttS de la courbe (de Klet"n) 

Xl X 2
3 + X 2 X s3 + Xa x¡3 = o. 

IV. (fite z'nvolutz"on d'ordre 9 sur la surface F représcnta1tt les fi.ou
pIes de points de la qt¿artique 

Xa
3 

X 2 + X 1
4 + Xl x,i = o. 

Nous étudierons, dans les chapitres suivants, les quatre involutions 
précédentes. ainsi que les involutions auxquelles elles donnent naissance 
sur la surface «), Nous construirons des modèles projectifs de surfaces repré
sentant ces différentes involutions. 

, 

• 

CHAPITRE III 

L'INVOLUTION D'ORDRE TROIS APPARTENANT À LA SURPACE 
, 

REPRESENTANT LES COUPLES DE POINTS DE LA COURBE 

X13 x 2 + jlJ (xll , Xa) = o. 

13· La couroe d 'ordre quatre et de genre trois 
x}3 XI + fI¡, (Xi. Xs) = o, 

ou f. (XII. X3) est un polynome homogène du quatrième degré, est inva
riante pour l'homologie 

• 
eiNlleutigen Tl"aniformfltionm in sich IIUJassen, Bihang til1 K. Svenska Akad. Handl. 1895, 
XXI. - ZÑr Theorie tler tindl ichen Gruppell von birationnalen Transformationen in der 
]jJ}t!nt1 . Matbem. Annalen, 18'~7 ) XLVIII. 

• 
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2i1t 

• 

t = e 3 étant une racine primitive cubique de l'unité. La transformation 
t engendre une involution rationnel1e d'ordre trois et laisse cinq points in' a
riants, à savoir : Qo, centre d'homologie et Qt, Q" Q3' Q". situés sur l' xe 
d'homologie XI = o. Les quatre droites Ql Qo, Qi Qo. Qs Qo. Q" Qo sont es 
tangentes d'inflexión en Ql' Qt. Q3. Q", et la tangente en Qo a. avee A, un 
contact quartiponctuel (point d'ondulation). 

On a d'aille urs 

Considérons la surfaee F qui représente, sans exception. les cou pIes de , 
points (non ordonnés) de la courbe A. A t correspond une transformation 
birationnelle T 1 de F en elle-même. engendrant une involution Ia, d' r
dre trois. 

Cet te involution Is possède qainze points de coïncidence. à savoir: 
Poo représentant Ie couple formé par le point Qo compté deux fois: 

POi (t' = l, 2. 3.4) représentant le couple Qo Qi; 
P ik U. k = I, 2. 3,4) représentant le cou ple Q/QIt. 

Désignons par Ho, H l , H 2 , H 3. H t¡, les courbes de E passant respective
ment par les point poo. P w Pu , P S3 ' P",t¡, (qui se trouvent sur K). Le point 
Pik (z'~k) se tro!lveà l'interseetion des courbes Hi, HIt (u, k= o, 1,2.3. ). 

14. La transformation T1 change en Iui même le système canoni ue 
I C I de F. En particu1ier, elle change en el1es-mêmes les courbes e pass' nt 
par les six points p u • P 13 , Pu" P i3 • Pi ... P 3f. et la eourbe C composée de 
Ho et de la courbe H'o que la transformation T fait correspondre à Ho. 

Soit F* une surface image de l'involution Is' À une courbe e corres
pond. sur F*, une courbe C* de genre 7, ayant 6 points doubles variables. 
La courbe. C* a done le genre virtuel 1. Son degré virtuel est égaI en degré 
effectif 6 augmenté du double du nombre de points doubles variabI s, 
dooc à 18. 

Le système linéaire 
Riemann-Roeh, 

I C* I a la dimension r donnée par 1e théorème de 
• 

r-;:;-'lt a + 18- 13 + 1:>- 6. 
• 

11: a étant le genre arithmétiq ue de F*. 
Rapportons projectivement les courbes C* aux hyperplans d 'un Sr, 

nous obtenons une surfaee d'ordre 18 , birationnellement. identique a H*. 
que nous désignerons toujours par F *. 

À l'invo1ution I3 eorrespond sur <I> une involutlon Ps dont nous dèsi
gnerons par <1>* une surfaee image. Opérant sur I r i eomme nous avons 
opéré sur I CI, nour formons. sur <1>*, un système Iinéaire I r* l, de genre et 
de degré 9. La surfaee <I> étant régulière, il en est de même de <1>* et la dim n
sion de I r* I est done (Riemann-Roeh) éga1e à?C' If + 3. Or 'It'. < 3. car I CI 
n'est pas eomposé avee Is. done la dimension de I r* l, au plus égale à S, est 
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Mémoire SUI' les surfaces aJgébriques lUes li une courbe alKébrique de gePlre trois 

inférieure à cell e de I e* I, qui est donc simple. La surface F*, de Sr, 
est donc simple. 

Au système 1 e* 1 correspond, sur F, un système dont les courbes sont 
contenu~s totalement dans le système tricanonique 13 e I. 

15. Nons allons étudier les points de coïncidence P 12 , P 1S , ... , Ps,,' 
Remarquons que les courbes de I el passant par un de ces points, pas

sent également par les cinq autres. De plus, ces courbes, q ui forment un 
faisceau, ne peuvent se toucher en ces points. 

Une de ces courbes étant transformée en elle-même par T l , i1 en résulte 
que les points en question sont des points de coï,zddence parfaits pour Is' 

Trois courbes e passant par les six points considérés forment une 
courbe du système 13 el; par conséquent les courbes de I 3 ç 1 qui sont des 
transformées de courbes e* de F* et qui passent par P J2 , par exemple, ont 
en ce point une multiplicité z' au plus égale à 3. Considérons une de ces 
courbes et son homologue e* sur F'*. Soit x le genre de cette courbe (qui 
passe par le point de diramation P*12 correspondant a P1i ). La formule de 
Zeuthen donne 

, 
On en con dut que z'(i + 1) est multiple.de 3. Mais d'autre part, le degré 

effectif des courbes 3 e passant par P u et transformées de courbes et- est 
multiple de 3. Or, ce degré est 36- i 2 , car ces courbes ne peuvent pas se 
toucher. On voit done que z· = 3 et que, par suite,.x = 11. 

Par conséquent, la surface F* possède en ~ une singularité qui 
abaisse de deux unités le genre d'une section hyperplane. La courbe e* 
passant par Pfs a pour transformée sur F une courbe 3 e ayant un point 
triple en P u et sur chaque branche de cette courbe en ce point il y a 
un groupe de Is infiniment voisin. Donc la courbe C* a un poipt triple en 
Pfs et ce point est un point conique triple à còne tangent rationnel de F*. 

La surface F* possède six po'ints de dt'rltma#on p~, pr" ... , p!, quz' 
sont des po'ints trzp/es cont'ques à cones tangents ratz·onnels. 

16. Examinons maintenant les points Poo, POl' POl' Pos, po., Pn, P u , 
P!l3' P 1&1&' 

Considérons par exemple le couple POl' Pn' Les courbes e passant par 
l'un de ces point s'osculent en chacun d'un en touchant la courbe Hl en P u , 
la courbe Ho en POl" Mais une de ces courbes e n;est pas, en général, inva
riant~ pour 7'1' Parmi les courbes e passant par POl et P llI il y en a deux 

' invariantes pour T)I l~une est constituée par les courbes Ho, H'o, l'autre 
par les courbes H l , H'l' Remarquons que la courbe H'o tou che H 1 en 
Pn et que la courbe H'l touche K en Pn et Ho en POl' Nous connaisons 
donc, en chacun des points considérés, deux directions invariantes pour T l , 

a savoir: en P 11l les directions tangentes respectivement à Ket H l ; en POP 

les directions tangentes à H 1 et à Ho. 
Supposons que Pn soit un point de coincidence parfaite. Alors, le point 
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de diramation Ptt correspondant sur F* est un point triple conique, a cone 
tangent rationnel. Considérons une courbe e passant par PH et non inva
riante pour T l , Cette courbe, jointe a ces transformées par T 1 , donne une 
courbe de 13CI à laquelle correspond, sur~, une courbe C* ayant un point 
triple avec une seule tangente en pt. Mais on pe ut former 00 1 courbes C* 
analogues, la tangente en P'ft restant la même. Le cone des tangentes en 
Pr. devrait done ètre dégénéré en trois plans concourants, la droite commune 
correspondant à la direction tangente à HI en Pn' Considérons maintenant 
la courbe 3 (Ho + Hf o) = 3 C. Il lui eorrespond, sur F*, une courbe C* 
située dans un hyperplan ne passant pas par la droite triple du cone tangent 
à F* en P1"1, mais dont la tangente en pt est unique. I1 faudrait done que le 
cone tangent en Pft à F* se réduise à un plan triple. Cela revient à a~me
tre que les courbes de 13 CI, invariantes pour T l , passant par P lll y ont 
un point triple a tangente unique, tout en formant un système linéaire, 
Cela est absurde, donc P 11 n'est pas un point de coïncidence parfaite, I1 est 
de mème de POl' 

On arrive de la même manière à la même conclusion pour les points 
P~s, Pos, P ss , Pos, P 4t¡" Por,,· Pour POt, la démonstration est un peu différente, 
mais repose sur les mêmes principes. Les courbes C, passant par Poo, y 

, 
acquièrent un point double dont les branehes ,tòuchent K en Poo' A trois de 
ces courbes transformées l'une dans l'autre par T 1 correspond une courbe 
C* ayant en P:: un point sextuple à deux tangentes triples, Si done Pot 
était un point de coïncidenee parfaite, le cone tangent à F* en P~ devrait 
se réduire à trois plans confondus, ce qui est absur?e, 

On sait qu'à un point de coïncidence non parfaite correspond un point, 
double biplanaire ordinaire de diramation, donc: 

La surface F* possède ,teu! po ú'tts de dz'rama #01Z P:, Pt~, .. " P!, P:, P~ 
quz' sant des poz'nts doubtes b1:ptanat'res ordútaz-res. • 

17, On sait que si une surface possède un point triple, ses adjointes 
passent par ce point; en d'autres termes, les courbes canoniques de F* doi
doivent rencontrer en un point les eourbes auxquelles sont équivalents, au 
point de vue algébrique, les six points triples de F*. D'autre part, une 
courbe canonique C* de F* doit se transformer en une courbe canoniq ue 
de F. On en conclut que les courbes canoniques de F* correspondent aux 
èourbes e passant par p l !, P l3 , "" P a4 - On a donc, sur F·, un faiseeau de 
courbes canoniques I C* l, PK = 2, 

On voit aisement que les eourbes C* sont elliptiques et 'que, par suite, 
on a, po ur F*, 1'(1) = I, 

Soit Ò le nombre de courbes C* ayant un point double en dehors 
des points de diramation, Comme un point double biplanaire ordinaire 
abaisse la classe d'une surface de tro is unités, l'invariant de Zeuthen-Segre l 
de F*, calculé au moyen du faisceau I C· l, est 
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L'invariant de Zeuthen-Segre de F est d'une part égal à 2 et d'autre 
part, calculé au moyen du faisceau formé par les C passant par Pa, .. . , P 31¡ , 

égal à 30 - 25, On en conclut 8 = 9 et I= 32. 
Par la formule 

on trouve que le genre arithmétique de F'* est Pa = 2. F'* est done régu
lière. Par suite, la dimension de I C* I est, d'après le théorème de Riemann
Roch, égale à 8, done: 

La sur/ace F*, únage de l'úzvolutt'on Is, est d'ordre 18, à sectt'ons 
hyperplanes de genre 13, dans un espace S8' EUe possède six' points trt:ples 
à cOlies tangents ratz'onnels et neu/ pm'nts doubles bz'pla1zaz'res ordz'naires. 
EUe a les ge1wes p(\) = I, PI: = Pa = 2, P2 = 3, Pa = 4, ... ' 

18. Considérons l'involution d'ordre 6 engendrée sur F par les trans
formations (permutables) Tet T l , Nous avons déjà prouvé l'existence, surla 
surface I{)* image de cette involution, d'un système linéaire I r * l, de genre 7 
et de degré 9, de dimension r au moins égale à 3 et au plus égale à 5. Rap
portons projectivement les courbes r* aux hyperplans d'un Sr' Nous obte
nons, dans cet espace , une surface d'ordre 9 birationnellement identique 
à tI»*. C'est cette surfaee que nous désignerons dorénavant par 11»*. 

L'involution d'ordre 6 considérée possède: 
a) Un point de coïn'cidence d'ordre 6, Poo, invariant à la fois pour 

T et T l , Ce point est évidemment une coïncidence non parfaite. 
b) Six points de coïncidenee parfaite triple P l 2 , ... , P SI¡' 
e) Huit points de coïncidenc.e triple non parfaite P 1lI Pn, P3~' P44, 

POl' PQ2' Poa, P o4. 
d) Vingt-sept points de coïncidence parfaite double (invariants 

pour T). . 
Ainsi que nous l'avons fait dans des travaux antérieurs déjà cités plus 

haut, on établit qu'au point de coïncidence sextuple eorrespond, sur I{)*, 
un point de diramation qui est un point double biplanaire formé d'une 
suite de trois points doubles infiniment voisins successifs dont le dernier est 

• cOOlque. 
Aux six points de coïncidence triple Pu, ... , PSI¡, eorrespondent trois 

points de diramation qui sont des points triples coniques à cònes tangents 
rationnels de 4)*. 

Aux huit autres points de coïncidence triple correspondent quatre 
points de diramation qui sont des points doubles biplanaires ordinaires de IP*. 

Enfin, aux vingt-sept points de coincidence double correspondent neuf 
points de diramation qui sont des points doubles coniques de I{)*. 

19· Le système I CI étant composé avec l'involution I{), il correspond 
sur et, aux courbes C* de P, <10 t eourbes r* qui soot nécessairement les 
courbes ca.noniques de ~*. On a done, pour cette deroière surfaee, PK = 2, 

P(I) = 2. De plus, la surfaee étant néeessairemeot régulière, 00 a p. = 2, 
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Pi ==- 3, P 3 = 4, .... Par conséquent, on a (théorème d Riemann-Roch) 
r = 5, et 

L'~'nvolution d'ordre sz'x engendrée sur F par les transformations 
T et Tu a pour t'mage f~ne s1/.rface d'ordre 9, à sectz'onts kyperPlanes de 
genre 7, de Si' possédant: 
• 

un point double bzplanaz're formé d'une suz'te de trois poz'tzts doubJes 
~'nftnz'ment Vot'st'ns st/.ccessifs dont Je dernür est conique; 

troú poz'nts trtples com'ques a cones tangents ratz'on1uls; 
quatre po~'nts doubles bzpJanaires ordz'naz'res; 
neu! pOt'nts doubles com·q1/.es. 
Cefte surface a les genres p. = Pg = 2, pm = I. 

CHAPITRE IV 

L'INVOLUTION n'oRDRE TROlS APPARTENANT À LA SURFAC:E REPRÉSENTANT 

LES COUPLES DE POINT8 DE LA QUARTI QUE : 

20. La quartique A, d'équation 

a X S
4 + b X S

2 Xl X2 + c X s x 1
3 + d X3 X23 + e X l

2 ~'22 ==- o 

est invariante pour l'homographie 

't = (~Xl ~2 Xli X s ) 
2 i 1t Xl X 2 x s , 

Ou t = e 3. est une ' racine cubique primitive de l'unité. . 
La transformation 't engendre, sur A, une involutio.n r's, elliptique, 

d'ordre trois, possédant deux points unis Ql (XII = Xs = o) et Q. 
(Xl = Xs = o). Le troisième point uni de l'homographie, ~~ (Xl = X, = o) 
n'appartient pas à la courbe. 

La surface F, image des couples de points (non-ordonnés) de la 
courbe A possède une involution Is engendrée par une. transformation 
birationnelle T) de F en elle-même construiu~ au moyen d 't comme cela a 
été indiqué au chapitre Il. 

L'involution Is possède, sur la surface F, trois pointsj de coïncidence, 
• qUI sont: 

l°.) Lepoint P1l! image du couple de points Ql' Ql' 
2°) Le point Pu, image du couple Ql, QII' 
3°) Le point PH' image du couple Q,I, Qt· 
Soient HI, H. les courbes H passant par P 11I Pn; H'lI H'. les courbes 

de 1: qui correspondent à HlI H, par la transformation T. e point Pa est 
situé a l'intersection de Hl et Hil; P llI Pn sont sur K. Re rquons que la 
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Mémo;re SN,. les surjtllces ,dgébriques liüs " une cON,.be tllgébriqNe de genre trois 

droite Ql Q. étant une bitangente de la quartiqne A, le point P 12 est en 
même temps invariant pour T. 

21. La transformation T 1 lais se invariantes trois courbes canoniques 
de, F, à savoir: 

l°) La courbe Co dont les points représentent les eouples de points 
de A aliqués SUI' le point Q. 

2°) La courbe CI = H 1 + H'l' 
3°) La courbe Cs = Hi + H 2 • 

Les courbes canoniques e passant par un des points de coïncidence, 
passent nécessairement par les deux autres; elles ont un point double en P fi 
et des points simples en P l1I Pn' De plus, le faisceau formé par ces cour
bes est invariant pOUI' Tu mais une de ces courbes n'est pas, en général, 
invariante pOUI' T I • 

Si les points de coïncidence P l1I Pla, Pn étaient des coïncidences par
faites, les courbes e passant par ces points devraient s'y toucher. Mais 
alors, ces courbes auraient plus de six points communs, ce qui est absurde, 
puisque I el est de degré six. On en conclut que Is possède trois points de 
coïneidence non parfaite. 

22. A une courbe e correspond, SUI' une surface F* image de l'invo
lution Is, une courbe C* de genre et de degré effectifs i et 6, mais possè
dant six points doubles variables. Le système I C* I a done les genre et 
degré virtuels' égaux à 13 et 18. !llui correspond, SUI' F, le système trica
nonique 13 CI· 

Considérons un faisceau de courbes C*. Nous savons que. celles qui 
passent par un point de diramation y acquièrent un point double et que, 
comme ce point double équivaut, au point de vue des transformations bira
tionnelles, à deux courbes rationnel1es de degré - 2 ayant un point 
commun, i1 doit compter, dans le caleul de l'invariant de Zeuthen-Segre, 
pour trois unités. Soit ò le nombre de courbes du faisceau considéré qui 
ont un point double ordinaire. L'invariant de Zeuthen-Segre de F* est 
égal à 

• 
12 Pa + 9 - p<1I = 8 - 61, 

Pa et P(tl étant les gen res arithmétique et linéaire de P*. 
L'invariant de Zt!uthen-Segre de P, ealculé au moyen du faisceau 

correspondant de I 3 CI, donne ò = 67. On en conc1ut 

12Pa + 3 ~p<lI. 

Or, le genre linéaire de F* est inférieur à celui, 7, de F, done p(\) < 7 • 
et par suite Pa = o, P(I) ===z 3. 

La courbe canonique de F* a po ur transformée uoe courbe canonique 
de F et cette courbe ne doit pas passer par les points de eoincidence de Is' 
On en conclut que la courbe canonique de F* est la courbe e.* qui a po ur 
correspon dante eo sur F. On a, pour P*, PK = I. 
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ARXIVS DE L'INSTITVT DE CIÈNCIES 

23, Considérons l'involution d'ordre six engendrée par T et T 1 sur F, 
En opérant sur le système I CI comme on l'a fait tantot et en remarquant 
que ce système est composé avec l'involution 41, on construit, sur une sur
face cI»* image de cette involution, un système I r * I, de degré et genre vÏr.
tuels 9 et 7 . 

La surface <1>*, étant également l 'image d'une involution d 'ordre trois 
existant sur la surface régulière CIl, est régulière, Soit r .¡* la courbe qui 
correspond sur CIl* à C .. j comme eUe correspond également à la courbe cano
nique Cc: de P, c'est la courbe canonique de CIl* et on a, pour cette sur
face, pa = PK . I, La courbe C. ne passant par aucun point de coïncidence 
de ls ni de CIl, la courbe r.* a le gen re 2 et CIl* a done le genre linéaire pu> = 2 • 

On en condut que ses plurigenres sont P,=3, P 3 =5, .. " 

Pi = ~ z' (z' - I) + 2 U> I), 
-

Le systè.me I r* " qui est le système tricanonique de CIl*, a la dimension 
Ps - I = 4, Rapportant projectivement les courbes de I r*1 aux hyperplans 
d'un S .. , nous obtenons une surface birationnellement identique à «Il'" (et que 
nous désignerons encore par cette même lettre), qui est d'ordre 9, 

L'involution d'ordre 6, engendrée par T et T 1 sur F, possède: 
a) un point de coïncidence sextuple P u , 
b) deux points de coïncidence triple P llI P 22 , 

Ces trois points sont des coïncidences non parfaites, 
e) ving-sept points de coïncidence double, 
Par suite, on peut énoncer le théorème suivant : 
L'z'nvolutt'on d'ordre sz'x engendrée sur F par T et T 1 a pour z'mage une 

sttrface d'ordre 9, à sectt'ons hyperPlanes de genre 7, de St, possédant: 
un poz'nt doub/e Mplanat're constt'tué par une suüe de trot's pot"nts 

doubles t'njinz'ment voúz'ns successzfs, le dernt"tw itant con t'que, 
un pOt'nt doub/e bzplanaire ordz'naz're; 
neuf pot"ttts doub/es cont'ques, 
Cette surface a les genres pel) = 2, pa = Pg = l, P 2 = 3, P g = 5, .'" 

• 

p¡ = _l (i-I)+2 (i > I), 
2 

On sait que M. Enriques (1) a déterminé le type général d'une surface 
algébrique de gen res pa = PK= I, pel ) = 2, Le tipe normal de cette surface 
est la surface tricanonique d'ordre 9, à sections hyperplanes de genre 7, 
de St, passédant une clroite double ou triple, image de la courbe canonique, 
Cette droite est précisément double quand la gs1 découpée sur la courbe 
canonï'que par les courbes tricanoniques, a un point fixe. Cela n'a pas Heu 
dans le cas de la surface cI»*, donc cette surface possède une droite triple, 
image de la courbe r."'. 

\ 

el) Le superficie algebriche li Ke~l"e lineare pel ) = 2. Rend. delIa R. Accad. dei Lim:ei, 
1· sem. 1897, (5), VI. 
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24, Reprenons la surface 1-*, Le système 1 C*I a, d'après le théorème 
de Riemann-Roch, la dimension y ~ 6, Rapportons projectivement les cour
bes C* au:x: hyperplans d'un S" nous obtenons une surface d'ordre 18, que 
nous désignerons toujours par F'*. Cette surface est simple, puisque ~* est 
dans un Sft' 

Correspondant aux trois points de coïncidence P u , P lI , Pu, F'* pos
sède trois points de diramation qui sont des points doubles biplanaires ordi-

, 
naires. 

Le système bicanonique de ~* a la dimension 2, donc cel ui de F* a la 
dimension au moins égale à 2. On ne peut pas dire que le système bicano
nique de F'* est régulier, car le théorème de Picard-Severi (t) peut s'énon
cer: «Le système adjoz'nt à une couybe apte à déftnz'y un système continu tju,' 
n'est pas un faz'sceau z'yyatz'onnel, est y¿gult'ey» et la courbe canonique C.* 
de F'" est isolée. Mais le théorème qui vient d'être invoqué permet de dire 
que le système tricanonique 1 C*I est régu1ier et que,. par suite, po ur F'*, 
Pi = 7, En général, Pi = Z'(z'- I) + I (1.'>2). 

L'z'nvolu#on Is est óirat'':onnellement z'dentt'que i, une suyface d'oy
tiye 18, à secHons kyperplanes de genre 13, de S61 poss¿dant tyO"S points 
douóles bzplanat.·yes ordinaz'res, Cette suyface a les genyes p(t)= 3, p. = o, 
pg=I, P,~31 Ps =7, "'1 P¡=i(i-l)+I(i > 2). 

, 

• LUCIEN GODEAUX 

.Front BeIge, 17 ¡Ilnvie" 1917 

(') Loc, cito (Chap . I ). 
(<< suifJ"e) 
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