LES FUNCIONS DE TCHEBICHEF *

1. En sa Memoria sobre'ls numeros prims, publicada l'any 1852
(Journal de Lionville, XVI1I, pag. 366), En Tchebichef estudia en primer
terme la funcié § x definida com segueix:

Per a qualsevol valor positiu de x = 2, la funcid ¢ x és la suma dels
logaritmes neperians de tots els numeros prims que no passin de x; 0 aixo
que és el mateix, §x és el logaritme neperia del producte de tots els nume-
ros prims que no passin de x. Per a qualsevol altre valor positiu de x < 2,
es posa per definicio §x = 0. 1)’aquesta manera la funcié ¢ x resta definida
en tot I'interval positiu.

Es despren de la definicio que la funcié 6 x es constant en tot interval
que no continga cap numero prim, 0 que’n tinga no més que un, en sa vora
inferior; que cada vegada que x, variant continuament, arriba a un numero
prim, la funcio 0 x fa un salt igual al logaritme d’aquell numero prim; i que
en conseqiiencia, cada numero prim es una solucio de continuitat de la
funcié 6 x, que és en aquell valor de x funcié semicontinua, solament cap
a la dreta.

Valent-se de la funcio 6 x, en defineix una altra,

1 1 1
bx —0x4+0x T F+0x 7+ 0x T 4 ..... , (1)

que per a qualsevol valor positiu de x = 2, és un polinomi, perque al créixer
. --l- » » . - . . ’

n indefinidament, x # té per limit la unitat, de manera que arribara a ésser
1 !

x n < 2,1des del moment que aixo siga, 6x 7 i tots els termes que segui-

rian son nuls. Per als demés valors positius x < 2, es clar que també ¢ x = O.
I valent-se d’aquesta segona funcio ¢ x, n’estudia una altra definida aixi,

x x x
[x* =gpx+d—-—4+4¢—F4=4.... : 2
Y i VS 4 (2)

que també per a qualsevol valor positiu de x = 2, consta d’'un numero

- . x - . L4
limitat de termes, per anul‘lar-se ¢ o 1 tots els que seguirian des del moment

* Conservo la ortografia francesa, de manera que la ch deu pronunciar-se com la nostra
Xeix.
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J. Rivs 1 Casas: Les funcions de Tchebichef

x » . .
en que — < 2. [ també per als altres valors positius de x < 2, es clar que

tindran T x = o.

2. Si en la definicio (2) de T x, hi substituim els valors (1) de la
funci6 4, podrem disposar els diferents termes de que’'s composa T x, en una
matriu rectangular, tal com

s -
1]
>
—_—

Tx — ox + bx + bx T Wiy T g
o5 ) )
PEGP e ) o
s o3RG o)

o s

Aquesta matriu és limitada horitzontalment i verticalment per a qual-
sevol valor determinat de x = 2; car esta limitat el numero de files efectives,
i el nimero de termes efectius en cada fila, com s’és dit més amunt.

De les definicions surt que aquesta ultima funcié T x és una suma de
logaritmes neperians de numeros prims, repetits algun d’ells, car pot tro-
bar-se al ensemps en varies de les funcions § que s’han de sumar per a tenir
la T. Aixi és que podrem posar

Tx = X ko loga; (4)
prenent z seguidament els valors
PLE T SE T  TANE ¢ SRR i

prims, que no passin de x,; i per a cada valor d’z, essent £z igual al
numero de termes o elements de la matriu (3) que tinguin sumat el logaritme
d'«, 0 aix0 que és el mateix, £« ésigual al nimero d’elements iguals o més
grans que « en aquesta altra matriu, ja il'limitada:
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ARXIVS DE L'INSTITVT DE CIENCIES

Fixem-nos en les columnes d’aquesta matriu.
Els numeros de la primera columna

. x ~ L]
1 segons que — = «, serd #x = x. Doncs, en la primera columna de la
n < =

matriu (5) hi ha tants elements iguals o més grans que =, com numeros
divisibles per « hi hagi entre’ls factors de la factorial.

(Ex)! == 1.3.'3. 4 .00 (E ),

representant per E x el més gran dels enters que no passin de x.
Igualment, els nimeros de la segona columna de la matriu (5).

1 1 i 1
.“L ) p— - 1 3 - §y sraes ¥
2 3 4

es poden fer correspondre amb els multiples d'«?, i segons que

1
x .e_ b 2 .
(ﬁ') ; % %, Sera 7 u % 2. Doncs, en la segona columna de la matriu (5)

hi ha tants elements iguals o0 més grans que 2, com numeros divisibles per
« ? hi hagi entre’ls factors de la factorial (E x)!
Aixi mateix, els numeros de la tercera columna de (5) es poden coor-
1
= ) e <

1 segons que | — = a. S€ra 7 o = X.
) g q (I’l & ) >

Doncs, hi ha en la tercera columna de (5) tants elements iguals o, més grans
que =z, com numeros divisibles per «° hi hagi en la factorial (E x)!

Seguint aixi, de columna en columna, s'arriba finalment a que’l numero
total d'elements de la matriu (5) que siguin iguals o més grans que x, val a
dir, el coeficient 2, del log « en la expressio (4) de Tx, és igual a la suma
de tots els numeros que expressen, quants n’hi ha divisibles per «, quants
per «®, quants per a2, etcétera, entre’ls factors de la factorial (E x)! En
altres mots, 2« és l'exponent de la maxima potencia del numero prim
continguda en (E x)!

Doncs, si descomposem en factors prims (E x)!, i prenem el logaritme
neperia del producte de factors prims en que’s descomposa aquesta factorial,
surtira.

denar amb els multiples d'« "

log (Ex)! = X £alog u;
i com que aquest segon mombre é€s igual al de (4), tindrem
Tx = log (Ex)! ' (6)
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J. Rivs 1+ Casas: Les funcions de Tchebichef

3. Aquesta propietat (6) ve a ésser el teorema fonamental de la me-
moria d’En Tchebichef, que venim extractant, encara que no més hem de
referir-nos a sa primera part.

Aqui considera En Tchebichef, referint-la al modul 30 = 2. 3. 5, la
expressio

* L fety x
= s X x
=y x + ¢ -+ L + 4 + .....
2 3 +
2 x ~ X
W i) i} e — L
I A P 55 2
t‘ibx Lb——;‘:'———e'!, d !‘L b N . (7)
3 A 33 4.3
M. ARl SIRD R 2 Vil
*3 3.5 T8 27T R A
1-—:2—:- —ii:— "'J i '.l/-"f— .....
+P30 +¢2.30+ 12,30 + ‘4.3o+ ]
:A,»,!,,t-{-Azq,'—;-l-A;,!\Li;—l- ..... +A,,c;,?—:+ ..... :

i determina els coeficients A4 , d'aquest desenrotllo, distingint els casos
seguents:
Si 7 és prim amb el 30, és a dir, si

g == 11 71 111 I3» 17! 19! 23! 29! (mOd 30)'

Y
1]

-, Se trova no més que en la primera fila de (7), 1 per tant, 4, — 1.

o

Siz té amb el 30 un maxim codivisor igual a 2, 3, o 5, és a dir, si
respectivament,

n = 2,4, 8, 14, 16, 22, 26, 28,
n = 3,9, 21, 27, (mOd' 30);
n = J§, 29,

y - estrovaen la primera fila de (7), i en una de les tres segiients, i per

tant, 4, = o.
Si el maxim codivisor de # i 30 és algun dels tres productes binaris.

203 ==l0p 2.9 == 20, *° 3.¥ == 1§

b

és a dir, si respectivament, p
n = 6, 12, 18, 24,
7n = 10, 20, - (mod. 30);
n = 13,
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x : . ! .
y — se trova en la primera fila de (7), i en dugues de les tres seglients, 1 per

7
tant, 4, — — 1.
i 5 . x ®
Finalment, si # = 30 (mod. 30); 4 ~ Setrova en totes cinc files de (7),
i també 4 , = — 1.
Resumint, i deixant apart els casos en que 4, — 0; es veu que

segons que (mod. 30),
» = 1,6,7, 10,11, 12,13, 1§, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 29, 30,
sera respectivament.
A,—1, —1, 1, —1, 1, —I,1, —1, 1, —1, I, —I, 1, —1, I, —1,

De manera que surtira,

x x X X
i NP b o PR AR |
2 3 5 30 8)
% x x x x
= y X — | - Y= ) — Y — — g — 4+ .....
i i + i 170 ol [1 Y12 i )

r x
que és la suma alternada dels valors de ¢ -1 que corresponen als valors de
72 creixents i que tinguin amb el 30 un maxim codivisor 3 = 1, 6, 10, 1§, 30.
Com que'ls termes d'aquesta suma alternada van mimvant, la suma
total estara sempre compresa entre la dels 2 primers i la dels (£ 4 1) primers
termes, lo que permet determinar parelles de nimeros que comprenguin
entre ells el primer membre de (8). En Tchebichef considera la primera de
tals limitacions
x 8 2 o b X X
VX — =< T —T-——T - —=—T=-4+T — <z,
' . 0 2 3 S 30
i partint d’ella, i del teorema fonamental, per una llarga serie de raonaments i
calculs que no fan al nostre objecte, posant

1 1

1

30 30

A = log s = 0.92129 20229 34090- 78 ..... :

arriba a demostrar que

- 6 - :I 5 ’ i 5 -
b r < % Ax — Ax? + Ve & (log x)* + 2 log v + 2,
| ; (8 + S 2 IS ‘
0 x > Ax — 3 Ax? oz 6 (log x)* — F log x — 3;

tenint aixi dos numeros que comprenen la suma dels logaritmes de tots els
numeros prims que no passin de x,
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J. Rius 1 Casas: Les funcions de Tchebichef

D’aqui en dedueix altres dos limits, superior e inferior, del nimero dels
numeros prims compresos entre dos nimeros donats, i com un cas particular
d’'aixo0, arriba a demostrar completament un teorema que En Bertrand havia
postulat, després de constatar-lo dintre dels limits de les taules conegudes;
i és que entre’ls numeros a i 2a 4 2, qualque siga a, hi ha sempre al menys
un numero prim.

4. En lloc de seguir En Tchebichef per aquest cami, mon objecte és
veure si es pot generalitzar la funcié per ell usada, o si al generalitzar-la
es dedueix alguna propietat aprofitable.

Comengem per un cas més senzill, i referint-nos al modul 2.3 = 6,
prenem l'expressio

. Lo i I -
X X X )
=  yx 4+ + & Nt
2 3 4
x x x x
—_— = — — = i el L
2 "l 2.3 ""'3.2 " 4.2
x x X x L (9)
— = — — — —_— — — .
3 2.3 3-3 4:3
T Yt S s 58 S PR L
R b Tl b et <o 0 oo il |
— Ay 2+ Ay T A A4S+ o+ Ay St
2 3 "
Si # €s prim amb el 6, és a dir, si # = 1, 5§ (mod. 6); 4, = 1,
perque :—: esta no més que en la primera fila de (9).
Si z té amb el 6, el maxim codivisor, 2, 0 3, és a dir, si #» = 2, 3, 4

X

(mod. 6); 4, = o, perque ¢ = esta en la primera fila de (9), 1 en una de

las dugues segiients.

R, ’ . X .
Pero si # = 6 (mod. 6), també A4 , = o, perque ¢ ., €sta en totes

quatre files de (9).
Tenim, doncs, que segons que
n = 1,2, 3, 4 95 6(mod. 6),

sera respectivament

A n

$440, 0 D, 1, 0

i per consegiient

"

x X x y X
Tx-—-T;——TE-}-TtS=q,x+-4:§+tf—7—+#”+ ..... ‘ (10)
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’ . LI .]:
que €s una suma, amb tots els termes positius, que son els valors de ¢ =

corresponents als valors de »# prims amb el 6.

No té res d'estrany que'l resultat en aquest cas sigui més senzill que en
el cas estudiat per En Tchebichef, car també el modul és meés senzill, no
tenint més que dos factors prims. Prenem ara el modul, una mica més com-
plicat, 2. 3. 5. 7 = 210, compost dels quatre primers numeros prims, i
considerem la expressio.

£ I e X P - il -
[ - T—-——T= —-TZ—T=+4+T —
2 3 S 7 210
B L x
oI (I o, ¢ ¥ + e
2 3 4
| g | i ! * ! i
R WY I O T T
S X Cx . x
g Ve '14 '_'J = 'TJ 'TJ .....
3 2.3 3-3 4.3 (II)
x x x %
— ) — Y Yy — Y e — eeas
S R 3,9 4.5
% x % x
J— 'L'L' ;‘!J p' L}/ .....
/ 2.7 3:7 4.7
% x * x
g 4 ! § Lok (g bt l
! 210 N 2.210 A 3.210 y ‘14.210 +.
===A,»;,x+A3¢;+A;,qJ-§—|- ..... +A,,.;,-;;-+ .....
Si n és d’alguna de les ¢ 210 == 48 menes de numeros prims amb el 210;

x 4 \ . .
, — no mes se trobara en la primera fila de (11),1 4 , = 1,
L
Si » és d'alguna de les menes de numeros que tenen amb el 210 el

maxim codivisor 2, 3, 5, 0 7, 1 que son

¢ 105 + ¢ 70 + ¢ 42 + ¢ 30 = 48 + 24 4+ 12 + 8 = 92

" ) x . { :
menes diferentes; - estara en la primera fila de (11), 1 en una de les
L

quatre segiients, 1 4 , = oO.
Si # és d'alguna de les meénes de numeros que tenen amb el 210 un
maxim codivisor igual a algun dels productes binaris

6.1 2.5
15,  3+7

14,
39,

W
I
(.

3

I

%
3..

i que son

e 39+ v214+v1d4+ 91442104+ 96=24+124+8+64+4+4+2=2756
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J. Rius 1 Casas: Les funcions de Tchebichef

- . x ! : : '
meénes diferentes; ¢ , esta en la primera fila de (11), i en dos de les

quatre segiients, 1 4 , =— — 1.
Si »# és d'alguna de les ménes de nimeros que tenen amb el 210 un
maxim codivisor igual a algin dels productes ternaris

2.8:9 =230, 2,347 =42 @sd P==70, § 3 ==205,
i que soOn

7 t+e b s T2 =0k 4ok 2+ 1 =13

x ' : .
— estara en la primera fila de (11), i en tres de les

quatre segiients; i aleshores 4 , — — 2.

menes diferentes; o

L] - [ , - x - 5 L
Finalment, si # és multiple de 210; ¢ = estara en totes sis files de (11),

.
itambe 4 , —= — 2.

Resumint, si descomposem el desenrotllo total en seccions de 210
termes seguits, en cada seccié hi haura

48, 92, 56, 14

coeficients iguals respectivament a

%, O I, 3

quedant-hi per tant, de cada 210 termes, solament 118 d’efectius.
El desenrot-llo es comenca aixi

x x x x x x x x

b X i ) e o:J J ) r ) — | Fp——

' "6 bibe 5 Yeud "12+’13 ¥l b 75 Tt
x x x x : x x x x
ianals ks i e, " Ay by il b 12l K i ik G i) it
Ll'18-‘-?19 ¥ 20 '21+‘23 T 24 1".'..’S-I-L";zg 30

Ja es veu en 'exemple anterior que la cosa es complica. I si considerem
err general el modul

M=2.3.5.7.11 ..... §,

producte dels numeros prims tots seguits des del 2 fins al p, i calculem
I'expressio

x x x X x

Tx—T——T>= — —ae — T~ —-

x - F3 TS Tp+Tm
X

X
=d, yx+A, 4= L e e e & A

trobarem, rahonant com abans, que:
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A , = 1, sempre que 2 sigui prim amb 2z,
A , = o, sempre que 7 sigui divisible per un no més dels niimeros prims
que no passin del p; '

Il

A , = — 1, sempre que 7z sigui divisible per dos numeros prims diferents
que no passin del
A, = — 2, sempre que # sigui divisible per tres numeros prims dife-

rents que no passin del p; i aixi successivament.

Suposant que des del 2 fins al p, hi ha # nimeros prims diferents, arri-
barem a que

A, = — (£—2), sempre que 7z sigui divisible per £—1 d’aquells
numeros prims; i també sempre que 2 sigui divisible per tots £.

Ja es veu que sembla dificil de trobar una llei general; pero també es
veu que la simplicitat del resultat que s’ha trobat quant # =— 30, ve
de que essent £ = 3, el coeficient negatiu de més gran valor absolut és

— (# — 2) = — 1, per més que aix0 no dona pas la ra¢ de la alternancia
dels signes.

-

5. Veiam lo que passara en el cas del modul 30, si en lloc de la
expressio d'En Tchebichef prenem aquesta altra

r x r\'l‘: r‘\x r ':r. -'T: r x f\x |
It gt e ¥ o e Tl LR a3
% x 2 |
=A,-,I+Azr,:,—2+"f,!—§-+ ..... +J4"L:J“;;+ .....

Si 2 és prim amb el 30; i si 2 té amb el 30 el maxim codivisor 2, 3, 0 3,
tindrem com abans, respectivament, .4 , = 1, 4 , = o.
Fora d’aquests dos casos, ja la cosa varia. Perque si z té amb el 30 el

-~ L] - - x -~ .
maxim codivisor 6, 10, 0 13, ¢ s trobara en el primer membre de (12);
7

i T o'
en el desenrotllo de T x; en dos dels tres, T = P17 Zsienun dels tres,
JD
X x x
T—, T—, T —; 1 per tant
"N adry Eer i oy

Ap=1—241=o0,

-
7
del primer membre de (12); i1 per tant

I si # és multiple de 30; 4 — es trobara en tots els desenrotllos parcials

.¢4n=1_3+3“120a i

En definitiva, sortira

X X X - X X X
'x 'Lx 'Lx 'bx
:..g,x+'.¢7+.“+.——-13+‘17+ """
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" J. Rius 1+ Casas: Les funcions de Tchebichef

resultat molt semblant al (10) perqué sols hi ha en el segén membre els
x . . b
termes |~ corresponents a valors de z prims amb el 30, i perqué tots els
coeficients son iguals a la unitat positiva,
Aquest resultat pot generalitzar-se facilment. En honor a En Tchebi-

chef, representa per la caracteristica Tch; la funcid que obtinc per induccio
amb referencia al modul

L, S B - TP T 3 RO P,

igual al producte dels # primers nimeros prims, Hem vist que

: S x x
Tchﬂle‘x—[‘—z—-—’l‘?—i—T-G
x * x x
m'%-x‘i"‘f‘—g‘l"#?'i"b—[—l'l—';’a'i‘ ----- )
iy D o a1 Qi i g2 |y Rl o R A
Teh, 2 =Tx T2 'I‘3 ) g-l—'l z |—'IIO+TIS T30
R T e ot gt oml b Vol e o' Sl (8
L:t,+‘7+ — 13-;-,17-}- ..... :
i també es veu que
Tch,x:Tx_-Tf;i
— !L_.E tb:_r 'L_{
1l,x+,2+‘3--|- 4—|— .....
—.lﬁ—-,!ﬁ_.l_x._
b= = b e
x x % x
= X Y g Yl e S P
Wi 3+ o 7 9

I ara posem, en general,
L

X x x k x
Py b e g L TN L SN P (—-1) T%.
d P1+ P1P2 P1P2P3+ T m (13)

essent, en el segon terme, p, quiscun dels 2 primers nimeros prims; en el
tercer terme, P, p, quiscun de llurs productes binaris; en el quart terme,
P4 Ps P3 quiscun de llurs productes ternaris; i aixi successivament, fins al

ultim terme en el qual 2 es el producte de tots els £ primers numeros prims.
En aquest desenrotllo (13) cada ¥ té tants termes com unitats té el res-

. ' " W e W i X
pectiu coeficient binomic del gran £; aixi, XT — conté ( ; ) termes, XT

i 2V 2

L4 é x r k - . L d .
conté termes, 2T ———— conté ( ) termes, i aixi successivament. El
B P1 P2 Ps 3
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numero total de les funcions T que estan sumades, positivament o negatl-
vament, en la Tch,, és, doncs, igual a

(48 B (2=

Suposem ara desenrotllades totes aquestes Tz en termes de la forma

44 -;;, i ordenem la suma total, posant com sempre

.:lﬁ

Tch;,.x=A,.;x+A2oJ,-2—-+A.,-§,%:-+ ..... +Any——+ ..... ;

i calculem com en els casos anteriors els coeficients 4 ,, distingint els
casos seguents:

- ’ . ~ x \ ’
Si 7 €s prim amb el modul »z; t;a; se trobara no més que en el desen-

rotllo del primer terme T x, i per tant, 4, — 1.

- 4 . r x ~
Si # té amb 22 un sol factor prim comu p,; ¥  S€ trobara en el des-

. b xiily-
senrotllo de Tx, ienelde T ;—-; i per tant 4,=—1—1=0.
1

X
Si 2 té amb 2 dos factors prims comuns g4 i py; ¥ — se trobara en els
7

r s 'I' ‘ TS "1‘ x -
desenrotllosde Tx,de T — i T—, i de T ——; i per tant

V2 P2’ P1P2

Ap=1—2+41=0.

FhLE e . ; - -
Si z té amb . tres factors prims comuns, 4, o1 f3; ¥ - €s trobara en
7

els desenrotllos de Tx; de T;x—, i T sde T e g % e i g
y 2\ b2’ P3’ P1P2  P1Ps  Pa2Ps

de T ————; de manera que

Pa?ai’s
Ap=1—343—1=0.

¥ o : Samd x
En general, si # té 2= £ factors prims comuns amb el modul ;¢ =

7
se trobara en el desenrotllo del primer terme Tx de (13), en % dels desen-

rotllos parcials compresos en el segon terme — X T—, en (/z) dels des-

P1

‘ h
enrotllos parcials compresos en el tercer terme XT ( )dels

P f’

desenrotllos parcials compresos en el quart terme — X T

| EP?. ps’

1 aixX1 suc-

cessivament, trobant-se sempre

avmi= (4 (3= (B bt (=)' (D) =
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Queda, doncs, demostrat que

X
Tchpx=¥ ¢ —,
it
donant a 2 tots els valors no divisibles per cap dels numeros prims 2, 3, 5,

: &
7, 11, ..... p; 1 bastant de pendre aquells que facin = 2, car per als al-

x ’ -
tres, els termes corresponents ,, serien iguals a o.

Encara pot generalitzar-se aquest teorema, prenent /2 numeros prims
diferents, anc que no siguin els primers de la serie, i anc que no siguin
seguits en aquella serie, per tal que tots siguin diferents. Referint-nos al
modul ;

m = Py Ps P3 e Pk

podem refer tots els raonaments que precedeixen, fins a arribar a la conse-
qiiencia final.
Per exemple, si fem

Py =12, Pygw==J, m =10,

trobaran que

o X b

-

havent-hi en el segon membre tots els termes 4 -, » corresponents als valors

de n» que s'expressen en el sistema decimal, acabant en una de les xi-
fres t, 3,7 0:

6. Hem dit abans que la simplicitat del resultat trobat per En Tchebi-
chef, quant 7z — 30, ve de que essent Z — 3, el coeficient negatiu de més
gran valor absolut és — 1, de manera que els valors diferents que pot
tenir A, son tan sols 1, o, — 1; perd que aix0 no dona la rao de la alter-
nancia dels signes que apareix en el desenrotllo d'En Tchebichef (8).

Provem lo que passa amb un altre modul també compost de tres factors
prims diferents, tal com 2. 3. 7 = 42; i considerem la expressio

T TRlapEiia ® v = g, 5
2 3 7 42 e

Trobarem com abans 4, = 1, quant z sigui prim amb el 42, lo que

dona ¢ 42 = 12 ménes de valors de 7, que son

7

I, 5, 11, 13, 17,19 23, 29,120, 31, 37, 41, (mod. 42)

per a les qual 4, = 1.
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Trobarem A4, =— o, quant # tingui amb el 42 un maxim codivisor igual
a2, 3,07, loquefa

214+ w14+ 96 =124+6+4 2= 20
meénes de valors de 7, que son
7

72
72

2, 4, 8,19, 16,30, 23, 26, 32, 34, 38, 40,
3, 9 15, 27, 33, 39, (mod. 42),
7v 39,

[

per a les quals 4, = o.

I trobarem A, = — 1, quant 2 tingui amb el 42 un maxim codivisor
igual a 6, 14, 21, 0 42, lo que fa

P7He3+teator=06+at 14 1=210

menes de valors de 7z, que son

n =6, 12, 18, 24, 30, 36, )
n = 14, 28,
mod. 42
n = 21, ( 42),
n = 42, |
per a les quals A4 , — — 1.
De cada 42 termes seguits, n’hi haura, doncs, 12, 20, 10, que tindran
respectivament els coeficients 1, o, — 1. Queden 22 termes efectius de

cada 42; mes com d’aquells 22 n’hi ha 12 de positius per 10 de negatius, és
clar que no pot haver-hi constantment la alternancia dels signes com en la
formula (8) d'En Tchebichef.

En el cas d'ara el desenrotllo es comenca aixi

T e TP 02 s SRR S L P
2 3 7 42
=va+»bx 'Lx+’bx ! x-{--bx ’;x+¢x 'x+¢_£
* sl 6 % 4 i 7% ah i 14 i % i1, LI
x = X x x X X x X X
il e g ';23 ""24 T ¥33 v3g T "!'29 'L3o "!'31 'L;'., + L;?
. g &
b S TR SR S

Per a no haver de buscar-lo a les palpentes, si és que existeixi, algtin
altre modul que tingui la particularitat del 30 = 2. 3. 5, tant encertadament
usat per En Tchebichef, sabent com sabem que no pot tenir més de tres
factors prims diferents, posem amb tota generalitat

m =P P2 P3,
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i considerem el desenrotllo

x X X x
Tax—T 3 T—+T—=X4,4—.
Pi P-x P;; m s 1

Tindrem: 4,==1, per a les 2, meénes de numeros, prims amb el

. m ” " . :

modul »; A4, = o per a les '-:»;—+'? — 4 ¥ o ménes de numeros que
1 2 J3

tinguin un sol d’aquests tres factors prims; i .4, =— — 1 per a les

¢py+ 9P + 9p3 + 1 ménes de numeros que tinguin amb el 2 un maxim
codivisor igual a p, p,, P4 Ps, P1 P2, P1P. P3- Ara bé, per a que pugui haver-hi
la alternancia dels signes com en la formula d’En Tchebichef, seria necessari
com a primera condicio, que el numero dels termes positius fos igual al nu-
mero dels termes negatius, en cada seccio de m termes seguits. Tenim,
doncs, com a primera condicio

o M=o P+ 9P+ 9P+ I,

i com que fora els de 1 i de 2, tots els demés indicadors son numeros pa-
rells, tenim que un dels tres factors, tal com p; té d'ésser igual a 2, car
d'altra manera I'equaci6 anterior daria un numero parell igual a un numero
senas. Posem, doncs,

P3s=2, m=2p, Py,

i I'equacio anterior es transforma en

o (2P1P2) = P14+ 902+ 2,
aixo és, segons les formules dels indicadors
(Pr— 1) (pa—1)=(P1 — 1)+ (fs— 1) + 3,
o sigui
Proo+ 1 =2 (P11 P2);

que és lo que passa quant p, = 3, p, = 5.
Veiam si podem trobar altra parella de valors de g, 1 p,. Com que tots
dos han d’ésser senassos, podem posar

?32P1+2é1 :

essent £ un enter positiu; i aixi surt

P2t 2P+ 1 =4 P+ 44,

o sigui

P24 2p(k—2)+ (1 — 4 4) =o,

que dona
}"1=2—"éf V£' + 3.
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ILes condicions del problema donen ara seguidament

=1, pPy=23, pa=3,

que és la soluciéo d’En Tchebichef, com a solucio unica.

Després de tot, aix0 encara no meés explica el perque en el desenrotllo
d'En Tchebichef de cada 30 termes seguits n’hi ha tants de positius com de
negatius; pero no acaba d'explicar encara el perque de l'alternancia dels
signes.
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