EL PROBLEMA DE MALFATTI
CONSIDERACIONS HISTORIQUES I DEMOSTRACIONS GREOMETRICO-PROJECTIVES

(Acabament)

§ 13. — A més dels tres casos generalisats de qué hem parlat al
comencament d’aquest paragraf, dona Steiner un cas, que podriem anome-
nar degradat, que consisteix en suposar que un dels costats del (riangle és
una de les tangents comuns a dos cercles de Malfatti. Com que hem vist
que’ls lemes de Hart sén iguals en el pla que en l'esfera, explicarem
aquest cas d’una manera general. Sia, doncs, ABC un triangle rectilini (o
esféric); sien (@) (b) i (¢) tres cercles de Malfatti, tangents (@) a AB, AC,
(b) i (c) en els punts A,, A, vy iB; (b) a BA en B, i a BC i (¢) en el
mateix punt H; i (¢) a CA en C,. Sia « el punt de BC en qué concorren
les rectes (o cercles maxims), tangents interiorment en B iy a les parelles
(a) (¢) i (a) (b); i allarguem aqueixes rectes (o cercles maxims) fins que af
talli ACen Nia ABen Piaytali ABen Mi AC en Q. N és el punt
de contacte de AC amb wun cercle (b)) inscrit en el triangle CoQ; car consi-

derant tracat aqueix cercle i essent U i V els seus punts de contacte amb
®xC i aQ tindrem

CN—QN=CC;—QA;=CH—Qy=Ca—Qu. (17)

que ¢s propietat del punt de contacte del cercle inserit en el triangle CaQ.

Pel mateix procediment trobariem que M és punt de contacte d’'un
cercle (¢;) inscrit (prescindim que sigui interiorment o exteriorment) en el
triangle B« P. 1 tindriem també anomenant respectivament K i L els punts
de contacte de (¢,) amb «P i aB (o BC)

NK=Nf+BK=NA;4+MA,=yV 4 My=MV (18)

o sia la tangent NK (o cercle maxim tangent) tracada del punt N del cer-
cle (b)) al cercle (¢,) és igual a la tangent MV (o cercle maxim tangent) tragada
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del punt M del segén cercle (¢,) al primer (b,). Podem, dones, aplicar els
dos lemes de Hart (o els seus generalisats a ’esfera) dient que puix els tres
cercles (a)(b,)(c,) tenen dues tangents comuns exteriors a (a)(b,) i (a)(c,),
ay i f, i una interior BC a (b,) i (¢;,) concurrents en un mateix punt «,
altre tangent interior de (b,) i (¢,) passard per A, punt de concurs de les
altres dues tangents exteriors AB i AC a les parelles (a) (¢;) i (a) (b)). I la
fébrmula (18) ens permet aplicar el segon lema de Hart als cercles (b,) i (¢,).
la qual cosa ens diu que s6n vistes de A, punt d’interseccié de les tangents
(o cercles maxims tangents) en M i N als cercles (¢,) i (b,) segons el mateix
angle; i com que pel primer lema de Hart hem vist que dues tangents es
eonfonen en una, aquesta ha d’ésser la bisectriu (o cercle maxim bisector)
de 'angle BAC. De la qual cosa es desprén la segiient construccio:

« Donat el triangle rectilini (o esféric) ABC, es traga la bisectriu (o cercle
maxim bisector) d’un dels angles A del mateix fins que talli el costat oposat.
En els dos triangles aixi formats s’inseriven dos cercles (b,) i (¢,) que tinguin
el costat BC 1 la bisectriu tragcada com a tangents comuns interiorment. Dels
punts de contacte de cadain d’aquests dos cercles amb AB @ AC hom traca
tangents a Ualtre. Kl cercle (a) de Malfatti és tangent als costats AB, AC i
a aquerxes dues tangents; el cercle (b) a BA ¢ BC ¢ a la tra¢cada del punt de
contacte de AB amb (c,) 1 el cercle (¢) a CA 7 CB i a la tragada del punt
de contacte AC amb (b,).»

§ 14. — Afegim un tercer cas degenerat del problema de Malfatti, i és
quan dos dels costats de ABC s6n les tangents en els punts de contacte de
dues parelles de cercles de Malfatti. En aqueix cas no sén necessaris els
lemes de Hart i la solucid és molt més senzilla. Sia el triangle ABC i sien
(@), (b), (¢) els tres cercles de Malfatti, tangents (a) i (b)) a AB en el punt M
i (@) i(c) a ACen el punt N i (b) i (¢c) en el punt A’; i a més sien B, i
C, els punts de contacte de BC amb (b) i (¢) respectivament. El punt A
estard en la recta (o cercle maxim) tangent comu interiorment en A’ a
(6) i (e¢), puix és el punt d’interseccié de les rectes (o cercles maxims)
AB i AC tangents en M i N a les parelles (a) () i (a) (¢). La recta
(o cercle maxim) AA’ tallara BC en un punt T tal que

TB—TC=TB—TA’—TC + TA’=TB—TB,—TC + TC,=BB,—(C,=
=BM—CN=BA—CA (19)

cosa que’'ns indica que T és el punt de contacte del cercle inscrit en el
triangle ABC amb el costat BC. La senzilla construceié que’s dedueix és la
segiient: Donat el triangle ABC s'inscriu un cercle 1 s'uneix el punt de con-
tacte T d’aquest amb BC, per medi d’una recta (o cercle maxim) amb el vér-
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tex A. Hom inscriu en els triangles ABT @ ACT dos cercles (b) © (¢) tangents
en el mateix punt A’ a AT, i aquests son dos dels cercles de Malfatti. El
tercer (a) és tangent a AB i AC respectivament en els mateizos punts M i N
que (b) ¢ (¢).

§ 15.—Ja hem dit al principi d’aquest capitol que el segdn i teccer
cas generalisats del problema de Malfatti, es redueixen al primer per medi
d’una transformacié projectiva, que podria no ésser real. Les demostracions
dels lemes de Hart es fan cada vegada més artificioses, perdent aquella
elegancia que tenen en el cas ordinari. Schroeter (1873), Godt (1878) i
Petersen (1880), en diferents articles del Journal de Crelle volgueren pres-
cindir dels lemes de Hart per a demostrar la construccié de Steiner, fon-
dant-se en aixo, que aquest no havia jutjat necessaris aqueixos lemes, puix
essent tan artificiosos 1 essencials per a la demostracié de Hart, no'n
fa cap esment. Donaren, doncs, demostracions de la construceié6 mes
amotllades amb el geni matematic de Steiner, que reveld aqueix en els
lemes que proposava dels feixos i rets de cercles en un pla.

Donarem, doncs, una demostracid, que podem anomenar sintético-projec-
twa. No farem cap compte de mesures de longituts; si parlem de relacié
projectiva no entendrem l'anharmonica de Steiner i Chasles, sin6 la de
Staudt, que prescindeix de la noci6 de nombre (almenys al prineipi).
Aquesta demostracié ¢és calcada de la de Godt per al cas de tres cercles
en un pla, que no és altra cosa que aplicacié dels lemes de Steiner i del
procediment de Schréeter per a demostrar la construccié general. Aquest
transit, que en la meva Memoria de doctorat el feia progressiu del cas més
senzill del triangle pla i esféric i després dels tres cercles en el pla i en
Pesfera a I'altim (per projectivitat), de tres coniques damunt d’una qua-
drica, era poc elegant, i amb justa rad, no acabava de satisfer al gran
matematic catala i importador a Espanya dels nous i fecunds procediments
de la Geometria projectiva, D. Eduard Torroja, Catedratic de Geometria
Saperior i Descriptiva ja fa molts anys en I’Universitat Central de Madrid
i molt conegut, entre altres treballs, per les seves obres de Geometria de
Posicié 1 Curves no-planes i Superficies desenrotllables. Aquest distingit i
venerat mestre, el nom del qual és pronunciat amb respecte per tots els que
hem tingut la sort d’ésser els seus deixebles (com deia fa tres anys en el
seu discurs inaugural de curs a I’Universitat d’Oviedo, el més aprofitat
d’ells), m’instad a cercar una veritable demostracié elegant i purament geo-
meétrica de I'altim cas més general, valeat-me dels principis de la Geome-
tria de posici6. No vaig tenir la sort de trobar-la llavors, i ocupacions molt
diverses m’han tingut distret em aqueixos deu anys i no m’han permeés
satisfer aquest desig del benvolgut mestre. Al donar-la després de tant
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de temps no’'m queda més que donar-li les gracies per l'indicaci6 i oferir-li
aqueix pobre treball com a testimoni d’agraiment envers un dels fills més
assenyalats de nostra amada Catalunya.

IV.—~DEMOSTRACIO SINTETICO-PROJECTIVA DE LA CONSTRUCCIO
DE STEINER

§ 16.—Sia donat el segiient problema: Donades damunt d'una quadrica
o superficie de segdn ordre, tres seccions planes (a), (b), (¢) qualsevulga,
trobar damunt de la mateiza superficie tres altres seccions planes (x,), (x,), (),
tangents (z,) a (b), (¢), (@,), (x); (%) a (@), (¢), (x,), (x3); 7 (x3) a (@), (b),
(2,), (@,) respectivament. |

Per a provar la construccié de Steinzr hem de donar uns quants lemes
que anomenarem de Steiner i altres que denominarem de Schréeter, segons
sigui de I'un o de laltre el lema corresponent dels feixos de cercles.

§ 17. Lema I (Steiner).— Dues coniques damunt d'una quadrica deter-
minen un feix; Ueix d’aquest feix és U'interseccio dels plans de les dues
seccions; la polar d’aquest cixz conté els dos punts, vértexs dels dos cons de
segon ordre que tallen la quadrica segons les dues seccions donades.

La primera i segona part d’aqueix lema consten per les definicions que
vam donar en nostre article anterior (*). Anem a provar la tercera: sien
(@) i (b) les dues seccions i e la recta d’interseccié de llurs plans; prenem
un punt M qualsevol de (a) i tracem la tangent m fins que talli e en el
punt K. Per K tracem una de les dues tangents que’s poden tragar a (b);
sia. » la tangent i N el seu punt de contacte amb (b). La recta MN talla
¢’ polar de e respecte de la quadrica, puix la polar de MN talla Peix e
en el punt K, ja que’ls plans polars . i v de M i N s6n els tangents a la
quadrica en M i N, puix aqueixos punts pertanyen a la superficie; i si p.
conté a m 1 v a n, la recta pv passa per K, interseccié6 de m i n.

Sia O el punt d’intersecci6 de MN amb ¢’ i d’ell com a centre projec-
tem la conica (a) damunt del pla de la conica (b); la projeccié sera una
conica que tindra comuns amb la (b) I'involucié de punts damunt de l'eix e
(puix (a) i (b) sén coniques d’una mateixa quadrica i per tant han de tenir
la mateixa involucié damunt la recta e d’interseccié de llurs plans), el feix
de polars, el centre del qual sera el punt E’ d’interseccié de ¢’ amb el pla de
(0) (puix el feix de plans d’eix ¢’ en involucié respecte de la quadrica talla
els plans de (a) i (b) segons feixos de rectes projectius en involucié res-
pecte de les seccions (a) i (b)), i a més el punt M de (@) s’escau damunt del
punt N de (b) perqué hem pres O com a centre de projecci6. La conica (a),

(*) Arxrus, any 1I, n.° 3,
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doncs, amb tot el seu sistema polar es projecta damunt la conica (b), o
sia (@) i (b) son homologiques, essent O el centre i e I'eix d’homologia.
I aixo ens prova que el punt O no depén dels punts M i N, puix altres
punts P i Q es projecten de O com a centre I'un sobre laltre, igual que
llurs tangents corresponents. Mes com de K haurfem pogut tragar altra
tangent n, a més de la n, resulten dues homologies, els centres O i O, de
les quals son damunt de ¢’ com deviem provar.

§ 18. CororLARrI.— O i O, estan harmonicament separats pels plans
de (a) i (b); car el pla OO, M talla () en altre punt M, i (b) en N i N,.
N és el corresponsnt de M respecte de O i N, respecte de O,; N, sera el
corresponent de M, respecte de O i N respecte de O,, puix no hi poden
haver altres punts corresponents, havent-se tots de trobar en aqueix pla. La
figura OO0, MM, NN, ¢és, dones, un quadrilater complet i els vértexs 0O,
estan harmonicament separats per les diagonals MM, i NN,, que estan en
els plans de (a) i (b) respectivament; també es dedueix d’aquest quadrilater
que O i O; sén conjugats respecte la quadrica.

§ 19. Lema II (Steiner).— Hls plans polars dels punts O ¢ O, de e,
centres d homologia de les coniques (a) © (b) tallen la quadrica s:gons dues
seccions (p) 1 (p,) (que Steiner anomena de potencia, perqué en el cas dels
cercles en un pla sén dos cercles de centre els d’homotecia i radis les arrels
quadrades de les potencies d’inversid), del feix (a)(b) harmonicament separa-
des per aqueizxes seccions (a) 1 (b) 1 també per les seccions d’aquest feix (a) (D)
que’s redueizen a dues rectes situades en plans tangents.

Son corol'laris del que hem acabat de dir: si O i O, s6n conjugats
respecte de la quadrica, el pla de (p) conté O, i el pla de (p,), O i s6n
també conjugats; estan, doncs, harmonicament separats pels plans dobles de
I'involucié d’eix e, pel qual passen per ésser polars de O i O,, punts de ¢’:
aqueixos plans dobles no sén sind els del feix e tangents o sia que tallen la
guadrica segons dues rectes. Per passar el pla de (p) per O, i el de (p,) per O
i estar O i O, harmonicament separats pels plans de (a) i (b), també ho
estaran els plans de (p) i (p,). |

§ 20. Lema III (Steiner).— Les seccions (¢) © (d) els plans de les quals
passen per e i estan harmonicament separats pels de les seccions de potencia (p)
¢ (p,), 86n també homologiques respecte de O i O,.

Car, projectant la seccié (¢) damunt el pla de (d), del punt O com a
centre de projeccio, el punt d’intersecci6 K de qualsevol projectant & amb
ol pla de (d) serd I’harmonic conjugat del punt H de (¢) pel qual passa 7
respecte de O i del pla de (p), puix els plans de (¢) i (d) per hipotesi son
harmonics conjugats respecte dels de (p) i (p,) i O estaen (p,) [Lema 2.
mes com per altra part O i el pla de (p) sén pol i pla polar respecte de la
superficie, 'harmonic conjugat K d’un punt H d’ella, ha d’estar també damunt
de la quadrica i per aix6 damuant de (d) intersecci6 del seu pla amb la qua-
drica. (¢) i (d) sén, dones, homologiques respecte de O i O, com a centres.
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§ 21. Lema IV (Steiner).—Le¢s seccions els plans de les quals passen per O
(0 per O,) formen una ret de coniques damunt de la superficie, que tallen iso-
gonalment les coniques conjugades del feix e respecte de les seccions de
potencia (p) © (p,).

Tallar isogonalment vol dir que sén projectius els feixos que formen
en cadatn dels punts d’interseccié les generatrius rectes de la superficie 1
les tangents a les seccions secants.

Per a provar el lema considerem una seccié secant qualsevulga (s), el
seu pla passant per O. El pla de (s) tallara el con que conté les seccions
(@) i (b) en dues generatrius. Sia OM una d’elles i sien M i N els punts
de (a) i (b) que li estAn damunt; sien, a més, m i m, les generatrius de
la quadrica que passen per M i n i n, les que passen per N; les tangents
en M a (a) i (8) anomenem-les £y i ¢y, i a les tangents en N a (b) i (8)
anomenem-les y i gy. Els feixos de rectes (mm, tyqy) 1 (n,n txqy)) diu el
lema que sOn projectius, car les quatre primeres rectes estan en el pla tan-
gent a la quadrica en M i les quatre segones en el pla tangent en N, i
cadauna de les quatre primeres rectes talla la seva corresponent, puix,
1., m i n, sOn generatrius de distint sistema i igualment m, i »n; Rty R S
estan en el pla tangent al con que passa per (a)(b) al llarg de la genera-
triu OMN, i 3., ¢y 1 ¢y estan en el pla de la seccié (s). Els dos feixos
(m m, by gy) A\ (n, n ity qx) sOn perspectius al mateix feix de plans d’eix M N.

§ 22. Lrma V (Steiner) (reciproc de 'anterior).— L-°s seceions (s) iso-
gonals de dues szccions (a) © (b) pertanyen a la ret O o a la ret O, dels seus
centres d homologin. '

Car si per hipotesi tenim que (s) talla (a) i (b) en dos punts M i N
(no sabem si M N passen per O) tals que (mm, tyqy)/\(nntyqy), les pare-
lles mim,, m,n i ¢yqx estan en tres plans que passen per M N, i els dos fei-
x0s dits seran perspectius al mateix feix de plans d’eix M N. #y i #y seran,
donecs, dues tangents que es tallen en un punt K de la recta e, eix del
feix (a)(b). MN sera, dones, generatriu d’un dels cons O i O,. El pla de (s)
passara per O o per O,, que vol dir que (s) pertany a una de les rets de
coniques els plans de les quals passen per O o O,. '

§ 23. CororL'rLARiS. — Les seccions de la ret O tangents a (a), ho seran
també a (b); puix si fy i gy es confonen, també es confondran les corres-
ponents projectives iy i gx. (b) i (8) tenen llavors la mateixa tangent en
el punt N; seran, dones, tangents. |

I reciprocament les seccions tangents comuns a (a) i (b) pertanyen a
una de les rets O o O,y puix si #y i gy es confonen igual que #x i gy,
els feixos (mm, tyqy) i (n, nlxgx) sOn necessariament projectius.

§ 24.— Els punts de contacte d’una seccié tangent com a dues sec-
cions (a) i (b) s6n punts corresponents en una de les homologies i llur recta
d’uni6 passa per O o per O,. Corol'lari que es desprén evidentment de
'anterior, i igual diriem del reciproc: per a tragar una seccié tangent
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comu a dues seccions donades (a) i (b), hem de pendre com a punts de
contacte, dos punts homolegs respecte d’alguna de les homologies O o O,.

Els punts d’interseccié d’una seccié isogonal a dues seccions donades
estan també damunt d’una de les generatrius dels cons O o O, que conte-
nen (a) i (6) a I'hora. '

Els plans de totes les seccions isogonals o tangents comuns a dues
seccions donades (@) i (b) son conjugats dels plans d'una o altra de les sec-
cions de potencia (p) o (p,) de les seccions (a)(b).

§ 26. Lema VI (Steiner).— Dues seccions secants tenen la mateiza raé
anharmonica en els dos punts d'interseccid, o sia, els feixos de quatre rectes,
formats per les generatrius i les tangents a les scccions en els punts dinter-
secci0, sOn projectius. |

Car si (a) i (b) son les dues seccions, P i Q els seus punts d’interseccio,
p i p, les generatrius que passen per P, i ¢ i ¢, les que passen per Q,
P. 1 p, les tangents a les seccions (a) i (b) en el punt P, i ¢, i ¢, les tan-
gents en el punt Q a les mateixes (a) i (b), els feixos de rectes (pp, p, 1)
i (¢,99.9,) sOn projectius, puix sén el primer, quatre rectes passant per P i
situades en el pla tangent en P a la quadrica, i el segén, també quatre
rectes passant per Q i situades en el pla tangent en Q a la mateixa super-
ficle; 1 a més, p talla q,, per ésser generatrius de diferent sistema, i p,
g per la mateixa rao, i p, i ¢, estan en el pla de (a) i p, i g, en el pla
de (b), i aixi també es tallen. Els dos feixos (pp, p.?) 1 (¢,9¢.¢) s0n,
doncs, perspectius al mateix feix de quatre plans, I'eix PQ format pels
plans tangents pgq, i ¢p,, el de (a) i el de (b). Sén, dones, pro]ectms, 0
sia, (pp, 2 2) /N9, 49, 0)-

§ 26. Corowr vAris.— Dues seccions conjugades es tallen ortogonalment,
o sia, els feixos formats per les generatrius i les tangents en els punts
d’interseccié s6n harmonics. Car si el pla de (a) passa per el pol B del pla
de (b) i a I'inrevés, els plans de (a) i (b) estan harmonicament separats pels
plans tangents pgq, i ¢p, que’s poden tracar per llur interseccio P Q. Els
feixos, dones, (pp, p,p) i (¢:9¢a@) 60 harmonics.

Les seccions isogonals a dues seccions donades son ortogonals a una
de les seccions de potencia de les dues donades, car llurs plans han de
passar pel pol O o O, d’una d’elles.

Les seccions d’un feix d’eix e s6n ortogonals a les seccions d'un feix
d’eix e’ polar de e i recfprocament, car el pla de qualsevulga seccié del
primer feix passa pel pol del pla de qualsevulga seccié del segén feix en
virtut del teorema de G. de P., que diu que’l pol d’'un pla esta damunt de
la polar de qualsevulga de ses rectes.

§ 27. Lema VII (Steiner).— T'res seccions (a) (b) (c) que no pertanyen
a un mateix feix, temen sis centres d’homologia que formen un quadrilater
complet, tres a tres en linia recta en quatre rectes.

Car sia O un centre d’homologia del parell (a)(b) i O° un del pa-
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rell (a)(c). Una seccid qualsevulga (s) que passi per O i O/, serd isogonal
al primer i al segbén parell, o sia a les tres seccions (a)(b)(c); per tant
també el parell (b)(c) i passara per un dels centres O” d’homologia de (b)(c).
Perqué es vegi més clara la relaci6, suposem que (s) talla (a) en el punts
M i N, (b) en els punts P i Q, i (¢) en els punts U i V. Sien mm,,
nny, PP, 9¢,, wu, i v, els sis parells de generatrius de la quadrica que
passen pels sis punts de la mateixa M, N, P, Q, U i V; i sien fy i ty les
tangents a (a) en M i N, & i t, les cangents a (b) en P i Q, #y 1 #
les tangents a (¢) en U i V i a les tangents a (s) anomenarem sy, Sx.

8p, 8q, 8y 1 8y. En virtut del lema IV tindrem les segiients relacions pro-
jectives:

4 (m my Iy Sm) K (P1 P Ip .S‘p) (n Ny Ix SN) 7\— (q1 q L Sq) (20)

O... (mmiysu) /\ (4, utysy) (1 ny Iy 8x) A (03 vty 8y)
i en virtut del lema VI

(mmy e sy) N (nyntxsx) Ppitese) A (19tasq) (wwutoso) /N (@ vty sy) (21)

i combinant les dues equacions de I'esquerra (20) amb I'Gltima (21) resulta
(i igualment amb les de la dreta)

(prpte sp) A\ (u uty sv) A\ (v, ty Sy) (23)

(91 g tq 8q) /\ (v1 v ty 8v) A\ % u ly Sv)

Les dues equacions (23) en virtut del lema V, ens proven que (s) és
isogonal de (b) i (¢), éssent P i V, Q i U les parelles de puats en linia
recta amb un centre O” d’homologia de (b) i (¢).

Facilment s’infereix del que hem dit, que’ls sis centres d’homologia formen
un quadrilater complet, que té per diagonals les polars de les tres rectes
d’interseccio dels plans de (a), (b) i (¢). Les seccions isogonals a les tres (a),
(b), (¢) formen, doncs, quatre feixos de coniques damunt de la quidrica, i
llurs eixos sén els quatre costats del quadrilater; el pla d’aquest talla la
quadrica segons una secci6é (I'nica) ortogonal a totes tres (a)(b)(c). Si una
seccid d’aquests quatre feixos és tangent a (a), ho sera també a (b) i (e) i
a linrevés; aixi podem resoldre el problema de tragar una seccié plana
tangent a tres donades (a), (b), (¢), puix cal només trobar els quatre eixos
d’homologia 1 tracar per cada un d’ells les dues seccions tangents a una
de les donades (a), per la qual cosa és suficient tracar les dues tangents del
punt d’intersecci6 de I'eix d’homologia amb el pla de (a) a questa seccié (a),
i fer passar per l'eix a cada tangent un pla; aixi obtindriem dues solucions
per cada eix i en total vuit solucions. Tot aixo és enterament aplicable
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als complexes de coniques en un pla que passen per dos punts fixes, si
projectem les coniques de la quadrica d’un punt de la mateixa com a
centre, com explicarem en nostre anterior article ja citat. Si els punts
foren dos ombilics o punts ciclics d’una superficie no-reglada (el'lipsoide,
hiperboloide de dues fulles, paraboloide el'liptic) i el pla de projeccié paral‘lel
al tangent en 'ombilic a la quadrica, llavors les seccions projectades passa-
rien totes pels punts ciclics i serien cercles. Els lemes transformats d’aqueixa
manera son els que Steiner dona propiament, encara que no li serien
desconeguts els generals, puix expressament enuncia l'aplicacié d’aquests
lemes al cas del problema generalisat de Malfatti a tres coniques damunt
d’una quadrica. Sobre si Steiner coneixia aqueixos lemes generalisats no
cal disputar; com arribava a la seva construccié pel seu medi, aixo ja
¢s més fosc. El seu deixeble Schriter rebutja els lemes de Hart i posa
altres més canformes a listil del seu mestre. Aqueixos lemes, generalisats
al cas que estudiem sén els que necessitem per a la nostra demostracio.

§ 28. Lema VIII (Schroter). — Totes les seccions d’una ret de coniques
els plans de la qual passen per un punt O sOn tallades ortogonalment per la
seccié (o) continguda en el pla ® polar de O; si tenim, a més, que diverses
seccions de la mateiza ret son tallades isogonalment per altra seccié (g)
(seccié de Schroter), ki haura tot un feix de seccions isogonals a aqueexes
seccions (i d’elles dues tangents).

Car la secci6 (0) i la seccié (g) essent isogonals, I'interseccié e de llurs
plans contindra un dels centres d’homologia de cada parell de coniques
donades; les seccions doncs, els plans de les quals passin per e seran totes
isogonals a aquelles, 1 una d’aqueix feix e que siga tangent a qualsevulga
de les donades ho serd a totes les altres, i per tant n’hi haurd dues de
tangents comuns a totes.

§ 29. CoroL'LARI. — Si les seccions donades passen per un punt O de la
mateixa superficie (en aqueix cas O sera el centre de la ret), i tenen una
seccid isogonal (g), tindran una sola nova seccié6 tangent comi (f). El
reciproc és també veritable, i si es prova que una seccié tangent és 1'orto-
gonal (0), aquesta s’ha de reduir a un punt O i totes les coniques passen
per aguest punt O de la superficie.

§ 30. LEMA IX.— 8% tenim tres seccions (a) (b) (c), que passen totes per
un materx punt O de la superficie © a més es tallen en tres punts distints
(a)(b) en C, (a)(c) en B 7 (b)(c) en A i fem passar una seccié per O i pels
seus harmonics conjugats A’ © B’ respecte les parelles B, C i A, C, la seccié
OA’B’ és tangent en O a (c).

Car la forma OAB’C damunt (b) essent harmonica, i igualment la OBA’C
damunt (a) els feixos projectants de les mateixes d’un punt de les coni-
ques basiques (a) i (b) com a centre, seran harmonics i per tant projectius.
Aixi O (OABC) AO (OBA’C) sén projectius i tenen un raig OC comi;
seran, dones, perspectius i els tres plans que passen pels altres tres parells
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de raigs homolegs sén concurrents en una recta que passi per O. Els
raigs O0O=¢ i O0=#" s6n les tangents en O a les cdOniques OAB i OA’B’
(puix aixo és unir un punt a si mateix damunt una conica, o sia tragar la
tangent en dit punt, segons els principis de la G. de P.) i el pla ##’ sera
el tangent O a la superficie, puix conté dues tangents ¢ i ¢ a la mateixa
(si ¢ it suposéssim, com aixi és en realitat, que es confonen, ja tindriem
provat el lema); els raigs OA i OB estan en el pla OAB de la conica (¢) i
els raigs OA’ i OB’ en el pla OA’B’ de la conica (¢’) i sén distints del #¢';
concorren, doncs, amb aquest segons una recta OT (em qué es confon-
dran ¢ i #'), tangent a la superficie, puix estd en el plan tangent ##/, i per
tant a totes les seccions planes que per ella passen, tals com (c) i (¢); si
doncs, (¢) i (¢’) tenen la mateixa tangent en O, sén seccions tangents.

Aplicant aquest lema, facilment veuriem ésser veritable el contrari i1
per tant el reciproc. Aquest teorema no és sind la generalisacié del teo-
rema de geometria plana que diu que’ls punts mitjans dels costats d’un
triangle formen un triangle de costats parallels al donat.

§ 31. Lema X, — 87 dues seccions (a) ¢ (b) son tangents en un punt O,
qualsevulga seceio (s) que passi pel punt O les talla en altres dos punts AB,
en els quals els dos parells de generatrius a, a, © b, b, del matciz sistema, les
tangents ty, © lg a les seccions donades v les tangents q, i qg a la seccid
secant en A ¢ B formen dos feixos de quatre rectes projectius

Car tots dos feixos sén projectius al que formen en O les generatrius
(invertint I’ordre dels sistemes, en virtut del lema VI) la tangent comt a
les dues seccions donades i la tangent a la seccié secant, que sera isogonal
a les donades. Tindrem, dones (aa,tyqs) /\ (0,0t5q0) /\ (bb, t5q5).

§ 32.—1 el reciproc diu aixi: Si duzs seccions (a) ¢ (b) son tals que
tallades en dos punts A © B pzr una tercera Seccié (s), que concorre a Mmés
amb elles en un altre punt O, formen en dits punts A © B dos feixos projec-
tius les generatrius del mateix sistema 1 les tangents a les seccions donades @
a la secant les seccions donades (a) © (b) son tangents en el punt O.

Car per hipotesi tenim

(@ ay ts ga) /\ (b D, ts qB) (24)
i pel lema VI
(@ a,ts ga) A (01010 qo) (bbytn gs) A\ (010170 qo) (25)

i de les (24) i 25 es dedueix

(0100 go) A\ (010" o) (26)
La (26) ens prova que les tangents en O, ¢, a (a) i 'y a (b) es con-

fonen en una sola recta ¢,. (a) i (b), tenint en O la ma.telxa. tangent 1,
seran tangents en dit punt O.
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§ 33. LEeEmA XI (el gran lema de Schroter). — St damunt d’una quadrica
tenim tres seccions planes (x,) (x,) (x,) de Malfatti tangents mutuwament (2,) ()
en My, (x,)(2,) en M, ¢ (2,)(2y) en M, ¢ pels punts M, © My fem passar una
secct6  plana qualscvulga (g,) que tallara (2,) en My ¢ en un altre nouw
punt C,, v (x3) en M, ¢ altre now punt By; ¢ pels punts M, ¢ My fem passar
altra seccio plana qualsevulge (g.) que tallara (x,) en My ¢ en un nouw
punt C, ¢ (x;) en M, ¢ en altre nouw punt Ay; les seccions (g,) ¢ (¢.) es
tallaran en My © en altre nouw punt O, situat en la seccié de potencia (p,) de
ducs seccions planes (a) tangent en C, a (x,) ¢ en By a (x,) ¢ (b) langent
en Cy a (x)) © en Ay a (x;) respectivament; © la seccié plana (q,) que passant
per O és tangent en My a (2,) @ (x,) ho és en O a (p;).

Aquest lema que facilment provava Schriéter en el pla i que per
unes poques transformacions lestenia a la forma en qué 'hem dat, el
volem provar sens cap auxili de la Geometria métrica, de la qual és inde-
pendent pel séu enunciat.

Anomenem X,, X, X, els tres pols dels plans de (z,), (2,) i (), i unim
aqueixos tres punts amb un punt O qualsevol de la superficie, que no pertany
ni a cap de les seccions (z,), (»,) o (2;), ni al pla X, X, X,. Sien K,, K,
i K; els tres punts d’interseccié de 0X,, OX, i OX; amb la superficie.
Com que la recta X; X, conté el punt M;, puix és la polar de la tangent
com@ en M; a (2,) i (2,), el pla OX, X, passard pels quatre punts OM; K, K,
de la superficie, que estaran, doncs, en una seccié plana (y,); i aiximateix
trobarfem dues altres seccions planes (y,) passant per OM, K, K, i (y,) pas-
sant per OM, K, K;. Tracem les dues seccions (g,) i (g,) que hem precisat
en el enunciat, que passen (g,) per OM, M, i (g,) per OM, M; (si volguéssim
comengar per la construccié d’aqueixes dues seccions (g,) i (¢g,) com en I'enun-
ciat no hi ha cap inconvenient mentre (g,) i (g,) siguin distintes de (2,), (z,),
(#5) i de la secci6 M, M,M; que passa pels tres punts de contacte), i afegim
una tercera (g;) que passi per OM, M, i que tallard (2,) en M, i en un nou
punt B, i (2,) en M, i en altre nou punt A,. Les seccions OM, K, K,=(1,)
i OA,K; s6n tangents en O, car el feix format en M, per les dues gene-
ratrius m, m’, (reals o imaginaries) i les dues tangents en M, a les sec-
cions () i (g;) en virtut del lema VI és projectiu amb el feix que en
Paltre punt comt M, de les dues mateixes seccions (x;) i (g;) formen les
dues generatrius m’;, m (invertit el sistema) i les dues altres tangents a
les dues mateixes seccions (z;) i (g;). Pero essent les seccions (x;) i (3,)
conjugades (car en el pla de (y,) conté el pol X, del pla de (2,)), la tan-
gent en M, a (y,) estard harmonicament separada de la tangent a () en dit
punt per les generatrius m,m’, (Lema VI-Corol'lari) i essent (z,) i (1)
també conjugades, la tangent a la mateixa (z;) en M, estard harmonicament
separada de la tangent a (y,) per les generatrius m’, m, (en la relaci6 harmo-
nica es pot permutar I'ordre dels elements conjugats); la tangent a ()
sera, doncs, el raig homoleg a la tangent a (y,) i tindrem, doncs,
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[m2s m’s -M-z (23) , ﬁz (93)]7\-[”@'1, my , _Ml (@g) , H1 (93)] (27)

(designant per H () la tangent en el punt H a la secci6 (h)); i a més
[me, m’s , M, (23) Mz (¥2)] A (m'y,my , My (25) , My (y1)] (28)

La comparaci6 de les férmules (27) i (28) ens fa veure que el raig ﬁz(yz)

és I’homoleg del ﬁl(yl) en la projectivitat (27), puix té amb la (28) tres
parelles d’elements corresponents comuns. Podrem, doncs, escriure junta-
ment aqueixes dues féormules en la forma

[ng, s My (2s) 5 My (ye) » Ma(go)] A L'y, my , My (@), My (y) , Ma(gs)] (29)

Apliquem el mateix lema VI a les seccions (@,) i (g;) secants en M,
1 A, 1 tindrem

[m'ls my , ﬁl (@2) , NL (93)] A [“2, @’y , Kz (®2) , Kz (93)] (30)

i aplicant el corol'lari del lema VI a les seccions (a,) i OA,K, (conjugades
per estar el pol X, del pla de (x,) en la recta OK del pla de la segona
seccid), obtindrem per als punts A, i M,

['12: a’s , Kz (22) , Kz (OAsz)] 7\- (m'y, my , ml (22) , ﬁ1(?[1)] (31)

Podrem, doncs, de la mateixa manera que hem fet amb les férmules
(27) i (28), fondre les (30) i (31) en la sola férmula

[y, my , My (22) , My (1) , M, (ga) ] AN (ag, @'s) , Ay (@) s Ay (0AKy) , A, (gs)] (32)

Pero essent (a,) i (x;) tangents en M,, resulta ﬁl (:z:z)zﬁ1 (2,), i per

ésser (x,) i (x;) tangents en M,, resulta M, (x,)=M, (a,); les férmules (29)
i (32) llavors ens donen

[mz, m’s , M, (@) , M, (y2) , M, (g3)] A lag, @'z , A, (z2) , A(0A, Ky) , Az (gs)] (33)

En virtut del reciproc del lema X, les seccions (y,) i (OA,K,) concur-
rents en O amb la (g;) i tallades a més a més per aquesta en els punts M,
1 A, respectivament, seran tangents en O, puix la férmula (33) ens mostra
que en dits punts (g;) les talla isogonalment.

Per idéntic procediment obtindriem en els punts M, i C, la férmula
segient:
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[‘mz, m’y , My (xy) , ﬁz (Y2) » -ﬁz (91)] A [62, ¢’s , 62 (22) , -jz (0C:K,) , tj_2(91)] (34)

i aplicant el mateix lema X a les seccions (y,) i (OC,K,) concurrents amb
la (g,) en O, i tallades a més isogonalment, segéns la férmula (34), per
aquesta en els punts M, i A, respectivament, seran també tangents en O. Si,
dones, (%,), (OA, K,) i (0C,K,) s6n tangentes en O, les dues Gltimes seccions,
tangents en O i amb un altre punt K, comi, seran una sola (OA,C,K,),
conjugada a la (z,), i el punt K serd ’harmonic conjugat del O respecte
els A, i C,, car considerant aquests com a punts dobles d’una involucié
damunt d’aqueixa conica, el punt X, d’interseccié6 de les dues tangents en
ells a la base sera el centre involutiu i la recta K, K, O tallard la conica en
dos punts O i K, conjugats en I'involucié [per ésser X, pol del pla de (z,)
les rectes X, A, i X,C, seran tangents a la superficie i per tant a la
conica en el pla de la qual s6n situats (OA,C,K,)].

I de la mateixa manera trobariem que (y,) és tangent en O a una
conica (OB, C,K,) i que K, és ’harmonic conjugat de O respecte B, i C;;
i també que (y;) és tangent O a una conica (0A,B;K,) i que K, és I'har-
monic conjugat de O respecte de A; i Ci.

Tenim, dones, que (y,), (y,) 1 (y;) s6n tres seccions concurrents en O i
en altres tres punts diferents K, K, i K,;, i que per O fem passar tres
altres seccions (0B, C,K)), (0A,C,K,) i (OA;B;K,) tangents a (y,), (.)
i (y;) respectivament i passant pels punts d’interseccié K,, K, i K; de les
altres dues. Es, dones, aplicable el reciproc del lema IX i aixi obtindrem,
anomenant A,, B, i C; les  interseccions dels parells (0A,C,K,) (OA; B, K,),
(0B, C, K, (OA;B,K,) i (OB,C,K,) (OA,C,K,), que K, és 'harmonic con-
jugat de O respecte B, i C;, K, ’harmonic conjugat del mateix O res-
pecte A; i C3 i K; 'harmonic conjugat de O respecte A, i B,.

§ 34.—Pero M, i M, sén els punts de contacte d’una seccié plana (z,)
amb altres dues (z,) i (2;); en virtut del lema V, corol'lari 3, la recta M, M,
passa pel vértex de I'anic con que conté les dues coniques (z,) i ()
(Paltre con ha degenerat en els dos plans de (x,) i () essent M, el vértex
hipotétic) i (g,) que passa per aqueixos dos punts M, i M, sera isogonal a les
dues seccions (z,) i (x;) (Lemes IV i V) i els altres dos punts d’intersec-
cio C, i B; seran corresponents en ’homologia de (z,) i (#;) (Lemes V i VI,
corol. 2); podrem, dones, tracar una seccié (a) tangent a (z,) en C, i a (z,)
en B; i de la mateixa manera altra (b) tangent a (z,) en C, i a (z;) en A,
i altra (c¢) tangent a (2,) en B, i a (z,) en A,. El pol A del pla de la sec-
cié6 (@) ha de trobar-se damunt de les rectes X, B, i X,C,; car éssent (a)
tangent en B; a (v;), tindran en B, la mateixa tangent, que sera I'intersec-
ci6 de llurs plans i per tant els seus pols A i X, estaran damunt de la
tangent conjugada o polar respecte de la quadrica; i igual cosa direm de (a)
i (w,) tangeunts en C,. Si, dones, A estd damunt de X;B, i X,C, estara
damunt de la recta d’intersecci6 dels plans OX;B, i OX,C, que, puix
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0X;,=0K; i 0X,=0K,, seran els plans de les seccions (OA;B;K,)
i (OA,C,K,), la recta d’interseccié de les quals hem dit ésser OA,. També
veurijem que OB, passa per B, pol del pla de (b), i OC, passa per C,
pol del pla de (¢). '

Com que (x;) és tangent comu a (a) i (b) en els punts B,y i A, respecti-
vament, en virtut del Lema V i de sos corol'laris, el vértex d’un dels cons
que passa per (a) i (b) estd en la recta A;B; i en virtut del lema I en la
recta AB; anomenem, doncs, P; el punt d’interseccié d’aqueixes dues rectes
AB i A; B, vértex de dit con. En el pla de la conica (OA; A;B,B;K;) o
sia. en el pla OABX; busquem la polar de P,; passard pels pols de les
dues rectes que’l determinen, o sia de AB i A;B,. El pol de A;B,
és X,, punt d’intersecci6é de les dues tangents en dits punts A; i B, a la
conica (cosa conforme amb el lema II). El pol de AB el trobarem com a
punt d’interseccié de les polars de A i de B. Anomenant 9 i B els harmo-
nics conjugats de A, respecte de O i B, i de B, respecte de O i A; damunt
de la conica (OA, B,K,), tindrem que U i B seran els punts de contacte
de les segones tangents que ultra AB; i BA; hom pot tragarde A i B a la
conica, puix A i B seran els centres involutius de dues involucions els punts
dobles de les quals sien A; i 9, i By i B i O tingui per conjugats A, i B,
respectivament. Tindrem, doncs, per ésser formes harmoniques

(OBg A; A) A (OA; Bo'B) o sia (OA; B;B) A (OB Az %)  (35)

Mes ja hem trobat abans que K, estava harmonicament separat de O
respecte dels parells A;B; i A; B,. O i K; seran punts dobles d’una involu-
ci6 (00 K;K; A, B; A, B,); tindrem, doncs,

(O A; B3 Ky) A (0OB; A3 Ky) (36)

Comparant la (35) amb la (36), es veu que B i A s6n punts homolegs
de l'involucié considerada, puix tenen tres parells d’elements corresponents
ideéntics les dues projectivitats que representen i la segona hem vist i dit

que era involutiva.
En virtut d’aquesta involucié podem escriure

(OK; A; %) & (O K3 By B) (37)

i com que en tota projectivitat de quatre membres es poden invertir dos
elements, si invertim els altres dos,

(OK;3; Az A) A K3 03B By) (38)

Com que’ls elements O i K; en la projectivitat representada per la
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formula (38) es corresponen doblement, sera una involucid 1 les tres rectes
O0K,, A,B i B,A concorren en un punt, el centre involutiu R. Pero A, B
¢s la polar de B perqué uneix els punts de contacte de les dues tangents
que s poden tracar de A i per la mateixa raé By és la polar de A.
R sera, doncs, el pol de AB i estara en linia recta amb O i K; per I'Gltima
involuci6. La polar, doncs, que busquem de P, interseccié de A; By i AB,
sera la recta X; R que uneix els dos pols X; i R de dites rectes. Perdo X,
i R estan en linia recta amb O i K,; la recta OK, sera, doncs, la polar
de P, i les dues tangents en O i K; a la conica (OA,B,K;) passaran
per P; que sera centre involutiu de l'involucié primera (00 K;K; A, B,
A, B, AYB) i punt d’interseccié de les sis rectes: AB, A;B,, A By, AB i les
tangents en O i K; a la conica (OA, B, K,).

La secci6 de potencia (p;) de (a) i (b) serd la continguda en el pla
polar de P,, vértex del con que passa per (a) i (b). Aquest pla polar con-
tindra la recta OK,, polar de dit punt P, respecte d’una conica (AO, B, K,)
de la quadrica, el pla de la qual passa per P;; els punts O i K, seran,
doncs, de dita seccié (p,) de potencia de (a) i (b). Queda, doncs, demos-
trada la prunera part del gran lema de Schréter, o sia que la seccié de poten-
cia (p,;) de (a) i (b) passa pel punt O d’interseccié de (g,) i (gy).

§ 36.—Per a provar la segona part tracem la seccié (g;) que passa.
per O i és tangent en My a (2,) i (x,). Ja hem vist que’l feix [ms, m’y,

1\_43 (%), -ﬁs (y5)] és harmonic (28); i com que per definici6 M () = M (g5) tin-
drem que també sera harmonic per identitat amb 'anterior el feix de quatre

rectes [mg, m’y, M (gs), M; (9,)], i en virtut del lema V, el feix [0’, o, 0 (),

O (y;)] sera harmonic, puix O és el segn punt d’interseccié de (gq,) i (ys).
Per altra part com que la secci6 (OA, B,K;) té el seu pla passant pel
pol P; del pla de (p;), aqueixes dues seccions (py) i (OA, B, K;) estan en plans
conjugats i en virtut del lema VI, corol'lari 1. es tallaran ortogonalment,

o sia, el feix de quatre rectes [0’ 0, O (p,), O (OA, B, K;)] serd harmonic; mes
ja hem vist que les seccions (y;) i (OA, B, K,) eren tangents en O (§ 33),

0 sia O(ys) =0 (0A; B,K,) i tindrem que’l feix [0, o, 0 (p;), 0 OA, B, K,)]

és idéntic al feix [0’, 0, O (ps), (ys)] i aquest sera, donecs, harmonic. Podrem,

doncs, establir la segiient relaci6é projectiva de dos feixos harmonics que hem
trobat

[0'! o, 6(q3) O(yg)] /\ [O o, O(pS) ) y3)] (39)

que puix tenen tres raigs comuns, ens déna O (g,) =6(p3), relacié que
expressa que (pg) i (g;) tenen en O la mateixa tangent, com deviem provar
conforme a la segona part del lema.

§ 36. Corovr'LARI (Schriter).—D’aquest gran lema desprengué Schroter
un gran corol’lari, importantissim per a la demostracié de la construccié de
Steiner. Diu aixi:
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La secci6 (g,) (seccid de Schroter), és isogonal a les cinc seccions (g,),
(¢5), (p), (py) 1 (a). Car per passar per M, és isogonal a les tres seccions
tangents () (x;) (g,); per passar per My a les tres () (%,) (¢;); per passar
per B, a les dues tangents () (@); per passar per C, a les dues tan-
gents (z,) (@) 1 per passar per O als dos parells de seccions tangents (p,) (¢.)
i (py) (g5); comparant entre elles eixes isogonalitats, veiem que sempre n’hi
ha dues amb una seccid comu, sense que cap quedi sens altra amb qué
relacionar-la; queda doncs, provat, el corol'lari.

DEMOSTRACIO DE LA CONSTRUCCIO DE STEINER, § 36. — Suposem,
doncs, donades tres seccions planes qualsevulga (@), (b) i (¢) damunt
d’una quadrica; i suposem trobades tres altres seccions de Malfatti (z,),
(@,), (x;), tangents a si mateixes i als parells (b)(c), (a)(¢) i (a)(b) respec-
tivament. Sien M, el punt de contacte de (2,)(z;), M, de (x,)(x;) i M; de
() (2,); 1 també B, el punt de contacte de (x,)(c) i C; de (z,)(d); A, el
de (x,)(c) i C, el de (x,)(a); Az el de (x;) (D) i B, el de (2,) (¢). El punts M,
i M, sén de contacte de (x,) amb (x,) i (x;) respectivament; la recta, doncs,
M, M; passa pel vértex del con que conté (x,) i (x,;) (Lema V, corol'lari 3.%).
També C, i B; son de contacte d’una mateixa seccié (@) amb (y,) i ()
respectivament; també, doncs, la recta C,B; passa pel vertex del mateix
con que conté. (x,) i (x;). M,M; i C,B; es tallaran, doncs, en aqueix ver-
tex; els quatre punts M,M;C, B; estan, doncs, en un mateix pla i per ells
passa una seccid (g,) isogonal a (x,) i (w;) i també a llurs tangents en els
punts d’interseccioé (z,) i (@). Altra seccié6 podriem tracar pel mateix proce-
diment (g,) per M, M;C, A, isogonal a (z,) i (2;) i també a llurs tangents
(@,) i (D). Les seccions (g,) i (g,) es troben en les condicions assignades en
el lema XI; ultra, doncs, el punt M; tindran un altre punt coma O,
que pertany a la seccié de potencia (p;) de (a) i (b); i en dit punt O,
(p;) és tangent a una seccid (q;) del feix (z,)(x,) que passi per O;. De la
mateixa manera trobariem que M, M, B, A, estan en una secci6 plana (gs),
isogonal a (2,)(x,) i també a (x;) i (¢); (g;) i (g;) es tallen en M, i en altre
nou punt O, de la secci6 de potencia (p,) de (a) i (¢) i en dit punt O,,
(p.) és tangent a la seccid (g,) del feix (z,)(@;) que passa per O, (g5) i (gs)
es tallen en M, i en un nou punt O, de la secci6 de potencia (p,) de (b)
i (¢) i en aquest punt O, (p,) és tangent a la seccid (g,) del feix (z,) ()
que passa per O;.

§ 37. — Les seccions (a), (b) i (¢) pertanyen a una ret de coniques da-
munt de la quadrica, el centre de la qual és el punt d’interseccié R dels
tres plans (a), (b) i (¢). A aqueixa ret pertanyen les tres seccions (p,), (p,)
i (p,) de potencia dels parells (b)(c), (a)(c) i (a)(b), car hem vist en el
lema II que les seccions de potencia pertanyen al feix que formen les sec-
cions donades; (p,) és, dones, del feix (b)(c), (p,) del feix (a)(c) i (p,) del
feix (a)(b). Hem vist, a més, en el lema VII que els tres centres dels
cons que passen per (b)(c), (a)(¢) i (a)(b) estan en linia recta; els plans,
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dones, de (p,), (p,) i (p) que, per definicid, sén els polars de dits centres,
passaran per la recta polar de la dels centres, cosa que ens prova que (p,),
(ps) 1 (py) pertanyen a un mateix feix de la ret R. En el feix (z,)(2,)
podem pendre una seccié (s,) que pertanyi també a la ret R, per la qual cosa
és suficient fer passar un pla per R i la tangent comt en M, a (z,) i (xy);
i de la mateixa manera podriem trobar les seccions (s,) del feix (x;)(wy) i
(8;5) del feix (2,)(x,) i també de la ret R. Aqueixes tres seccions (s,), (8;) i (8g)
pertanyen a un mateix feix, car llurs plans passen tots per R i pel punt X
d’interseccié dels tres plans de (x,), (x,) i (2,), puix aquest punt X pertany
a les tres interseccions que sOn les tres tangents en M, al parell (x,)(x,),
en M, al parell (z,)(z;) i en M; al parell (z,)(«x,), per les quals tangents
precisament hem fet passar els plans de (s,), (8;) i (s;) respectivament.

§ 38.—Segons el corol'lari del lema XI de Schriter (g,) és isogonal a
les cine seccions (g,), (¢s), (), (ps) 1 (a); podem afegir les (s,) i (s;) tan-
gents respectivament a (g,) i (g;) en els dos punts M, i M; d’interseccié de
les mateixes amb (g,). Tenim, donecs, que (a), (p.), (p,), (s5) i (s;) estan
en les condicions imposades en el lema VIII; segons ell, dones, hi haura un
feix de seccions isogonals a totes cine seccions (a), (p,), (ps), (85) i (85).
Una secci6, doncs, (f,) tangent a (a), (p,) i (ps) ho serd també a (s,) i (sy).
Aiximateix trobarfem una seccié (f,) tangent a (b), (p,), (ps), (5,) 1 (8) i
altra seccio (f,) tangent a (¢), (p,), (p.), (s,) 1 (). Facilment es dedueix del
que hem dit la construccié de Steiner:

Donades les seccions (a), (b) i (¢c), hom busca les seccions de potencia
(p;) de (b) (¢), (p.) de (a)(c) ¢ (py) de (a) (b) [la construccié la subministren
els lemes 1 i IL]; hom traga les tres seccions (f,) tangent a (a), (ps) ¢ (ps),
(f,) tangent a (b), (p,) ¢ (py), (£;) tangent a (c), (p;) 7 (py) [les quals construc-
cions ens les dona el lema VIIL]; hom traga les seccions de la ret de (a) (b) (e),
que siguin (s,) tangent a (f,) © (f5) com (p,) © pertanyent al mateixz con (f,) (f,),
(8,) tangent a (f,) © (f;) com (py) © també pertanyent al mateiz con (f,) (f;), ¢
(85) tangent a (f,) @ (f;) com (p,) @ també pertanyent al mateiz con (f,) (£,).
Les seccions (x,) tangent a (b), (c), (8,) 1 (84); (x,) tangent a (a), (¢), (s,)
i (84); (x3) tangent a (a), (b), (x,) ¢ (x,) 86n les tres seccions de Malfatti
que cerquem.
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NOTES BIBLIOGRAFIQUES I ACLARACIONS
1. —SoLucié TRIGONOMETRICA

Les equacions de Cayleyv som

2. X2 4. [?,Yz o Q:XY:YvﬁF l xf— 2=l 'QC——&Z —%
oX2 +yZ2+ 20 X7 ={2B (40) ay— 1= (s —BH=H
BY? +yZ2 4+ 28 YZ =ar®A | By—§2=A &'q-——y-E =7

Llur solucié general és

— % (aBy—E&7C+ E\/ﬁ"-—-'&\/ﬁ-—ﬁ\/ﬁ)

R e
= g (aByr— 85— &V/BT 1/ AT—2/AB) p(a1)

1 ,(H+4/AL) (E+4/BI) = wok N L e 5
LAV BBy BL) s (aBy—Ent—Ev/BI'— /AT + tA/AB)

2 Z+1/AB 2y
Si fem X*=uz, Y*=y, Z°=2 g=p—a, B=p—b, y=p—¢, t=1y=
1
== - B les equacions (40) es transformarien en lex equacions (3), i

les (41) ens donarien expressions per als radis dels cercles de Malfatti, que
Tédénat havia ja trobat simplificades.

FORMULES DE TEDENAT

A

L (rtme—(p—b)) (r+ms—(p—¢))
=

2 r+my—(p—a) rm=Y((p—a) (p—b)—r2) ((p—a) (p—e)—r?)

1 (r+mg—(p—c)) (r+m—(p—a))

=3 r+mg—(p—b) rme=YV((p—a) (p—b)—12) ((p—e) (p—b)—12) ) (42)
L1 (rtmy—(p—a)) (r+me—(p—>)) R
ng r+ma—(p—e) rms=Y((p—a)(p—e)—r2) ((p—b) (p—e)—r2)

Fent en les equacions (40) de Cayley X*=u, Y’=v, Z*—=w, x=p=
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:..-'-'Tz. | &: p-——a-. ‘qz\/ p-—-b, :_\/p—c
’ p p P

transformen en les (4), i lex (41) en donarien les

, = les equacions (40) es

FORMULES DE MALFATTI

0=

I o oo
"2'('1"“"+”‘1—""3—"‘3) "h:\/(p_ 5) e AV (p—a)?+12

1 p—b) ac s - ,
z:_--z(p—r—rn,+9n_,_~—1:a,;) m;,:\/(p '?)m:'\/(p—-—-b)?--{-r""f (43)

1 —c) ab TSR T
w‘:g(p——r«—-m,—-mz—{-m“) "y \/(p i ._\/(7)——(')4+1~

I fent en les formules de Tédenat

1

|| 1
S+ m—(p—e)) | =g (r+m—(p—b)) , L= +my—(p—0))

=

obtindriem les
FormurLes pE PAUCKER

w=§—1—§ +p—a '
1 q: EY :
r=L Y= S g p="m—L—§ +p—b (44)
2 1 ¢

w={—§—1+p—c

Mes entre totes les expressions la més senzilla és la de Crelle,

FORMULES DE (CRELLE

(l+tg )(1+th) : (l+tg4)(l+tr——-

B

S~ 2
l-l-t»g-* l+t"’-1-
,(5
1+tg 1+ts,
= (43)
1+tg4

essent z, B. v els tres angles del triangle,
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I entre totes les construccions la de Schellbach; fem en les equacions (4)
a=p sen® ¢ =p send X c=p sen®d
d’on p—a=p cos? g p—b=p cos? /. p—c=p cos* {

Les equacions (4) prenen la forma

u+v +2 cos ¢/ uv=p sen® ¢ l

u+w+2 cos LA/ uw=p seny
v4+w- 2 cos cp‘\/;_zzzp sen? © j

(46)

Si posem @4 A+¢=26 les formules (43) de Malfatti es reduirien a
u=p sen?(6—gp) v=p sen?(6—L) w=p sen®(6—1L) (47)

que sOn les formules de Schellbach.
Per les nctes bibliografiques es pot consultar la llarga llista de la
Memoria de Kurt Loeber.

També pot veure’s en aqueixa Memoria férmules trigonomeétriques per al
cas del triangle esferic.

II.— LLES SOLUCIONS DEL PROBLEMA DE MALFATTI

§ 1.— Si es considera el problema de Malfatti sota la condicié que els
tres cercles siguin interiors al triangle donat (la qual cosa es dedueix del
primitiu enunciat), el problema admet una sola soluci6, 1 aqueixa és sem-
pre real. La disposici6 dels cercles és la que hem vist en les anteriors
figures. ' '

Mes si solament posem la condicié de 'enunciat general, el problema
admet trentadues solucions. Per trobar-les és suficient considerar qualsevol
dels quatre centres de cercles (inscrit o dels tres exinscrits), i en qualse-
vol dels tres triangles que forma dit centre amb els tres vértexs podem
considerar un cercle inscrit o exinscrit dels quatre que hi ha. En altre dels
tres :triangles sempre pot trobar-se dos cercles que per a satisfer el segdn
lema d’Hart siguin vistos del vértex comu (a mes del centre del cercle ins-
crit) sota el mateix angle; 1 en el tercer triangle trobarem un sol cercle que
sigui vist dels vértexs corresponents sota el mateix angle que els dos ja
tragats.

Per donar un quadre siaoptic d’aqueixes trentadues solucions, anome-
narem O, 0,, Oy i Oy els quatre centres dels cercles inscrit o exinsecrits en
el triangle ABC; i (OAB) representara el cercle en el triangle OAB
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i (O 4 B) l'exinscrit en el mateix .triangle oposat al veértex 4, i aixi amb
els altres. Segons el principi establert trobarem wvuit solucions amb cada
centre O; i els cercles (a,), (b,), (¢,) que’ns serviran per tracgar-les, podran
escollir-se d’aquestes trentadues formes, que'ns donen les solucions (fig. 4.2):

(OAC)

0 (OB () (OA B I figura,
(OB() . (0OAC) (OAB) '+
(OBC) (0AC) (0DAB L . »
(OBC) (0A4C) (0 AB Vi
(OBC) (04C) (OAB) I »
(OBC) (0AC) (OAB) IV »
(OBC) (0OAC)  (0A4B 1B 50
(OBC) (0AC) (0AB) IV o

En’ aquestes vuit solucions corresponent el centre del cercle insecrit O,
els cercles de Malfatti s6n interiors als angles del triangle, segons es veu
en les quatre primeres disposicions.

Si prenem el centre O, trobarem les vuit solucions (fig. 4 bis):

Oy (O 4B () (04 40 (Op 4 B) V figura
(04 B () (0, AC) (0, AB) VI %
(04 B () (O, AC) (04 AB) VIIL »
(0, B () (O, AC) (O4 AB) VIIL - “»
(04 B () (O A () (04 4 B) (P GRS
(04 BC) (OLA Q) (04 AB) Xty
(OB 0O) (0, 4C) (04 AB) 1X "
(0,B0O) (O, AC) (O AB) X »

i analogues disposicions trobariem per Oy i Og; i en totes elles els cercles de
Malfatti corresponents es troben en linterior de I'angle A del que s’hagi
pres la bisectriu interior O, A o en loposat pel vértex, i en Pexterior, o
sigui en els suplementaris dels angles B i C dels que s’hagin pres les bisec-
trius exteriors O, B i 0, C.

La disposici6 I és triplement simétrica i per aixo no’ns déna més que
una solucid, i igualment la disposicié III. Les II, TV, V, VI, VII i VIII
son simplement simétriques i ens donen tres solucions cada una. Les IX
i X s6n asimétriques i per aixd cada una ens dona sis solucions. Aix{ s’ob-
tenen les trentadues solucions, sempre reals totes.

En el cas del triangle esféric les solucions se dupliquen per les métri-
ques respecte el centre de D'esfera i resulten, doncs seixantaquatre, totes
també reals, com veurem per un analisi idéntic a I'establert per al triangle
rectilini. Aixo ens donaria per medi d’una projeccié estereografica seixanta-
quatre solucions també reals per al cas de tres cercles en el pla que tin-
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guessin un centre radical interior. Pero si el eentre radical és exterior les
solucions poden fer-se imaginaries; I'estudi d’aquesta discussio es troba en
moltes memories i no té res de particularment interessant. Fent un altra
projeccid damunt una esfera o d’una quadrica trobariem seixantaquatre
solucions per al problema més generalisat, sempre reals si el centre radical
de les tres seccions és interior a la superficie (que ha d’ésser per aquest
cas no-reglada), pero molt dificil de discutir en els altres casos.

L’escritor del seminari de Strasbourg, Andreas Pampuch, entre altres,
és el que més ha estudiat aqueixes solucions i generalisacions ja determinades
per Steiner. Hom pot trobar notes bibliografiques completes en la ja citada
memoria de Loeber.

§ 2. — També determina Steiner les quarantavuit solucions del pro-
blema degradat, o sia quan un dels costats del triangle ¢és la tangent comu
interior de dos dels cercles de Malfatti que cerquem. Ja hem donat en el
§ 13 el metode general; i discutint la solucié trobarem que podem pendre
qualsevulga de les sis bisectrius (interiors o exteriors) del triangle donat, i
en un dels dos triangles en qué aqueixa bisectriu divideix el primitiu
podem considerar qualsevol dels cercles inserits o exinscrits; en altre tri-
angle sempre hi haura un i sol un cercle inserit o exinscrit que cumpleixi
la condicié d’ésser vist del mateix angle que l'anterior del vertex de la
bisectriu que hem pres tenint el costat oposat com a tangent coma interior.
Aixo ens donaria vintiquatre solucions, si cadaun dels parells de cercles
no ens donés dues en lloc d'una que solament obteniem en el cas veri-
table; aixi és que’l problema admet les quarantavuit solucions de Steiner.
Mes no totes deuen ésser reals; algunes poden ésser impossibles de cons-
truir.

Per classificar-les considerem la bisectriu interior AA’ (i la mateixa cosa
fariem amb BB’ i CC’) i tracem cercles inscrits (¢) i (b) en els triangles AA’ B
i AA’C, segons la notacié adoptada en el paragraf anterior (fig. 5.%).

’

AA’ (AA’B)  (4AC))
(4 A’ B) (AA'C)
A4'B)  (AAC))
(AA’B) (A4'C)J

I'i II figures.

(poden ésser imaginaries).

Si prenem la bisectriu exterior A A” obtindrem altres vuit solucions;
llurs cercles auxiliars poden ésser escollits de quatre formes, a cadauna de
les quals corresponen dues solucions (fig. 5.2 bis).

AA7 (AA”B) (A. 4" C) 111 1 IV figures.
(4A” B) (AA” () T ' T
(A 4”7 B) (A.A” C) IHIiIV  »
(AA” B) (4 A" C) ViVl »
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§ 3.— La discusié del problema degradat que proposarem en el § 14 és
molt senzilla. Podrem pendre damunt d’un qualsevol costat AB del trian-
gle qualsevol dels quatre punts de contacte amb els cercles inscrits i ex-
inscrits, i cada punt d’aqueixos ens dona dues solucions del problema que
en conté per tal rad vintiquatre. Sis son les figures que poden formar-se: les
dues primeres =i es pren el punt de contacte del cercle inscrit; les dues
segones si el del cercle exinscrit oposat al vértex que formen les dues tan-
gents de contacte dels cercles de Malfatti que prenem com costats del tri-
angle; i les dues terceres si qualsevol dels altres dos exinscrits. Es curios
observar com també en aquest cas, I'ésser el punt de contacte auxiliar de
cercle inscrit o exinscrit implica que els cercles de Malfatti tinguin llur
centre en la bisectriu interior o exterior de I'angle corresponent (fig. 6.2).

En aquest cas veiem que la meitat de les solucions (que sOn sempre
totes reals) son de ternes de cercles de Malfatti, formades per un cercle
tangent interiorment a altres dos tangents entre ells exteriorment. Tal
figura és impossible que’s presenti pel cas propi i el degenerat del paragraf
anterior, car féra un triangle imaginari.

Analogues observacions podrien fer-se amb triangles esférics.

§ 4.—No cal ocupar-se del cas d’ésser les tres tangents de contacte
dels cercles de Malfatti els costats del triangle, puix les tres rectes formen
un feix i no un triangle, i no podra trobar-se cap solucié en el cas d’un
triangle propi.

Tal és I'estudi que hem fet d’aqueix curiosissim problema. No solament
els meétodes han estat objecte de treballs de totes menes, mes encara I’his-
toria d’ell ha omplert varies pagines de revistes técniques de primer ordre.
Les deduccions que’s poden treure de la figura de Malfatti son variadissi-
mes, 1 manca que no sigui un problema capital i fecund en idees: s’ha de
confessar que és un entreteniment agradable, una joguina matematica.

CNRIC DE RAFAEL VerHULST, S. J.

Col'legi de S. Ignasi, Sarria.— Gener 19186,
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Figura 1.2

Figura 2
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Figura 4.2

(avo)
(OV0)
(Dd0) 0 "Al

(gv o)
Ovo)
Odg0) 0

Ul:l

11

(gavo0)
OvO)
(Og0) 0 °'III
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Figura 42 bis.

: V. 0. (0,BC) VI. 0, (0,BC)
(0. AB) (0, A B)

VIL. 0, (0,BC)
(0,AC) VIII. 0, (0.BC)
(()a A B) (O, A _C_)
(0. AB)

X. 0, (0.BC)
(0.A Q)
(0. AB)

IX. O, (0.BC)
(0, AQC)
(0. AB)

127



ARXIUS DE L’INSTITUT DE CIENCIES

Figura 6.3

A II. AA' (AA' B)
@Ac)

I. AA' (AA'B)
(AA°C)

III. AA" (AA’B)
(AAC)
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Figura 5.* bis.

IV. AA" (AA'B)
(AA'C)

V. AA" (AA'B)
(AA"C) VI. AA" (AA'B)

(AAC)
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Figura 6.2

I. A (ABQ)

II. A(ABC)

III. A (ABCQ)
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