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Per terminar, dec dir que tots els fenomens descrits sén fets de facil 1 precisa re-
produccié. Jo i els meus col'laboradors, als quals des d’aqui dono mercés de tot cor,
hem practicat aquestes recerques amb éxit complert en els dos cursos sistematics que
he emprés sobre’ls reflexes condicionats, els hem reproduit moltes vegades en socie-
tats cientifiques i els hem mostrat en nostre Laboratori a moltissims collegues com-
patriotes 1 estrangers.

Durant nostre treball, que és ja de molts anys, no hem tingut ocasi6 d’aprofitar
fruitosament cap nocié psicologica ni d’utilisar explicacions fundades en aquestes
nocions. Haig de confessar, que abans alguna vegada, lluitant amb fortes dificultats,
i potser per un moviment de timidesa, havia acudit a algunes d’aqueste¢s explicacions
que fa temps que’s donaven com a llegitimes.

Per6 a I'altim he conegut que amb aixd em donaven son pitjor remei. Me trobava
allavors perplexe al no veure l'encadenament natural dels fenomens. L’ajuda de la
psicologia sols consisteix en paraules. L’animal s’ha enrecordat, ha volgut, ha pensat,
és a dir, és un exemple de pensaments indeterminats. Els métodes d’investigac:6 de 'ac-
tivitat nerviosa superior de I’animal derivats de nocions psicologiques: 1'esclariment de
laberintes, la confeccié de diferents conclusions, etc., formen naturalment un material
cientific aprofitable, un material, perd, que consisteix tan sols en fragments isolats 1
que no condueix en absolut ni als principis, ni als elements de I'activitat nerviosa su-
perior, 1 que ell mateix té d’ésser analisat i esclarit. Per a una investigacié exacta, regu-
lar, progressiva 1 cientifica de la funcié de les parts superiors del sistema nerviés és
incondicionalment necessari que les nocions fonamentals siguin nocijns fisiologiques.
Amb les idees que jo he formulat, pot treballar-s’hi. La 1ealitat mostrard en les mans
d’altres investigadors si aquestes idees son exactes, si son satisfactories.

J. J. PawrLow
Extret per J. Carrasco.

SOBRE EQUACIONS INTEGRALS

Era, 1 no fa pas gaire, regla general en el desenrotllament de la Ciencia matema-
tica, comprovada innombrables vegades en la Historia, la formacié lenta de les teories
especials en qué s’ha anat ramificant la ciencia de la quantitat. Idees primordials,
considerades a voltes sense importancia en un. principi, eren després recollides per
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altres mentalitats que les ampliaven i metamorfosaven, fins que ingressant en el cabal
de coneixements d’un geni, aquest les vestia amb el ropatge classic dels ccssos de
doctrina, escorrent-se segles tal volta entre la idea inicial 1 sa incorporacié formal a
la matematica. El notable desenrotllament actual dels estudis critico-historics com-
prova per complert aquesta regla general, trobant a voltes en els treballs de matema-
tics quasi desconeguts, les idees primordials que, aprofitades més endavant per un
talent de l'alcada de Lagrange o Cauchy, engendraren avencos trascendentals de la
Matematica.

Formada ja la nova teoria, transcorria un lapse de temps més o menys llarg, en
qué presentava sols caracter formal, no essent siné aplicada posteriorment als proble-
mes de les ciencies concretes; i1 darrera d’aquestes etapes passava a formar part inte-
grant de la ciencia que s’aplica i s’ensenya. _

Justifiquen aquest procés evolutiu el retras relatiu de les ciencies d’aplicacio i la
manca de medis de comunicaci6 cientifica entre’ls matematics. . |

Avui la situacié ha canviat en.absolut al desaparéixer les circumstancies exposa-
des; les exigencies de la vida moderna es tradueixen en construccions colossals i pro-
jectes atrevits que posen en joc quantitats d’energia, la mida de les quals no agla-
peix la imaginacid, els avencos dels meétodes d’observacié revelen l’existencia de
quantitats 1 influencies que no se sospitaven, complicant extraordinariament els
problemes astronomics i fisics, obligant a la revisié i correcci6 continues de les
seves teories matematiques; fa un segle que existien teories que no trobaven apli-
caci6 practica, avui es presenta un gran nombre de problemes irresolubles o de solu-
cid sols aproximada per manca d’instruments matematics capagos d’atacar-los amb
exit. :

Per altra banda, la multiplicitat de societats cientifiques 1 de revistes especials,
els congressos internacionals i1 I'intercanvi professional, han dut avui una comunitat
quasi perfecta entre’ls matematics, revelada en el projecte d’unificaci6 de notacions,
actualment en vies d’estudi, podent dir amb exactitut completa q'ue’ls matematics
son els homes de ciencia més internacionals.

Desaparegudes doncs les rémores, enderrocada l’anterior regla evolutiva, molt
diferents han d’ésser la geénesi i1 el desenrotllament de les teories noves; pero aixi i
tot, causen una pregona sorpresa els de la teoria objecte d’aquesta ressenya, que nas-
cuda ja formada, ha adquirit en els pocs anys que té de vida les proporcions d’una
rama fonamental de I’Analisi. .

Malgrat dels tractats didactics, no escassos, publicats d’aquesta teoria amb dis-
tints punts de vista, 1 les innombrables notes que omplen les pagines de les revistes
matematiques, no ha aparegut encara un quadro, un esquema de tot alld que avui
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compren, 1 el pro'var d’esbogar-ho és una tasca dificil i costosa. No ha de fer estrany,
doncs, que resulti aquesta ressenya incompleta 1 malendrecada.

Aquest treball consta de cinc parts: -

a) Concepte i classificaci6 general de les equacions integrals.
b) Equacions de Fredholm. |

¢) Equacions de Volterra.

d) Resum historic i idea de les aplicacions.

e) Bibliografia (*).

Equacié integral és una equacié funcional on figura alguna fransformada integral
de la funci6 incognita (**) com la

Tsz[x, v, 1:(y):|dy (1)

que és perfectament determinada si la funci6 F és integrable i donat el cami ¢ d’inte-
gracio; u#(y) és la funcié incognita.
La forma més general d’una equaci6 integral d'una sola variable és

du d*u
f(u(x),g;, Foay o evees ¥ WP PRI ¢ ).-:o (2)
designant per T,, T,, ..... distintes transformades integrals del tipus (I).

L’equaci6 (2) s’anomena integro-diferencial (Volterra), reservant-se la denominacié
d’integral per a la

f(-u(x), T Topet L T )f_-o (3)

que no conté derivades de la funcié incognita.

Les equacions integrals es classifiquen en primer terme tenint en compte la natu-
ralesa de les transformades integrals que contenen: si la funci6 F de la férmula (1) és
de primer grau en %(y), la transformada integral corresponent s’anomena /lineal, i
d’ordre superior en els altres casos. |

La classificaci6 veritablement fonamental de les equacions integrals es basa en la
naturalesa dels extrems del cami d’integracié de les transformades; si aquests sén

(*) La numeracié d’aquesta serveix per abreujar les cites en el text, que aixi queden reduides al nimero que encapsala la nota
bibliografica del treball corresponent.

(**) : Suposarem que aquesta és dependent d’una sola variable, indicant més endevant la generalitzaci6 de la teoria al cas de
dues o més variables.
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constants, 1’equacié s’anomena de Fredholm, si al menys un és variable, de Volterra,
per haver sigut Fredholm i Volterra els que partint d’origens molt distints formaren
les respectives teories, el desenrotllament de les quals, si bé és paral'lel, ofereix
diferencies tan notables que impossibiliten la seva unificacié.

Finalment, les equacions lineals de Fredholm 1 Volterra s’anomenen de primera,

segona o tercera especie (Hilbert) segons la seva forma, corresponent als tipus

f(x)= | N(x, y)u(y)dy ..... 1.2
f(x)=u(x)—|—f N(x, y)u(y)dy ..... 2.2
f(x)=u(x)m(x)+ f N(x, y)u@y)dy ..... 3.8

L’equaci6 de segona especie és la més ben coneguda actualment, ha sigut discu-
tida per complet i la seva teoria revesteix un caracter formal perfecte; la de tercera
especie ha sigut estudiada principalment per Hilbert en un cas (equacié integral
polar) reductible al tipus segébn 1 per Picard ([147] 1 [159]), Marty i Platrier ([214])
directament; la de primera especie, reduida aixi mateix al segdn tipus en certs casos,
ofereix en el cas general un problema solament resoluble mitjancant condicions molt
restrictives que han de complir les funcions conegudes que hi intervenen.

Les equacions integrals d’ordre superior presenten una varietat de tipus infinita,
entre’ls quals n’hi ha dos de notable interés teoric-practic, les equacions integrals #o

lineals de la forma

?(%)+\ f N(x ) [o () [Pay=F(),

i les 7terades que definirem més endavant.
Exposat ja el plan de la teoria, passem a examinar-la lleument, utilitzant, quan

convingui per abreujar, el paral-lelisme ja indicat de les teories de Fredholm i Vol-

terra.

EquacioNns DE FREDHOLM
S’agrupen sota aquest epigraf totes les equacions integrals on la integraci6 de la
transformada s’efectia entre limits constants. L’exposici6 de la seva teoria s’ha de

fer per ordre de dificultat creixent, que és aixi mateix amb lleugeres variants el cro-
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nologic, estudiant els tipus successius, comenc¢ant per les equacions lineals, després les
d’ordre superior i els sistemes d’equacions integrals. Per tant, al passar a la subdivi-
si6 en especies de les equacions lineals, alterem l'ordre numeéric dels tipus, exposant
en primer lloc Ja teoria de les de segona especie, origen de la solucié de Fredholm; de
la discussi6 d’aquesta es deriva la de les equacions polars de tercera especie, Gmiques
que s’han trobat fins avui en el plantejament dels problemes fisics, i aixi mateix les
condicions de possibilitat de resoluci6 de les equacions de primera especie, amb llur
solucié en el cas de satisfer-se aquelles.

Equacié de Fredholm de segona especie. — Tota la teoria és basada en la resolucid
de l'equacid

b {
u(x)=/(x)+lf N (x, y)u(y)dy, (1)

on %#(x) és la funci6 incognita 1 les funcions f(x) 1 N(«x, y) sén subjectes a les segiients
restriccions, algunes de les quals seran eliminades o atenuades més endavant:
1.2 Les variables 1 els limits d’integracié son reals.
2.2 La funci6 f(x) ha d’ésser continua, finita i integrable entre’ls limits finits a i b.
3.2 La funcié N(x, y), anomenada nucli, és limitada en el quadrat d’integracié

IN(x, y)|<N, a<(x, ¥)<b,

1 continua en el mateix quadrat, menys en punts distribuits de manera que no hi
hagi infinits amb una mateixa abscissa o ordenada, podent-hi presentar discontinuitats
finites ordinaries amb canvis bruscos de valor de la funci6 en aquests punts; en
aquesta hipotesi la seva integral sera continua.

A €s un parametre numeéric, real o complexe, que facilita la discussio.

Son diversos els métodes resolvents de I’equacié (1); el més antic, degut a Liou-
ville, és molt senzill. Es redueix en essencia a desenrotllar en serie la solucié incognita,
ja per coeficients indeterminats, ja per iteracions successives (Neumann). El camp
limitat de convergencia de la serie resultant fou ampliat considerablement per
E. Schmidt valent-se de la representacié aproximada del nucli per un altre de bili-
neal ([83]); mes aixi i tot aquest métode no ofereix més que un interés historic per
ésser els seus resultats i el seu camp d’aplicacié molt inferiors als de Fredholm.

Meétode de Fredholm. — L’interés despertat per la teoria fou originat principalment
per l'elegancia i senzillesa de la solucié de Fredholm, glosades per tots els que se n’han
ocupat directament o indirectament.

La seva essencia és la segiient: L’equacié (I) equival a un sistema d’infinites equa-
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cions amb infinites incognites, obtingut expressant que aquella es compleix per a tots
els valors de la variable x compresos entre « i . La soluci6 del sistema, deduida per
la regla de Cramer estesa a aquest cas, ve expressada en funci6 de dues series en A.
Fredholm va veure en aquesta analogia el cami de la solucid, que obtingué sintetica-
ment aprofitant solament la forma que el pas al limit del sistema considerat indicava.

Va comengar per formar les dues series en A.

D=3 4, B
D(3))=X "f”'A,,u, ), (2)

on

b b b 2
A” :f f ..... f N (2!1 » xa g ® iy =g N x”) dxx dxz ..... dx” J (3)
i 1 gl N U NIRRT 5. Xis
A 1b b b x - x: . xg 3 % v e x” ’
" (xr y) SRRl L N y, %, X x dxz 5 PP dxu ’ (3 )
a a a B VTN SR I AR e n. - .

amb la notacié abreviada

N(xuyx) N(xxsyz) ----- N(xzs Va)
oo tar ey NG %) NGy oo NG )| h
A RN a0 oA

Nilxi, ¥ "N{%u:¥a) s N{Xys Ya)

Un teorema de Hadamard ([x0]) relatiu al limit del modul d’'una determinant
d’elements de modul finit assegura la convergencia absoluta i uniforme d’aquestes
series I’examen directe de les quals ensenya també que sén de convergencia rapida.
Les funcions D(X) 1 D(j2) sén enteres en 1, el seu ordre ha sigut estudiat per La-
lesco ([x2]) 1 Poincaré ([142]), 1 el seu calcul numéric és relativament facil.

Definides D(}) 1 D(*) la funci6
(4)

meromorfa en (A) déna la solucié de I'equacié integral proposada per la férmula
o

() =F(x) + A J R () f(y) dy, (s)

per a qualsevol valor del parametre A que no sigui pol de R(3)), aixo és, rel de ’equa-
ci6 D(2)=o.
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Els valors de A que anul'len D()) s'anomenen constants propis del nucli N(x, y) 1
distribueixen les equacions integrals d’aquest nucli en regulars resolubles per la f6r-
mula (5), en les quals el parametre » no anul'la D(}); 1 singulars que tenen per para-
metre una constant propia del nucli N(x, y). Més endavant exposarem els resultats de
la discussié d’aquest Gltim cas.

La mateixa férmula resolvent (5) permet demostrar fiacilment que la solucid
obtinguda és continua i tnica.

L’equacié homogenia regular

5
u(x) =\ f N(x, y)u(y)dy, (6)

L=

deduida de la (1) fent f(x)=0 no admet segons la férmula (5) cap més solucié conti-
nua que la
wx)=0. (6”)

La funcié R(?)A) resolvent del nucli N(x, y) admet un desenrotllament en A de la
forma

o
R(;l)zzl”N”_'_!(x, ¥), (7)

0

on els coeficients N, (x, y) anomenats nuclis iterats compleixen la relacié general,
que permet son calcul successiu

b
N,..,_,(x, y)_—"f N,(x, z2)N(z, y)dz. (7)

Aquests nuclis en les hipotesis fetes per a N(x, y) son tots funcions continues de
x 1 y partint de N,(x, y). Evidentment N, (x, y)=N(x, y).

El desenrotllament (7) es pot obtenir per coeficients indeterminats partint de la
férmula (5); Poincaré el va deduir molt elegantment per consideracions d’analisi com-
binatori ([142]).

L’equacid integral associada

b
v(x)=f(x) + A f N(x, y)v(y)dy, (8)

a

que solament es diferencia de la (1) en la inversié de dues variables de nucli, es resol
analogament; tots dos nuclis tenen les mateixes constants propies.

Passem a examinar les equacions integrals singulars. El problema algébric similar
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és resoldre un sistema lineal de tantes equacions com incognites de determinant
nulla, que té soluci6 si el sistema és homogeni, perd que exigeix per a tenir-ne con-
dicions supletories si és heterogeni. Ambdies propietats es conserven en les equa-
cions integrals singulars. La homogenia

b
u(x)=?~xf N(x, y)u(y)dy, (8)

on A, anulla D()) admet infinites solucions continues deductibles totes d’un nombre
finit de linealment independents per combinacions lineals d’aquestes, anomenades
funcions propies del nucli N (x, y) corvesponents a la constant propia ),. E1 nombre
de funcions propies s’anomena index de la constant propia.

El calcul d’aquestes solucions es dedueix dels teoremes segiients:

1. L’index de la constant propia A, del nucli N(x, y) o sigur el nombre de solu-
crons linealment independents de U'equacié (8) és i1gual al subindex de la primera funcié
D,(GA) no idénticament nul-la per a A=\..

Les funcions D,(jA), anomenades menors de la deterrnmant D()), ([x42]) 1 ([214]),
sén les definides per les series

\ b
D x}. _—:N(xl, xg, ..... ’ x*)_l N(xl, xz, ..... 3 xk’ xh"“l)dx 2 P aesse
5(3’ ) Vis Voo = vn o s Va o Vis X2y « 00 > Vs Vi+1 e o _
+(_l)u ..... N(x“ Xy e s el s Xy Xgt-xs o000 y xk-%-u)dxk dxh s 80 dx,,+,.+ .....
n! yl’ yzs """ ’ yk’ xk‘l"!’ """ ’ xk+” W i
(BetT, 3 . ¢ us )

2. Les funcions

um(x)sz xl’ xz, OOOOO ] xm—x’ x, xm_l_t’ ..... ’xhl
yll yz, ......................... ’yh

son linealment mdependents 1 satisfan U'equacié integral proposada ([11]) 1 ([202])

Les condicions supletories relatives a les determinants menors del sistema algebric
en el cas no homogeni es tradueixen amb facilitat de la manera segiient:

L’equacié singular de segona especie

b
u(x)=f(x)+l,f N(x, y)u(y)dy, | (9)

admetra una solucié comtinua u(x) st la funcié f(x) és ortogonal a les k funcions §,(x)
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propies del nucli invers N(y, X) relatives a la mateixa constant propia \,; és a dir, st
&
.J (%) d(x)dx=0 , (I=1,2,..... b

En tal hipotesi i sempre d’acord amb 1'Algebra, sén solucions de l'equacié (9)
totes les funcions de la forma

I=R

u(x)+ X adi(x),
I=

I

on les ¢, designen quantitats constants qualsevulga.

Extensions de la teoria exposada. — Tot el que hem dit exigeix que es compleixin
en absolut les condicions de continuitat, limitacié 1 realitat anotades al comen¢ament;
algunes es poden ampliar notablement permetent aplicar la teoria a totes les equa-
cions de segona especie trobades al plantejar problemes fisics.

Els nuclis de la forma

N{z, )= (E(_x’;;lt (10)

on L(x, ¥) és limitada i integrable i « és compresa entre o i 1 sén reductibles al cas
ordinari substituint I’equacié integral (1) per la

b
u(x)=/,.(x)+l”f Nu(x, y)u(y)dy, (10°)

que es demostra facilment com equival a aquella ([11]), el nucli de la qual N,(x, y)
si n compleix la condici6

I

n>
I—a

ja és limitat i entra per tant en el cas estudiat ([43)).
f.(x) ve expressada per la férmula

R=n—y b
n(x)=f(x)+ T A f Ni(x, ¥) {(y) dy,

1 és per tant calculable a priori.
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L’equivalencia de les equacions (1) i (10”) permet calcular les constants propies
del nucli N(x, ) pel métode algebric de Griffe, ja que les rels de I'’equaci6 obtinguda
igualant a zero la funcié determinant del nucli N,(x, y) sén les enésimes potencies
d’aquelles.

Si les variables i els limits d’integraci6 sén complexes, un examen lleuger del mé-
tode de Fredholm ens ensenya que és perfectament aplicable a aquest cas, efectuant
totes les integracions al llarg d’'un mateix cami ab, puix el teorema d’Hadamard, ja
esmentat, es valid per a determinats d’elements qualsevulga.

El teorema de Cauchy referent a la integral d’'una funci6 de variable complexa,
ensenya que si el nucli N(x, y) és una funcié entera, les funcions D(}) i D(}»), 1 per
tant la soluci6é #(x) s6n independents del cami d’integraci6 seguit de a a b. Si N (x, y)
no és funcié entera, la solucié #(x) deixa d’ésser uniforme, resultat comprovat per
E. Picard per a N(x, y)== 1 altres casos senzills.

Aixo que deixem anotat justifica en absolut la paraula nwucli, amb la qual es
designa generalment la funcié N (x, y); de la seva forma i propietats 1 de les seves
constants i funcions propies depén no sols la possibilitat de la solucid, siné la soluci6
mateixa. No ha de fer estrany per tant, la insistencia dels matematics per estudiar a
conciencia les propietats de nuclis especials i les deductibles a priori per a les equa-
cions corresponents.

El cas més notable és el del nucli simétric, és a dir, el que compleix la relacié

S(x, »)=5(y, %). (12)

La idea fonamental de Fredholm fou recollida pel professor de Géttingen D. Hil-
bert i aplicada a un sistema d’equacions de determinant simétric. Plantejat aixi el
problema, se sumen a les propietats del cas general utilitzades pel savi suec totes les
conegudes antigament per al cas simétric, la cual cosa no sols déna una gran simpli-
ficaci6 a la soluci6 sindé que també origina importantissims desenrotllaments en serie
que no podien ésser obtinguts directament pel métode de Fredholm ([35] 1 [43]).

Deixant per més endavant l'insistir sobre aquests resultats i la llur generalitzacié
posterior, enunciarem solament les propietats dels nuclis simétrics, freqiientissims en
les aplicacions.

Les equacions associades (1) 1 (8) son idéntiques.

Tot nucly simétric té al menys una constant propia i per tant una funcié propra.

Totes les seves constants propies son veals 1 pols simples de la funcié resolvent R (5)).

Les constants propies 1 els seus graus de multiplicitat com a rels de I’equacid
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D(2)=o0 sbén calculables directament per aproximacions succesives sense formar la
funcié D (1), per les relacions

K, 'K, K.
2, Szu—) an TR -—-) o
Ap=lm - . : . 4
p n= oC S KI Kz K#—' (13)
4n )\14” W — l;:x
' K, K, Kf’ an-4-2 ’
KP=nh=mcc [(Sz"‘*'z \ ssds | gpps  °°° 7 )\:n-{-:))‘ * ] (13)
1 2

en que les quantitats
b
Sn"—_f S,(x, x)dx

son les petjades (Spiiren) del nuclii K, designa 'ordre de multiplicitat de la rel ), ([45]).
El desenrotllament de Fourier del nucli simétric pel seu sistema ortogonal de fun-
cions propies és
o oa(x ) (3)

S(%, 9)= 5 = AR R
K=1 k

que representara el nucli si és limitat o uniformement convergent. De la mateixa
manera el nucli iterat S,(x, y) és representable pel desenrotllament

& fx ) ): k(xlq:'k(y) (14)

per haver demostrat Kowalewski ([6]) que és absolut i uniformement convergent per
a n>2. L’ordre de D(}) €s en aquest cas inferior al del cas general.
- Per a les funcions D(r) i D(#)) s’obtenen les expressions simplificades

g ) N

. tf 4 cP(%)@(y)
p(h) =T () R

(15)

95



ARXIVS DE LINSTILITN T DE CIENCIES

en qué 1, ¢, designen respectivament les constants 1 funcions propies i indiquem
per I’ un producte on manca el factor corresponent al valor & de la suma.
La férmula resolvent de I’equacié integral corresponent

b
u(x)=f(x) +lf S(x, y)u(y)dy (16)

Qa

es dedueix immediatament per substitucié que és la

b
‘f)i "_(3 o1 (y)f(y)dy (16%)

u(x)=f(x)+ A

coneguda amb el nom de desenrotllament de Schmidt i molt usada en Fisica Matema-
tica al tractar els fendomens de ressonancia.

Dintre dels nuclis simeétrics cab una nova classificacio, gaudint els distints grups
de propietats particulars molt interessants. _

Nucli simeétri ccomplet és el que posseeix un sistema ortogonal complet de funcions
propies; aquestes, aixi com les constants propies, son en nombre infinit

La definici6é analitica és

)
fqu(x)F(x)dx::O (BT, 2.0l )

per a F(x) continua qualsevol en I'interval ab.
Si tals nuclis compleixen també la relacid

b b
f f S(x, y)F(x)F (y)dx dy=|-0

s’anomenen definits, tenen totes les seves constants propies del mateix signe i en rela-
ci6 amb aquests es classifiquen en positius 1 negatius.

La introducci6 d’aquestes restriccions en la teoria general condueix a propietats
molt notables 1 constitueix un camp facil d’investigaci6. Per altra banda aquests
nuclis particulars s6n comuns en les aplicacions.

Nucli pseudo-simeéiric és el definit per la relacié

P(x’ 3’)-‘-‘—"—1)(3’: x)
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Posseeix propietats analogues al S(x, y) 1 les seves constants propies sén totes
imaginaries pures i pols de primer ordre de la funci6 resolvent, 1 en té dues al menys;
admet desenrotllaments analegs, etc.

Una altra classe important de nuclis és la dels simetrizatbles Z(x, y) (Marty), que
per composici6 amb un nucli simétric definit en donen un de simétric, és a dir, que
compleixen una de les dues relacions

b
f Z(xa S)Sd(s: }’)d-s—_'—s(x: y)s

a

Jﬂbsd(x, $)Z (s, y)ds=5(x, y).

a

Son interés principal consisteix en que permeten trobar la solucié d’algunes equa-
cions integrals de tercera especie, les equacions polars de Hilbert, puix I'equaci

f(x)———-u(x)@(fo N(x, y)u(y)dy,

equival a la

el nucli de la qual

si N (x, y) és simétric i definit, pertany al tipus considerat Z(x, y), ja que’l nucli

w4 ;
J N(x, s)=——N(s, y)ds
a ?(s)

és simetric.

Aquests nuclis posseeixen propietats analogues a les dels nuclis simeétrics referents
a la naturalesa de les constants propies, forma dels desenrotllaments, etc.

La representacié del nucli simétric per la serie de les seves funcions propies i les
notables propietats dels sistemes ortogonals esteses als anomenats biortogonals, ser-
veixen de fonament a l’analisi elemental del nuclj, 1 la seva funcié resolvent separant
les distintes porcions corresponents a les constants propies, del qual es dedueix aixi
mateix la sintesi d’'un nucli donades les seves constants 1 funcions propies.

Goursat ([70] i [106]), Heywood ([75]) i Lalesco ([12]) han fet aquest analisi per
complet 1 han resolt també el problema invers, arribant a propietats notabilissimes
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que lliguen els nuclis parcials i les funcions que en depenen, intimament lligades a les
de les funcions bilineals.
Nucly bilineal. — E] nucli

p=n

B(x, y)=P>_2 ap(%) by (y)

presenta un interés particular per haver servit de base a Schmidt per a estendre el
meétode de soluci6 de Liouville a casos en qué no es podia aplicar directament,
representant aproximadament el nucli de 1’equacié integral de qué tractem per un de
bilineal ([11]).

La primera aplicacié directa de la teoria de les equacions integrals en la repre-
sentacié funcional és expressada en la proposicié segiient coneguda amb el nom de
teorema de Hilbert-Schmidt.

Tota funcié F (x) transformada integral lineal de nucli simétric d’una funcié conti-
nua qualsevol, és a dir, tal que

Al
F (x)=J S(x, v)f(y)dy, (17)

¢és desenvotllable en serie absolutament 1 uniformement convergent de les funcions propies
del nucli S(x, y) de la forma

b
F(x)= f‘ P (x)f Fy)ex()dy. (17°)

a

Aquesta proposicid permet la representacié analitica de les funcions per series en
condicions molt més amplies que els altres meétodes, series trigonomeétriques, de fun-
cions de Bessel, etc....; puix és suficient si el nucli és una funcié de Green que F (x)
posseeixi un cert nombre de derivades. Hilbert I'havia enunciat primerament ([35]) en
forma més restringida, pero els treballs del seu deixeble Schmidt ([39]) li permeteren
donar al seu teorema la forma definitiva en la seva quinta comunicacibé a la Societat
cientifica de Gottingen ([43]).

Schmidt estengué després aquest desenrotllament a les funcions de la foima (1%)
on el nucli no és simeétric, mitjancant la consideracié dels dos nuclis derivats del
proposat N (x, y),

S(x, y)= f bN(x, Z)N(y, 2)dz
,, (18)
§(x, y):f N(z, x) N (z, y)dz

a

que sén evidentment simeétrics.
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Anomenant N (¥, y) i S(x, y) nuclis directes i N (y, x) i S(x, y) inversos, el teorema
de Schmidt s’enuncia de la manera segiient:

directa
1nversa
nucli N(x,y) és desenvotllable en serie absolutament i uniformement convergent de les
directe

funcions propies del nucli derivat { )
1nvers

Tota funcié continua F (x) transformada integral lineal de la forma { } del

} del N(x, v), de forma andloga a les series

de Fourier.

Equacié de Fredholm de primera especie.— Contra alld que sembla natural, la
simplificacié que ofereix la forma de ’equacié integral de primera especie respecte de
la seva homonima de segona no es tradueix en una altra de similar en el seu méetode
resolvent; ans molt al contrari, les condicions d’existencia de solucié tnica, reducti-
bles a considerar tGnicament funcions integrables, es veuen augmentades en el cas
actual amb altres de molt especials.

No existeix doncs, propiament parlant, teoria formal de I'equaci6é de Fredholm de
primera especie; sols Picard ha conseguit trobar una condicié necessaria i suficient
per a l'existencia de solucié. Esbocarem breument el cami seguit per obtenir-la,
fundat en avencos contemporanis de la teoria de les series funcionals.

Es diu que la serie de funcions

f‘(x) ’ (k-_—_-I, By Seoses )

convergeix en promig en l'interval ab si

", nl:ii ccfb[_fm(x)'—fn (x)] zdxzo .

Donada una serie d’aquestes hi ha sempre una funcié F(x) i només una que com-
pleix la relacio

&% f [F 00— ] dx=o,

anomenada funcié limit de la serie proposada. (Cal fer notar que en aquesta teo-

ria les integrals es prenen en el concepte de Lebesgue, i no en l'ordinari de Rie-
mann.)

D’aquesta propietat se dedueix immediatament la que segueix, coneguda amb el
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nom de teorema de Fischer-Riesz per haver sigut demostrat simultaniament per amb-
dés matematics ([60]) i ([69]): Donat un sistema complet de funcions ortogonals

CP);(X) - (k:I, D3 nn 4o )
1 una serie de constants

tals que la serie if sigui convergent, hv ha sempre una funcié unica de quadrat integra-
ble f(x) desenrotllable en serie de Fourier de les funcions ¢ (X) amb els coeficients f,.
Per demostrar-ho n’hi ha prou observant que la serie de funcions

F,,(x):fkcpk(x) 8 (k:I, s ity )

és convergent en promig; la seva funcié limit compleix I’enunciat. Aquesta funci6 és
unica, puix sl n’existis una altra, la diferencia entre ambdaes hauria de formar part
del sistema donat que s’ha suposat que era complet.

Demostrat aquest teorema, n’hi ha prou recordant el desenrotllament de Schmidt
per a les funcions d’'una de les formes

be(x, s)h(s)ds, 'J bN(s, x) A(s) ds,

en serie de Fourier de les funcions propies dels nuclis derivats N i N del nucli dissi-
metric N(x, y) per a deduir el teorema de Picard ([87]) o ([x12]): L’equacié de Fred-
holm de primera especie

b
f(x):f N(x, s)A(s)ds,
admet una solucié unica finita v integrable, si la serie
IR

és convergent. Designem per %, les constants propies del nucli N(x, y) i per /, els coe-
ficients de Fourier de f(x) segons les funcions propies d’aquell nucli.

Es també indispensable que’l nucli N(x, y) sigui fancaif; si no ho és, I’equacid
integral proposada no té solucid.
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Equacions integrals de més d’una variable. — L’extensié a aquest cas dels tipus
estudiats és immediata. Particularment en Fisica matematica és molt freqiient tro-
bar equacions integrals de dues variables (potencials de capa simple i doble, etc.),

com la de segona especie

WXy, X2)= (%1, %2)+A rf N(xy, 225 ¥5, ¥2)U(Yr, ¥2)@)Y1s ¥2),
L (R)

esteses les integrals a la regi6é (R), el punts de la qual tenen per coordenades y,, y,,
1 en les quals se suposen limitades i integrables les funcions f 1 N.
Considerant les funcions #, f/, N com a funci6 dels punts X(«x,, x,) 1 (v,, v,) I'equa-

ci6 pren Ja forma
u(X)=/(X) +)~ff N(X, Y)u(Y)du,,
(R)

designant dw, un element areolar de (R).

La resoluci6 i discussié d’aquesta equacid, anomenada puntual, sén idéntiques a
les de la (1); Gnicament en el cas que el nucli es fa infinit al coincidir els punts X
1 Y hi ha alguna variaci6, favorable pero a la possibilitat de la solucid.

Plemelj ha demostrat que si el nucli és de la forma

L(X.Y),
XY*

) (G—Z)

’equaci6 és reductible per iteracions a una altra de nucli finit; 1 que si =1 com
esdevé en els problemes de potencial, el nucli N,(x, y) es fa infinit com log. nep. XY
i el de tercer ordre N (x, y) ja es conserva finit.

Equacions de Fredholm d’ordre superior. — La seva forma general és

f(x)=0(x) +

= b
+ & lmf N®(%:8:5 S35 co v » Sm) F [‘P(Sx), P(s2), « ... ; ‘P(Sm)] ASy @S2y oo 0o y ASpy - (19)

m=1 a

Sén resolubles formalment en condicions molt restringides analogues a les que
exigeix el métode de Neumann-Liouville per a les lineals, per aproximacions successi-
ves de forma semblant.

Schmidt ha reduit la soluci6 d’una equacié integral de tipus semblant al (19),
encara que no tan general a la d’una altra equaci6 més senzilla que anomena de
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-rvamificacié. 1’aridesa i escassa aplicaci6 d’aquests resultats motiven que siguin molt
pocs els treballs que s’hi refereixin.

Sistemes. — Per més que ja Fredholm va iniciar 'estudi dels sistemes d’equacions
integrals del seu tipus, aquesta part de la teoria no ha assolit el desenrotllament que
hi havia dret a suposar, degut principalment a la manca d’interés dels resultats.
Recentment Platrier en un treball bastant extens amplia les idees de Fredholm, fent
dependre Ja solucié d’un sistema de la d’'una equacié integral Gnica ([214]).

EquAcioNs DE VOLTERRA

Ja hem indicat el motiu d’aquesta denominacid, més justificada encara en aquest
cas que en l’anterior, puix aqui el nucli vital de la teoria el constitueixen per com-
plet les investigacions de Volterra. Aquest savi italia partint de la teoria de les fun-
cions de linies va considerar les funcions integrals com a cas limit de les equacions
algébriques lineals; basant-se en aix0 va arribar a emplear determinants infinits en
el problema de la inversié de les integrals definides; i aixi mateix va iniciar posterior-
ment els estudis sobre equaclons integro-diferencials 1 funcions permutables, que
prossegueix amb activitat 1 éxit notables.

La teoria de Volterra és de desenrotllament molt semblant al de Fredholm; sem-
blan¢a que ja vam indicar que utilitzarem per abreujar en els possibles 1’exposicio,
reduint-la a la de les diferencies essencials d’amdies teories.

L’equaci6 integral de Volterra de segona especie és

o(x)=u(x) + f N(x, y)u(y)dy. (9)

0

El nucli N és finit 1 definit en el triangle (Ox, x=vy, x=b),

(b,0)

en el qual
| N(x, 9) | <M,

essent M una quantitat finita.
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El métode de resolucié es resum en tres principis fonamentals:

a) De convergencia.

b) De reciprocitat.

¢) D’inversié.

El primer defineix la funcié resolvent R(x, y) assegurant la convergencia uni-
forme de la serie dels nuclis iterats

k= oC

R(x, )= ¥ Na, ). (2)
k=1

El segbén, expressat per les relacions (2) i

k=cC

N@w 9= 3 Rix), (3)

permet, donada una de les dues funcions N, R, calcular l'altra per simples qua-
dratures.

El tercer, condensat en la relacid

u(x) =q(x) +J R(x, y)o(y)dy, (4)

(4]

idéntica a la férmula resolvent de Fredholm, déna la solucié formal de I'’equacié inte-
gral de segona especie.
Volterra va estudiar en particular el nucli

N(x—y),

que apareix en la teoria de la mecanica hereditaria del cicle tancat, i va demos-
trar que la seva funcié resolvent és aixi mateix

R(x—y).
També va reduir les condicions intervals o la d’ésser el nucli integrable en el

triangle considerat ([21]), ([22]), ([76]), ([96]) i ([143]).
Equacié integral de primera especie. — Es la

<P(x)=J N(x, y)u(y)dy, (5)

en que la funcié6 N és finita i continua i ¢(v)=o.
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Volterra aplica per a resoldre-la el métode algebric, trobant que era també con-
dicié necessaria per a l'existencia de solucié la

N(x, x)Fo0;
va comprobar, pero posteriorment, que en certs casos particulars hi havia solucio

encara que N(x, x)=o0.
Derivant respecte de x 1'equaci6 (5) es passa facilment a la de segona especie

dN
¢(x) e |
Nx, x)__u(x)+J Nz, #) u(y)dy,
S : - s 3 o X P
que exigeix per a tenir solucid, ultra les condicions abans esmentades, que —— sigul

continua 1 finita.

Si el nucli 1 la seva derivada respecte de x sén finits i continus, la condicid
N(x, x)Fo0 és suficient perqueé existeixi una soluci6 tnica. Si el nucli es infinit, es pot,
analogament al que s’ha explicat en el métode de Fredholm reduir en certs casos
’equacié proposada a una altra de nucli finit.

El cas N(x, x)=o0, descartat al principi per Volterra, ha sigut després analitzat
concienciosament pel mateix Volterra i1 per Lalesco ([76]) 1 ([136]), basant-se el darrer
en la teoria de les equacions diferencials lineals.

Si el nucli N es algébric 1 designem per x, la rel menor de I’equacié

N(%; x)==0,

la resolucié de l'equacié (1) per a l'interval o..... x, queda compresa en el cas estu-
diat; n’hi ha prou doncs examinant el cas en qué N(x, y) s’anul'la per a x=y=o,

o sigul quan
N(o, 0)=o0.

El métode de Lalesco es redueix en linies generals a reduir per derivacions succes-
sives 1’equaci6 integral proposada a diferencial linial fuchsiana amb segén membre,
exactament en el cas de nuclis particulars 1 per aproximacions successives en el
general. La naturalesa de les solucions d’aquesta equacié diferencial depén de la
naturalesa de les rels de la seva equaci6 fonamental determinant per al punt singular
x=0; condicions particulars relatives al signe de la part real d’aquestes rels definei-
xen l'existencia d’'una solucié tnica, finita en l'origen, de 1'equacié6 de Fuchs, que
sera també solucié de 'equacié integral donada ([13]).
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Aquest métode s'estén sense dificultat teorica a la resolucié de sistemes de » equa-
cions integrals amb # funcions incognites, de segona especie, com el

x g=n
(%) =up(x) + f T Niolx, v)ug(y)dy (=T, By v vioins , 1),
0 E=1
o de primera, com el
x g=n
ou(¥) = f X Nplx, )uely)dy , (h=I1,2,3,..... y M)
 0g=1

El primer es resol mitjancant tres principis extensions dels que donen la solucid
de '’equacié integral de segona especie; el segén, si la determinant dels nuclis

N, :(%, %), N; 2,9), ..... » Ni, (%, )
Nz, REAYR Nz, AZ, V)s aevole ) Nz,n(xs y)
5P T3 e S RPN S . S S S R
N, (%, 9), Nuo%,9), ..... » N, n(%, )
compleix la relaci6
D(x, x)Fo0,

és reductible a un sistema de segona especie; el cas contrari es discuteix mitjangant
un sistema de » equacions de Fuchs, depenent I'existencia de solucid, de la natura-
lesa de les rels del sistema d’equacions funcionals determinants anexe.

El problema de la inversi6 de les integrals multiples condueix igualment a la
solucié de les equacions integrals de diverses variables. La soluci6é formal d’aquest
problema, aixi com de sistemes de primera i segona especie d’equacions integrals de
diverses variables és extensi6 immediata dels casos anteriors.

La teoria de les equacions diferencials entre derivades parcials ha donat origen a
equacions integrals, generalitzacié de les de primera 1 segona especie, Ja resolucié de
les quals ha sigut objecte dels treballs de Picard, Goursat, Lalesco, Burgatti, Picone,
Myller i algtin altre, operant per procediments analegs als anteriors o bé directament
per aproximacions successives ([135]), ([64]), ([x3]). La mateixa teoria condueix a tipus

nous d’equacions integrals, que perqué no encaixen en les estudiades esmentarem
breument.

Equacié de segona especie no lineal. — Es la

u(x) = o(x) + f N[ %, y, w(y) ]y,
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on la funcié N de les tres variables reals x, y, #, compleix les relacions

[N ) | <M [N(5 9, ) —N (o3 )| <N =g
per a
O<(x,v)<a , A—blu<<A+b,

en qué M, N, a, b, A, s6n constants positives.
Aquesta equacié generalitza la

y(x)— f [z y(@) | de=e,

que és la transformada integral de la coneguda equacié diferencial
dy _
2;_/ (x! y):

1 es resol per un métode d’aproximacions successives analeg a l’empleat per Picard
al tractar (Cours d’ Analyse, t. 2, p. 340,)dita equacid diferencial, arribant-se a demos-
trar ’existencia d’'una solucié tnica.

No ofereixen una senzillesa tal les equacions integrals no lineals de primera espe-
cie; la llur solucié adhuc en casos molt particulars condueix a funcions multiformes
de x per a les aproximacions successives que no presenten les mateixes ramificacions
(Schmidt); no existeix doncs en general una superficie de Riemann corresponent a
totes elles. |

Un altre cas notable deduit de la mateixa teoria, és el d’equacions integrals de
Volterra en qué els limits no sén com fins ara o i x, sin6 tots dos funcions d’aquesta
variable. La seva resoluci6 en els casos més senzills (limits —x ..... +X, aX..... B L)
es redueix a la d'un sistema de dues equacions integrals o s’obtenen (ep!?) directa-
ment pel métode, tan socorregut en aquesta teoria, d’aproximacions successives.

Finalment la soluci6 formal de les equacions integrals no lineals de diverses varia-
bles com la

y x :
x, y)=u(x, dz Nlx, vy, 2,8 4(, 2) 4L,
k y_) : yH_ff:(x) jlz(ﬂ [ / ( )—]; .

trobada per Picone ([135]), es dedueix facilment de la combinacié dels casos abans dits.
Equacions integro-diferencials. — Les equacions integro-diferencials es presenten,
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com ha fet veure Volterra, en els problemes de Fisica Matematica referents a feno-
mens d’indole hereditaria, és a dir, en dos estats futurs del sistema considerat depenent
no sols de I'actual o de Vinfinitament proxim anterior, siné de tots els estats prece-
dents, p. e. el magnetisme d'un cos. La seva teoria es troba encara en periode de
formaci6, per més que existeixen ja treballs d’importancia, i sera objecte duna
ressenya posterior. Sols afegirem aqui que alguns tipus senzills de dites equacions,
com els obtinguts en els problemes de torsié hereditaria, sén reductibles a equacions
integrals; i altres més complexes a sistemes d’equacions diferencials i integrals.
Funcions permutables. — Una altra teoria derivada de la teoria de les equacions
integrals, 1 avui en dia son complement indispensable, és la de les funcions permuta-

bles. Son fonament, ’anomenada composicié de dues funcions permutables, definida
per la relaci

fyFI (%, 2)F.(z2, y) dz_—_fyF,(x, 2)F, (2, y)dz (a)

x

guarda una intima conexié amb la iteracié dels nuclis en la teoria de Fredholm.

La relaci6 (a) demostra que la resuwltant de dues funcions permutables F, i F,
gaudeix de la propietat commutativa. Es facil demostrar que també posseeix la pro-
pietat associativa, amb la qual cosa la composici6 de funcions permutables té sem-
blanca amb la multiplicacié6 de quantitats algebraiques. Aquesta analogia és el Deus
ex machina de la teoria; i és possible construir-hi series de funcions permutables 1
estudiar llur convergencia. Finalment les propietats de les funcions implicites esteses
a les combinacions de les funcions permutables, donen la solucié formal de les equa-
cions integrals i integro-diferencials en qué les funcions conegudes siguin permutables,

en forma de series sempre convergents. Aquest resultat, d'un interés trascendental, es
deu tanibé a Volterra. |

RESUM HISTORIC I IDEA DE LES APLICACIONS

La primera equaci6é integral resolta fou la

% d
(F(x)=f ;@y; ; (0<a<I,F(0)=O))

del tipus Volterra, trobada en 1826 per I'insigne i malaurat matematic norueg Niels
H. Abel al generalitzar el problema de la tautocrona ([15]). El métode empleat fou el
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de desenrotllament en serie, ni senzill ni rigorés, com ja va observar Schlémilch
(Analytische Studien. — 1848).

Onze anys més tard, Liouville va trobar una altra equaci6 integral a l'estudiar el
desenrotllament d’'una funci6 en serie de termes que satisfacin I’equaci6 diferencial
de segbén ordre

d2

i e+
s 19 y=f(%),

on ¢ és un parametre variable ([17] i [18]).
En 1884 el rus N. Sonnine va generalitzar el problema d’Abel, empleant el seu
mateix métode ([19]).

En 1894 F. L. Roux en la seva tesi [20] va resoldre I’equaci6 integral

( f :N(x, uly)dy=/(x))

pel métode d’aproximacions successives. En 1896 apareixen els primers treballs de
Volterra ([21] 1 [22]).

Ja en 1883, partint del calcul de variacions, va comencar els seus estudis sobre
les funcions que depenen d’altres funcions, i les anomenades funcions de linies, equi-
valents a funcions d’un nombre infinit i continu de variables; i en 1884 (Atti Lincei)
va estudiar una equaci6 integral de nucli simétric utilitzant el ja esmentat calcul de
variacions. Aquests esforgcos preliminars cristal-litzaren en 1896 en les Memories abans
esmentades sobre la inversi6 de les integrals definides, que constitueixen la pedra
fonamental de les equacions del tipus de Volterra. La naixent teoria, pero, visqué
quasi ignorada del mén matematic fins a la publicacié de la primera Memoria de
Fredholm [23] resolent una equaci6 integral lineal de segona especie per un meétode
d’un rigorisme i elegancia tals que determinaren en els analistes un daler irresistible
d’avencar per la nova i ampla via oberta pel geni de Fredholm.

Darrera d’algunes notes complementaries, la Memoria [30], «Nzels H. Abel in
memoriam», publicada en 1903, assenyala el final del primer periode de la vida
d’aquesta teoria. Per completar en tot el seu treball, Fredholm el va dedicar a
I'insigne matematic 1 compatriota seu, que als seus ja nombrosos titols de gloria,
n'uneix un de postum, la inconscient col'locacié de la primera pedra del grandids
edifici algat.

D’aquesta data enca és tan gran el nombre dels treballs publicats, que adhuc
fixar-se només en els fonamentals es tasca dificil. E1 mateix any n’apareixen alguns
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de Plemelj ([31] i [32]), base dels posteriors de Goursat 1 altres sobre’ls sistemes de
funcions ortogonals.

En 1904 es presenta un altre analista de primer ordre, el professor de Gottingen
D. Hilbert. En sis comunicacions, tres de les quals s6n essencialment tedriques ([35]
1 [43]), endrecades a la societat cientifica de Gottingen, se troben un nou meétode de
soluci6, un estudi complet del cas simétric i gran nombre d’aplicacichs a la Fisica
Matematica; i per aquests treballs li concediren el premi Bolyai en 1910. Hem d’asso-
ciar al seu nom el de son deixeble E. Schmidt, autor d'un treball [39] que va facilitar
a Hilbert la soluci6 completa del seu problema, i conté una nova forma de desenrot-
llament funcional (Teorema de Hilbert-Schmidt) que fara el seu nom inoblidable.

Son quasi simultanis els treballs de Bateman ([40] [41], [42] 1 [46]), sobre les equa-
cions integrals de primera especie, el calcul de les constants propies de Kneser [45] i
altres de Holmgren [44], Picard, etc.

En 1907 1 1908, ultra diverses notes que complementaren els resultats anteriors,
fructifiquen les doctrines de Plemelj amb els treballs de Goursat ([52], [54], [55] 1 [70]),
Heywood i Lalesco, que darrera notes d’escassa extensi6 publiquen simultaniament en
el Journal de Lionuville [75], [76], els treballs que no sols resumen els passats, siné que
augmenten el cabal cientific uns estudis decisius sobre 1’ordre de la funcié6 determi-
nant de Fredholm, i la composici6 i descomposici6 de nuclis. Sén també dignes
d’esment els del ja citat Schmidt [83[, de Schur 184], Lebesgue, Pincherle, Lauricelle,
1 molts altres. Apareix aixi mateix la nova teoria en forma didactica en la obra [2].

En 1909 és tal 'activitat creadora dels investigadors, revelada en la nota biblio-
grafica ﬁngl, que només I'enumeracié dels treballs publicats féra inacabable; s’arrodo-
neixen 1 adquireixen caracter classic les doctrines de Goursat i la seva escola ([105]
1 [106]); Picard, aprofitant conceptes de Lebesgue, construeix la teoria de ’equaci6 de
Fredholm de primera especie ([86], [87], [112]); H. Poincaré [88] déna a conéixer resul-
tats interessants sobre les equacions integrals amb limits finits; Volterra amplia la
teoria general amb la consideraci6 de les equacions integro-diferencials i de les funcions
permutables [92]; apareix el Tractat de Bocher [4], i els treballs de Dixon [1_61],
Weyl 1 Aros. Hem d’esmentar també el ressorgiment de la que gosem anomenar
escola italiana amb Lauricelle, Sinigaglia, Orlando i altres que completen la teoria de
Volterra i I'enllacen estretament amb la de les equacions diferencials ordinaries.

Aquesta activitat no para els anys segiients, sumant-se continuament noms nous i
investigacions noves; en 1910 Lalesco segueix 1'estudi dels nuclis - ([117], [118] :i_[ug]) ;
Picard i Marty es dediquen a les equacions de tercera especie ([121] a [126]); Volterra,
ajudat per Picone i altres contintia desenrotllant la teoria de les equacions.integro-
diferencials ([135] a [137]); i apareix la Memoria magistral de Poincaré [142] on se
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tracta la teoria de les equacions integrals des del punt de vista funcional, amb una
elegancia corprenedora; i a més moltes altres notes de menor quantia. En 1911 segueix

la tasca de I'any anterior, prenent una gran volada la part practica de la teoria, i es
publica la obra de Kneser [10], que en condensa una gran part.

Finalment en els dos anys darrers apareixen les obres didactiques de Heywood [11],
Lalesco [12], i Volterra ([13] i [14]), entrant de ple amb aixd la teoria nova en el grup

de les que integren ’ensenyanca matematica ordinaria, sense deixar pero d’experiment
un acreixement rapid.

La teoria de les equacions integrals i integro-diferencials permet avui en dia el
plantejament i la solucié formal de gran nombre de problemes de la Fisica Matema-
tica. Els desenrotllaments funcionals de convergencia assegurada, la solucié dels pro-
blemes de Dirichlet i Riemann, la felicissima aplicacié a les elucubracions de Min-
kowski, I’estudi sistematic dels fenomens hereditaris que Volterra realitza, més una
multitut d’aplicacions menys generals es deuen per complert a la teoria de qué parlem.
Els problemes de vibracions condueixen a equacions integrals de nucli simétric, els de
moviments en els liquids a nuclis infinits reductibles, etc., etc.
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ELS NOUS TREBALLS D’EMILI FISCHER SOBRE L’ESTRUCTURA QUIMICA
DEL TANI

Emil Fischer, el gran quimic alemany, acaba de publicar un resum d'una serie de
treballs que fan donar a Ja quimica bioldgica un nou pas de gegant. (1)

L’assumpte aquest cop és la investigacié de l'estructura quimica del tani.

El procediment és ben séu: els cossos d'una férmula quimica que no pot ésser deri-
vada de les seves reaccions, els descompon en els séus grups constitvients, per hidro-
lisi; i, un cop aquests compostos, va lligant-los per sintesi i estudiant les propietats
d’aquests nous cossos.

Donarem un esbo¢ del procés d’aquest estudi admirable 1 dels resultats que n’ha
obtingut.

CoMPOSICIO DEL TANf{

Material. De moment, tenim de partir d'un cos de composicié constant i lliure
de bruticies; per a conseguir-ho fa servir un procediment nou de neteja del tani: el
tani de millor qualitat del comerg es disolt en solucié aquosa alcalina lleugerament
sobressaturada 1 extreu el tani d’aquesta solucié per medi de I'éter acetic; d’aquesta

(x) Ewmvr:r FiscHER Sinfesi dels dépsids, substancies del liguen © substancies dels grupus del tani (Berichte der Deutschen Chemis-
chen Gesellschaft).

115



