Estudi cinematic del mecanisme

a la Cardan

Considerem un mecanisme d’a-
questa classe com el representat es-
- - quematicament en la fig. 1.2 No'l
descriurem per ésser de sobres co-
negut.
El disc p pot glrar al voltant
dels eixos EF i1 CD, perpendiculars
entre ells, 1 fixos respectivament a
les forquilles EAF 1 CBD. Ademés
EF és perpendicular al eix OA,
GID,-al OB. Les forquilles EAT i CBD poden girar respectivament al voltant dels
eixos OA 1 OB, que formen un angle de go°+3, sent & agut. Donant a la for-
quilla EAB un moviment de rotaci6 en el sentit indicat per la sageta i amb una
velocitat angular constant o, ;quin moviment adquiriran les altres parts de l'aparell,
és a dir, el disc # 1 la forquilla CBD?

Per a averiguar aixo, suposarem que, al comencar el moviment, l'eix EF esta en
el planol determinat per OA i OB i que, en conseqiiencia, 'eix CD és perpendicular
al planol de OA, OB i EF. Havent suposat aix0, pendrem els tres eixos OA, OB
1 OF com a eixos coordenats fixos, anomenant-los respectivament ox, oy 1 0z. A més
suposarem un altre sistema d’eixos movibles ox’, oy’, 0z’ invariablement units al
disc p, 1 que, al comencar el moviment, coincideixen amb els fixos. Si determinem el
moviment d’aquest triedre movible respecte als eixos fixos, podrem deduir facilment
tot lo relatiu al moviment de dites dues peces del mecanisme considerat. Pero el
moviment de dit triedre movible quedara ben conegut, quan coneguem els angles que

les seves arestes formen en cada instant amb els eixos fixos. Per aquest motiu els
anem a determinar primer que tot.

Figura 1.»
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Els angles que les rectes ox’, 0y’, 02’ i OB formen amb els eixos coordenats fixos
estan indicats en el segiient quadre:

% y 2
y’ Q0° ol Q0°— !
o B Y
OB Q0°+ @ ) 9o°
%' A 1 v

Com que l'eix 02" és constantment perpendicular al 0y’, se tindra la igualtat

cos wf cos B+ sin of cos y=o,

d,On X e B=-—-— :
Goiy tg ol (1)

A més, essent també 'eix 0z’ constantment perpendicular a la recta OA, tindrem:

—C0S ¢ sin @ 4 cos 3 cos §=0,

cos 3
COS o

d'on = tg 8. (2)

També es complira la condicid

C0s* ¢+ €0s? B + €0s? y=1. (3)

De les igualtats (1), (2) i (3) facilment deduirem les expressions de cos «, cos §
1 cos y. En efecte, de (1) i1 (2) es dedueix

cosy  1gé
cosoe  tg ot (4)
1, per tant, es podra escriure
cosf_ cosy  cose I _cos?B  cos*y cos*a
I —cotwé cotd ' 14cot?witcot?’d 1 cot*wéi cot?d’
I
d’on | Cos? b=
P I+ cot? wf+4cot? §
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P cot? wi!
Y= I ¥ cot® wl +cot? §
cot? &
cos? g =

I+ cot? wi+4cot? §’

Posant —;
sen* wi

tangents, i1 extraient I'arrel quadrada, resulta

sin w/
cos o=+
A/ tg? &+ sin? w!
B tg o sm.mt
4/ tg? 8+ sin? wt
tg & cos w?
cOS Y=

- :
A/ tg? & + sin* wt

en lloc de 1+cot® of i les cotangents en funcié de les respectives

(5)

(6)

(7)

Com que l'eix ox" ha de ésser sempre perpendicular al oy’, tindrem la igualtat

seguent:
cos w/ €Oos .+ sin wf cos y=o0,
d’on zzz t—_- tg wl.

A més, essent perpendiculars ox” i1 0z’, tindrem:

COS A €OS o+ COS . €Os 34 COS y €Os y==0.

Aquestes 1gualtats junt amb la

cos? A+ Cos? g+ cos* y=1

ens permetran determinar cos %, cod 7 i cos v. Anem a fer-ho.
De (8) 1 (9) es dedueix

cos A coSs CcOS
— — g Wl p ! =0,
cos y CoS¢ COS g

(8)

(9)
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cos A tg é
0 bé, transformant, o s el (10)
d’on COSA  COsV
tgd sinwl coso
\ sin? w?
Pero com ik SRR AT R e S
COs vy sin w/ cos
se podra escriure
cos A cos | Cos v . I __Cos*A  cos’p cos?y
tg 8 —sin?wi sinwf coswl °  tg?d+4sint of+sin? wf cos*wf  tg*d  sintwf  sin? wf cos? of’
tg ¢
de lo qual resulta cos A= : : (11)
A/ tg? 8 + sin? wt
RSN sin? w? (12)
5 \/tg? & +sin* wt
sin w? cos wf
oS y= (13)

+ :
A/ tg? & +sin? wt

Anem, ara, a averiguar quin signe s’ha de pendre en cada una de les férmu-
les (5), (6) 1 (7), 1 (x1), (12) 1 (13), suposant que’l sentit de la rotaci6 al voltant de
I’eix ox és I'indicat en la fig. 1.2 i recordant que l'angle & és agut.

Segons la igualtat (2), cos B 1 cos « han d’ésser del mateix signe; a més durant la
primera quarta part d’una revolucié al voltant de l'eix ox, cos « és evidentment nega-
tiu 1 com sin of és positiu, resulta, segons (5) 1 (6), que per a cos« 1 cos B s’ha de
pendre el signe negatiu.

Com que durant la primera quarta part d’'una revoluci6 al voltant de l'eix ox,
tg of és positiva, de la férmula (1) es dedueix que cos y ha de ser de signe contrari
a cos B 1, per tant, el signe de cos v sera el positiu. Considerant la mateixa part d'una
revolucid, se veu desseguida que cos A ha de ser positiu. Com que sin of 1 cos of sén
positius, resulta segons (8) 1 (10), que cos p tindra signe negatiu 1 cosv el tindra
positiu.

Aixi, doncs, tindrem definitivament

iy sin ot (14) ok S tg d (17)
1/ tg? 8+ sin? wt A/ tg? 8 + sin? wt

008 fis tg & sin w/ (15) oS sin? wi¢ (18)
\/tg? 8 + sin? wt 1/tg? 8+ sin? w

éos o tg ¢ cos w? (16) AN sin ol cos 01—{___ o
\/ tg? ¢ 4 sin? wf '\/:tg’ g + sin? w!
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S1 diem T al temps que dura una revolucié al voltant de l'eix ox, pot veure's
facilment que cos «, cos f i cos y son funcions periodiques de / tenint per periode a T;

1 que cos A, cos . 1 cosv també sén periodiques, pero tenen per periode =

ITI

La velocitat de rotaci6 de la forquilla CBD al voltant de I'eix OB, és evidentment
igual a la velocitat de rotacié de l'eix 02’. Aquesta podria deduir-se com a cas par-
ticular de la velocitat d’'un punt qualsevol del disc » que determinarem més ende-
vant, pero donat l'interés especial que té des del punt de vista practic el conéixer la
dita velocitat, la buscarem primer que res.

L’angle que 0z’ haura girat al cap d’'un temps #, sera evidentment vy, que té per
cosinus com ja sabem

tg ¢ cos wt

Cos y = ;
¥ A/ tg? & + sin? wt

El valor de % sera, doncs, la velocitat angular o del moviment de CBD al voltant

de OB. Anem a buscar-lo.
Derivant la igualtat anterior, tenim:

sin w! cos wl.w

—tg ¢ si . . In? wt — :
s de tg ¢ sin wl m\/tg ¢+ sin? w¢ —tg & cos mt\/tg’ 31 sin® oo
dt tg? ¢+ sin? w!
siny X—wsinat tgd—T 82 dy Y Eige
¥ 8 7 S 6(tg= 8 + sin? w!)

(tg? € + sin? wi) %

1 finalment

, dy ® Sin o
—dt sin®® + sin? wf cos? &

\

D’aquesta igualtat se dedueix que’l valor de o’ és funci6 periodica del temps,

® (20)

tenint per periode = Al comunicar a l'eix OA un moviment de rotaci6 uniforme,
el que adquireix OB, en general, no ho sera, sin6 que sera periodic. No obstant, la

seva velocitat mitja durant un perlode; és 1gual a w, segons se desprén de l’examen

de 'expressio de cos y. En efecte:
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£ Jlig 3 tg & cos wi,
P T I g o sin® wi
: i b —tg & cos wl,
1 per =l,+ — COSy=

£ - ¥ A/ tg? 8 + sin? wi,

doncs y=v,+=; és a dir, que quan la forquilla EAF ha girat de 180°, igual ha fet
la CBD, i, per tant, queda demostrat lo que desitjavem.

”’ T N\ . . ’, . ot b \
Durant cada periode = el valor de o’ passa per un maxim 1 un minim, 1 aixo és

el que ara anem a fer veure. Es evident que’ls maxims i minims de " correspondran
respectivament als minims i maxims del denominador de (20), 1 aquests, als de
sin® wf. Pero

. A P '
SN’ wf sera minim quan a~t=2K;
essent K un enter;

. ~ . 2 X ? W
1 sin® wf sera maxim quan owf=(2K + 1) =
/ \ N e T
doncs o’ sera maxim quan {=2K -
4
essent K enter.
. .\ g Lo T
1 o’ sera maxim quan /=(2K+1) ¥

El valor maxim de o’ sera

R - )
max— Sin 6’ (ZI
1 el minim 0 pp=0 sin J. (22)

Entre o', 1 o', hi haura, doncs, les segiients notables relacions:

w’ b e msinS'---u)cos8 23)
max min—sin S e tg 8 ( 3
Wmx O ma=0° 0bé =10 ®mm (24)
. m' ) X 4 -
1 ,“““ =88 " .0 bé ' s d= \/m,m. (25)
O max W max

Anem a buscar, ara, en quin instant el valor de o’ és igual al de o.

I0
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sin &

— . : ==Y
e A sin? § 4 sin? wf cos?§
d’on
: sin & (1 — sin 9) sin ¢
sin? owl= = -
cos? 9 I+ siné

. 51N 6 1
sin wi=+ et ;  COS Wl= +V :
—V 1+4sind — V 1+4+sind

tg mt=i\/m,

igualtat que’'ns diu que o’'=o quan la tangent de U'angle givat per la forquilla EAF
sigut igual a A/ sin 3.

CASOS PARTICULARS.

1. 8=0. En aquest cas o’=0 i, per tant, no hi ha transmissié6 de moviment.
2.°" §=45°. Amb aquest valor de 3, es té

: 2
Sin 6=C0S §= —‘\—/— ¥
2
1, per tant,
g ®
0 = ~ .
I 4 sin? wl

El valor maxim de o’ sera

0 max = ('-Y\/-E

1 el minim

I.a seva relacid valdra

1 la seva diferencia

3." 8=90° En aquest resulta o'=o0, i per tant, el moviment al voltant de
I'eix OB sera exactament igual que’l que donem al voltant de OA.
Quan I'angle & difereix poc de 9o°, les férmules (23) i (24) ens diuen que o’ sera

Il
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quasi constantment igual a o, i per aquest motiu, en la practica, se permeten petites
desviacions de I'eix OB respecte al OA, encara que’s vulgui tenir moviment uniforme.

IV

Anem a estudiar el moviment del disc » en I'’espai fent-ho de dues maneres: 1.7,
considerant el moviment del planol y’0z” que li estd invariablement unit; i 2., estu-
diant el moviment d’un qualsevol dels seus punts.

1.“ Podrem formar-nos carrec del moviment del planol y’0z” de tres maneres di-
ferents; a) considerant la normal ox’ 1 buscant el seu lloc geomeétric; &) buscant la
superficie envolvent del mateix planol; 1 ¢) per la consideracié de l'eix instantani de
rotacio.

a) Les equacions de la normal ox’ al planol y’0z" seran evidentment

X y 2

COS A COS P COS vy

o sigul
AR P z
tg 8 —sin?*w! sin o/ cos ol (p0)
Eliminant el temps, se té
WS, I R o . LR _ z2
e X ’  tg?d sin*wf cos*of °  tg?d —y tgd tg ©
(I+y-—)
X
(y2+ zz) tg 0+ xy=o0. (27)

Equaci6é que’'ns dona el lloc geométric de les normals al planol y’0z’. Com que és
de segon grau, homogenia 1 té tots els termes de igual paritat respecte a z, represen-
tara un con de 2.” ordre en qué el planol xoy sera planol principal. Com que el

&

periode dels coeficients que entren en les equacions (26) és e aquest con sera descrit

per la normal ox” en el mateix periode. La intersecci6 d’aquesta superficie amb el
planol xoy és

12
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y (y tgd+x)=0

. ui {yzo
96 y tgd+x=0 ;

equacions que representen respectivament l'eix de les x, o sigui OA, 1 una recta
inclinada respecte a aquest, pel costat de les y negatives, d'un angle igual a
90°—3 1 que no és altre que la prolongacié de OB. Com que el planol xoy és principal,
segons hem dit, aquestes dues rectes sén respectivament les generatrius de contacte
de dit con amb els planols zox i 20B.

Les seccions del con paralleles al planol yoz sén circulars. En efecte, posant
x=d, resulta

(y*+2%) tgo+dy=0 ; x=d

equacions d'una circumferencia de centre (d : =l 0) i de radi ==
2 tg @ 2tg o

Podriem acabar de formar-nos idea d’aqueix con tallant-lo per un planol perpen-
dicular al seu eix. Tenint en compte que aquest forme un angle de 45° —-—2— amb ox

pel costat de les y negatives, la secci6 produida per un planol a la distancia 4,
sera una el'lipsa que tindra per semi-eixos els segiients:

Semi-eix petit = \/I_'anzz.-d tg (45—2), que estara situat sobre

el planol xy.

Semi-eix gran =

La distancia focal de la mateixa el‘lipsa

[I_sina I—sin & I—sin & \/1— sin & \/x_sin P
2 sin ¢ I4sin ¢ \/2 Sil’lS(I—}-Sin 8) 2 sin o I+4sin ¢

sera igual al producte dels semi-eixos dividit per d.

13
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I’excentricitat valdra

= 5
e—\/I sin & _ ¢ (45"-—- —). (29)
I+ sin o 2

b) Per a buscar la superficie envolvent del planol movible xoy, aplicarem el
metode tan sabut de la derivada respecte al parametre.

L’equacié normal del planol y’0z” sera evidentment

x coOsA+y cos B4 2 €OSy=0
d'on 2% tgd—2y sin?wf+ 2 sin 20f=0 (30)

La seva derivada respecte a of déna

2=y tg 2u¢. (31)

Eliminant la ¢ entre (30) i (31), tenim

sin zwtz\/ 3 - ; 2 SIN?Wl=1I— CO0S 20l= »\y/—l—z o1 3
Y& Y2+ 22
2X tga\/y’+z=——y\/y’+z=+y°+zz=o y (y—2x1g 8):'\/y’+z2 y  Yi4-4x° tg28—4xy tg 6=y’+z’
4x° tg* d—4xy tg 6—2%2=0. (32)

Equacié que representa un con de segdén ordre en que el planol xy és principal.

Aquest con sera engendrat pel planol x’0y” en un temps igual a %ja que els coefi-

cients de la equacié (30) tenen aquest periode.

Suposant z=o0, resulten les rectes x=0 1 y=x tg & que representen respectivament
I'eix de les y, 1 una recta inclinada respecte a l'eix ox pel costat de les y positives
d’un angle igual a 3. Aquestes dues rectes seran, a més, respectivament genera-
trius de contacte del planol 3’02’ 1 d’'un altre que passant per o sigul perpendi-
cular a OB.

Si tallem dit con per un planol perpendicular al seu eix, que coincideix amb el
del con de les normals, obtindrem una el'lipsa, els semi-eixos de la qual seran:

Semi-eix gran =d V; s 222 —d cot (45"";) que esta situat en el planol prin-

cipal xoy.

14



1. PovriT: Estudi cinematic del mecanisme a la Cardan

Semi-eix petit =d v B 66 _q__ Vsind - paral‘lel a oz.
I — Sl gin (450 _;)

La semi-distancia focal és

c___d\/1+s?n6 251r§'o‘ =d'\/1+sm6-'—zsmo___d
I—sing I—sing I—sin g

que, com se veu, no depen de l'angle 3.

L’excentricitat sera e=tg (45~_~ -z—-)

Com pot veure’s examinant tots aquests valors que acabem de trobar, e/ con
envolvent del planol movible y'oz" té les seves generatrius respectivament perpendiculars a
les del con de les normals ox’, cosa que ja es podia preveure.

¢) Com que coneixem les trajectories dels punts C i E, sera facil trobar l'eix
instantani de rotaci6. Aquest sera evidentment la interseccié dels planols y’0A i 2’0B.
Anem-lo a determinar primer respecte als eixos fixos.

Equacic’) de y'0A. ..z2=y tg wl.

L’equaci6é de 2’OB per contenir la recta oz’, les equacions de la qual sén

X y 2 . y—tg 8x=0 |
: = y == o bé -
—sin wf —tgd sinw! tgad coswl z+1tg 0 cotwl.x=0
sera de la forma y—tg 8.4+ K (24 tg 8 cot wf.x)=0

Analogament per contenir OB que té per equacions

2=0
y + cot gx=0, (

y+cot gx 4+ K’z=o0.

tindra la forma

Per tant se verificara

I5
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1 I'equacié de 2’OB sera

y sin? ¢+ sin ¢ €os ¢ 4 tg wéz=0.

Les equacions de l'eix instantani de rotacié referit als eixos fixos seran, doncs,

2=y tg w!
. . (33)-
y sin? ¢ 4 sin § cos 9.% + tg wt.z2=0
T . 2=0 s A : 3= e
Quan ¢{=2n —, essent » un enter, tenim { 1 I'eix instantani coincideix
4 y tgd+x=0

.

& —§ 0

amb OB. Quan ¢{= (2n+1) {- resulta { 1 coincideix amb OA.

y=0

Eliminant la ¢ entre les equacions (33) resulta

sin?g.y? 4 sin @ €os 0.4y + 22=0 (34)

equacié que representara el lloc geomeétric dels eixos instantanis de rotacié respecte
al triedre fixe.

Aquest lloc geometric resulta ésser un con de segén ordre en que el planol xoy és
principal. Com que’ls coeficients de les equacions (33) tenen per periode —E—, dit con
sera descrit per l'eix instantani en aquest temps. |

Fent 2=o0, resulten les rectes y=0 1 y tgd+d=0, que representen respecti-
vament I’eix ox 1 una recta prolongacié6 de OB. Els planols z0A 1 zoB seran respec-
tivament tangents al llarg daqueixes rectes. El contorn aparent sobre’l planol xoy
del con, lloc geométric dels eixos instantanis de rotacid, coincideix amb el del cono
de les normals al planol y’0z’. Els dos cons seran tangents al llarg de les generatrius
OA 1 OB, 1 els dos eixos d’aquestes superficies coincidiran.

Tallant el con (34) per un planol perpendicular al seu eix a una distancia 4,
resulta una el'lipsa que té per semi-eixos:

S-—<Bih ¢
I+sin ¢

» petit =d \/sm sl =d sin (450—--2-) . 4/sin 3.

2

seml-eiX gran =d\/ =d tg (45"—2) . Situat sobre’l planol xoy.

16
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[L’excentricitat valdra

. 0
€= \/1—— sin § cos’(45t"— -—2-) 3

Anem ara a referir I’eix instantani de rotacié als eixos mobils.
La recta OB per ésser constantment perpendicular a 0z’, estara situada en el pla-
nol x’oy’ 1 la seva equacid sera la del planol 2’OB. Pero

cos OB ,0x"=—sin § cos A+ cos & COs p==—COS 6\/!4;’ ¢+ sin? wt,

del qual se dedueix

0B . X = o wt_ 3
4/ tg? 8 + sin? w!
per tant ’equacié del planol 2’OB sera
Cos i

’

y'= 1 (35)

%
A/ tg? 3+ sin? wt

La recta OA per ésser perpendicular a oy’ estard situada en el planol x’0z’, 1 tin-
dra per equacid, per tant, la del planol y’OA. Peré com que

tg o sin w?
cos OA . 0x’ = cos A= 2 tghA=%—=
A/ 1g? 8 + sin? wt & 4 tgo’

'equacié de OA, en el planol x"02’, sera

sin w?
fio b r. 6

L’eix instantani de rotacid, referit als eixos mobils tindra, doncs, per equacions,

,  Sinwl
3 = 8 -

(37)

: cos w! o
Y=T Vg st et )

17
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Figura 3.* Figura 4.*

18
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s zI=0
Quan t=4ni, I'eix instantani vindra donat per {
4 y' tg8+a"=o.
2tgd +a'=o0
t=(4n—]—I)I, » » » » » { r B2
4 Yy =0.
| (38)
f—"( n+z):r— » » » » » j o
4 2’ | 9/ tgd—x"=o0
; 4 2 tg 0—a' =
t=(4n+3)—, » » » » » { 5 > 5
4 ¥ =05

Anem, ara, a buscar el lloc geométric dels eixos instantanis referits al triedre
movible, cosa que obtindrem eliminant la ¢ entre les equacions (37)

. g3 g4 x2—22 tg? ¢ (x'2—22 tg? 0)
sin? wl=—1g28 ; cos?wl=1— —tg20= : '8 s ’3
e & i x’'? 5 x? Y x2tgro4-22tg*e
o — (x*'y* 2222 +y* %) tg? d=o0. (39)

equacié que representa un con de quart ordre, en qué els eixos coordenats també
son eixos de la superficie.

’

\ : s 2’ =0
Tallant aquesta pel planol z’oy’, resulten, com a interseccid, les rectes : _0}

1 :,::z} que representen respectivament els eixos o0z” 1 oy’. Si bé satisfan 1’equaci6
(39), sbn rectes isolades que no soén eixos instantanis.

Si tallem la superficie (39) pel planol x'0y’, resulta, a més de l'eix oy’, el pri-
mer i tercer dels eixos (38); i si tallem pel planol x’0z’, resulten, a més de 'eix 02/,
el segébn 1 quart de (38).

Per formar-nos idea perfecta de la forma del con, el tallarem per un planol per-
pendicular a 'eix ox” a la distancia 4.

Fent aixo, tenim

dt—(d?y* 4+ y* 22 + 22 d?) tg? 6=0,
o bé Y222+ d?(y? 4 2?)—d4 cot? =0,

equacié que representa una curva de quart ordre de la forma representada respecti-
vament en les figs. 2.2, 3.2 i 4.3, segons que 8<30° §=30° o 8>30°. Es a dir, que’/
lloc geometric dels eixos instantanis de rotacié respecte al triedve movible, serd un con
que temint el vertex a lorigen, tindra per base la curva de les figs. 2.%, 3." 0 4.°,
situada en un planol perpendicular a ox’, amb el centre en aquesta recta, 1 temint els

19
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eixos paral-lels als coordenats oy’ 1 0z'. En definitiva, el moviment del disc . queda
determanat pel rodament del con movible x*—(x*y*+x°2*+y*2%) tg* 8=0 sobre’l fixe
sin® 8.9*+sin 8 cos 8.xy+2°=0, amb la condici6 que en un instant qualsevol la

generatriu
sin w#

jz G tg ¢

’

cos wi 2
A/t 8+ sinfwf

’

y:

’/

del primer, coincideix amb la

%’ z=tg wl.y
y sin? § 4-sin ¢ cos 0x 4 tg wf.z2=0

del segén. En una revolucié complerta de la forquilla AEF el con fixe sera descrit
dugues vegades, mentre que mobil només ho serd que una.

2. Suposem un punt invariablement unit al disc p i les coordenades del qual
respecte als eixos movibles siguin a, b 1 c. Les coordenades del mateix punt respecte
als eixos fixes seran

atgo sin w?

= = C = )

A/ tg? 8+sin? of  4/tg? 8+ sin? wl

sin? w? n ol
Y= i : + b cos wl—c tg8—|—sm.w .
‘\/ tg? & + sin? w! \/ tg? 0—sin? w?
a sin ot cos wt , tg 0 cos w?

— : + b sin wt ¢ .

A/ tg? & + sin? w! 1/ tg? 3+ sin? wt

a tg 6—c sin wt

='\/’c‘g2 3+ sin® wf

X

sin w? (a sin wi+4 ¢ tg 3)
A/ tg? 8 + sin? wt

cos wif (a sin wl+ ¢ tg o)
Vg2 d+sinwt

y=>b cos wt

(40)

2=>b sin ol +

Eliminant la # entre aquestes equacions, n’obtindrem dues que seran les de la tra-
jectoria descrita per un punt qualsevol. Pero com que el centre del disc és fixe, el
punt s’haurd de moure sobre 'esfera que té per equaci6
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I. POvriT: Estudi cinematic del mecanisme a la Cardan
22+ yt 4 22=a*+ b*4-c2, (41)

1 bastara eliminar la # entre dues de les equacions (40) per a obtenir una altra equacio
que junt amb l'anterior ens determinara dita trajectoria. |
Anem a estudiar alguns casos particulars.

1. El punt esta situat sobre ox’, 1 per tant, b=c=o.
En aquest cas les equacions (40) se converteixen en

s i atgo
 A/tg? 3+sin® ol
_ asin? ¢
g A/ tg? 8+ sin? w!
____ a sin ot cos wl
A/t tsin’ o

X

v la trajectoria del punt és evidentment la interseccié d'una de les fulles del con (27)
amb Uesfera x*+y*+z°=a*, ¢ que, com se sab, és una rama de la curva anomenada

el'lipsa esferica. Un dels semi-eixos d’aquesta sera b=45°—-%, 1 'altra ¢ se deduira

facilment mitjangant (28), resultant

Eliminant la z entre (27) i x*+y*+2°=a?, obtindrem la projecci6 d’aquesta curva
sobre’l planol xoy que és un tro¢ de la hipérbola donada per I’equaci6

x3—xy?*—a® tg' =0
limitat per l'eix ox i la prolongacié de OB. Les asimptotes d’aquesta hipérbola sén
I'eix oy 1 una perpendicular a OB per l'origen.
La projeccié de dita el'lipsa esférica sobre’l planol y’oz” tindra per equaci6
(¥ + 22)*tg? 0+ y*(y* + 2*—a?*)=o0 (43)

obtinguda eliminant la x entre (27) i (41). La forma de la curva corresponent és
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Tl

e =

Figura 6.*
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I. POvritT: Estudi cinematic del mecanisme a la Cardan

la indicada a la fig. 5.2; I'0val de l'esquerra és la projecci6 de la trajectoria del
punt (a, o, 0) i el de la dreta, la del punt (—a, o, 0).

2%  Suposem, ara, un punt del planol y’02’, o sigui a=o. Les férmules (40) se
convertiran en les segiients:

sin o
X=—C _
A/ tg* 3 + sin® wf
t in wl
y=b cos wt—c Gk m (44)
A/ tg? 8 + sin? w!
tg & cos w!?

z=Db sin wl+4c¢ :
A/ tg? & + sin? w!

Eliminem la ¢ entre la primera i la segona; de la primera s’obté:

. x? to? \ 2___x2 te?
sin? mtf::.‘K 8" 9 1 CoS wt::{;\/c b k' 6);

cz_xz C‘Z___xz

substituint a la segona,

2___a2 2 5. 4 &%
yzib\/c X (I +tg a) 4-c 1g8-x : (y—--C tg 6227)2:620 X (I+tg 0)
: X 2 — X2
o bé

(y—c tg 8.x)? (c*—x?) cos? §=0b? (c? cos? —x2). (45)

equacié d'una quartica la forma de la qual és la de la curva representada a la fig. 6.2
1 que junt amb x*+9*+2°=0*+¢* ens determina la trajectoria del punt (b, ¢). S’ha de
fer notar que la projeccié de la trajectoria del punt (b, c) estd representada uinicament
per I’oval ABA’B’. Les rames hiperboliques, si bé satisfan a I’equacié (45), no corres-
ponen a la trajectoria de cap punt.

Amb ajuda de les férmules (40) pot trobar-se també la velocitat » d’un punt qual-
sevol, ja que aquest sabem que té per expressid

=V(E) &)+ G

Anem-la a buscar en els casos particulars acabats de considerar.
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I.% 81 .b=c=o0, tenim

ax S sin w/ cos w?
(tg? &+ sin? wt) 2
dy 10 2 sin w? cos wi (tg? 8+ sin? wf) — sin® w? . sin wf cos wf
ks . 3 i
(tg? 0+ sin? wi) 2
i s sin w# cos wf tg? &+ sin3 w/ cos w?
= =
(tg2 & 4 sin? wt) 2
dz ¢ (cos? wl— sin? wif) (tg? & + sin? wf) — sin @/ cos /. sin w/ cos wt
— a0 —
dt

o
(tg? & + sin® w?)?

e cos? w! tg? §—sin? wl tg? d—sint wi
—aw "

3
(tg? & + sin? wt) 2

, 18?0 sin? w/ cos? wl+- 4 sin? wf cos? w? tg* 3+ sin®wl cos? wf + 4 sint wf cos? wf tg? &+ costw? tg+ o+
(tg? 0+ sin? w?)3

’=a? w

+ sin# w? tg4 8+ sin® w/—2 sin? w/ cos? wf tg+d—2 cos? wt sint wf tg* 84 2 sinb wf tg2 &
(tg? 0+ sin? wt)3 '

, 180 sin* w? cos? wi4-tg4d+4sin®wl+ 2 sintwi cos’w? tg?0+ 2 sinwi tg?d.

2 s 12
o (tg?¢ + sinwi)3 e
.. , 1870 sin? @t (cos® wi+ 2 sin*wf) 4- tg4d+sin®wz . 1g%0 sin®wl+ tg*0 sindwi+- tg+d + sinw?
=a%w : : =a*w - . —
(tg? 0+ sin? wf)3 (tg*d + sin? w?)
, (18?0 +smtwl) (sin*wi+tg?d)  (tg?0+ sintwi)
=a‘w : —=am : >
(tg? ¢+ sin? wf)3 (tg?d + sin? mt).'-
1 finalment
et ‘\/tg28+.sm4 w! e s
tg? 8 + sin?w?
2.  Suposant a=o0, tenim,
dx cos w? (tg?d+ sin? w¢)—sin? wf cos wt cos w/ tg*d
T AR o 3 e 3
(tg20 + sin? w?) 2 (tg? 8+ sin?w?) 2
kg ! tg?
%ﬁ_—:-— b sin wt4c tg e el - |
(tg*8+sin?wl)? |
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1. POvriT: Estudi cinematic del mecanisme a la Cardan

(tg? 8+ sin*w?) (tg?0 + sin*w?)3

1 2 in2 3 2 e . ¢ (te? ek
;_;___ b iont o tn P of (tg? 8+ sin mt)+31;1 wf cos mt]m= Vicaut ite s Sin ot (tg a+_I3)J°’
(tg? 8+ sin?wl)* > tg?d + sin?wf) *
dx P gz SO0 tg+d
dat) (tg*d+sin*wi)3
O ] AE ST 2 rngs COS?OE tg4d g sin wf cos wf |
_d_t_) =wm?| b*sin? of + c* tg 6(tg’8+sin‘*‘wt)3+2 be tg3d | E-J
| (tg? 8+ sin? w) 2
2 1112 2 ™M\2 . 2 e
‘f{ — w? | b2 cos?wl + ¢2 tg=65m wl (I-'l-tg o) ey sin wf cos wf tg ¢ (I + tg20)
dt (tg? ¢ + sin? w#)3 ' 3
(tg? ¢ + sin? wf) 2 4
S i g _bz c? cos*wl tg+d (1 + tg?8) + ¢? tg?d sin*wif (14-1g*8)* 2 be sin wf cos wit tg 6] A
3

p
(tg?8 + sin? wl) 2

¢? tg? 0 sin*w!
(tg? 0 + sin®w?)3

+ 2 tg4d sin*wl

L I:b,_l_cz (g43 + * 1253 + 2 be sin wt cos mt:g 8i|
3

(tg?a + sin? w?)

e 2 2
b (1g260+tsginfwt)3 (g% & + g4 0 4 sin? w/ 4- tg? & sin? wf) — 2 be

sin w/ cos w/ tg6‘| -y
3 _l'_
L (tg?8 + sin*wi)

2 2 2 .
V2 — 2 [bz_l_c tg?0 (1+1tg?0) , _tgd sin 20! :l

(tg? @ + sin? wi)? . 3
(tg? & + sin? wf) 2
1 finalment
AL : ¢? sin?g tg & sin 2w/
T Vb % (sin? § 4 sin? ¢ cos? )3 b . 3¢ (47)
(tg? 8+sin? wl) 2

Cas particular. — Si suposem b=o, el punt considerat estara situat a l'eix 02" 1 la
seva velocitat sera
sin §

V=CW — -
sin? § -4 sin? w? cos 29

1 per tant la velocitat angular d’aquest eix, tindra per expressio
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sin ¢
s1n? § 4+ sin? wf cos? ¢

R v
W=—=0
c

resultat ja trobat directament en el capitol II.

VY
Anem a fer algunas consideracions sobre les quartiques

X2y 4 (24 9?) d?—d4 cot? 8=0 ; (x*+9?)1g? 0+ 4% (x* +y*—a*)=0

1 (y—c tg 0)? (c*—a?) cos? §—b? (¢? cos? ¢—ua?%)=0,

: B x2y? + (%% + y?) d*—d* cot?6=0 (48)

Aquesta equacié canviant x 1 y respectivament en y 1 2, representa, com hem
vist, la secci6 produida en el con, lloc geomeétric dels eixos instantanis de rotacié del
disc p, referits als eixos movibles x’, y’, 2/, per un planol perpendicular a l'eix ox’, a
la distancia d.

Donada la homogeneitat de ’equaci6 respecte a x, y 1 d, podrem simplificar I’estudi
de la curva suposant d=1. Aixi tindrem x?y*+x*+9y°—cot?é=0 1 bastara multiplicar
per d les expressions dels diferents valors de x i y que trobem referents a punts de la
curva, per a obtenir els corresponents a I'equaci6 (48).

Per a estudiar I'equacié x*y*+x*+y*—cot? 8=0 (49), comencem per a buscar la
naturalesa dels seus punts a l'infinit valent-nos de les asimptotes. Aplicant els proce-
diments coneguts trobem que totes sén imaginaries 1 que tenen per equacions

=44+ 1 y=41,

és a dir, que dugues son paralileles a V'eix oy i1 les altres ho sén al ox. D’aqui se
dedueix que’ls punts a I'infinit de la curva sén dobles 1 sén precisament els impropis
dels eixos coordenats.

De P’examen de 'equacié (49) resulta que l'origen de coordenades és el centre de
la curva, 1 que tant els eixos coordenats com les bissectrius dels angles que formen,
sOn eixos de la curva. Aquesta és tallada per xx’ 1 yy’, respectivament en els punts
A1 A’, B1 B’ situats a la distancia cot ¢ de I'origen.

La interseccié de la curva amb les bissectrius dels eixos coordenats la obtindrem
fent y=+x en l'equacidé de la curva; tindrem:
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I. POvriT: Estudi cinemalic del mecanisme a la Cardan

x4 2—cot?0=0 : F=—71 cot? 0 =—1I . — : :
t 2% 0 : x \/I+ + sin ¢ sin 9

i' I—sin &
| singd
.': xz....__:

h 14 sin 3

| ~ sin d

;

o s k ' 3 ! : A

' El valor —— dona valors imaginaris per a x. En canvi el primer ens déna

els valors reals xzj:v 1-;;1;1 %, Els punts corresponents C, C’, D 1 D’ estaran a una

I —sin ¢
sin o

distancia de O, igual a Vz

Separant y en la equacié considerada, tindrem

iy cot? 6—x?
X I+ 42

i desseguida es veu que per |x| superior a cot 4, la y pren valors imaginaris, i lo

mateix passa amb |y|. Resulta, doncs, que la curva esta tota ella compresa dins d'un

quadrat, els costats del qual, paral-lels als eixos coordenats, passen per A, A’, B i B’
Busquem la primera derivada que sera

dy x (1 cot? )
dx A/ (cot? 6—x?) (1 + 42)3°

{X:O d'}’ . L
: - sera Zzero 1,

f.’C:O
2K ¥
y=—-cot g, dx

En els punts B 1 B’, tenim respectivamen i

!

[y=cot ¢
per tant, la tangent sera parallela a I’eix ox. Igualment en els punts A 1 A’ la tan-
gent és parallela a I'eix 0y. Com que la curva ha d’estar compresa dins del quadrat
abans esmentat, resulta que en dits punts ha d’ésser concava respecte al centre O.

Per acabar de determinar la forma de la curva, mirarem si hi ha algun punt d'in-
flexi6. Per aixo busquem la segona derivada i igualem-la a zero.

‘5{- Careibt i eie (cot? 6—x?) (1 4 x2)3—x [—x(I + x2)3 4 3x(cot? 6—4?) (1 + x2)3] P
ux A/ (cot? 8—x2)3 (1 + ¥?)?
(cot? 8—x?) (1 +2%)—2[3(cot? §—x%)—(1+4%)]

A/ (cot? §—x2)3 (1 4 x2)3

= —(1+ cot? 3)
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(cot? 8—x?) (1 4 4%)—a? [ 3 (cot? §—x%)—1—x*]=0

3 tg? 0.x44—2x% 4+ 1=0.

Resolent aquesta equacid, tindrem els valors de ¥ que corresponen a punts d’in-
flexi6 1 que sén

e :*:\/I :l:'\/I—-3 tg? 5. (50)

3 tg* ¢

Com que a cada valor de x en corresponen dos d’iguals 1 de signe contrari per a la y,
resultaran vuit punts d’'inflexié. Aquests seran reals sempre que 1—3 tg*8>0 o siguil
quan 8<30°, i seran imaginaris en cas contrari. Quan se tingui 8=30°, els vuit punts
se redueixen a quatre, essent cada un d’aquests la degeneraci6 de dos dels anteriors;
en aquest cas, doncs, tindrem quatre punts d’ondwulacié reals. Aquests punts correspo-

nen a ¥=+1I, cosa que'ns diu que’ls quatre punts d’ondulacié estan situats sobre les
bissectrius dels angles que formen els eixos coordenats.

Resumint, quan ¢<30°, la forma de la curva sera la indicada a la fig. 2.3; si =309,
tindrem la forma de la fig. 3.2; i finalment quan &> 30, resulta la curva de la fig. 4.2

En el cas 8<30° hi haura evidentment quatre bitangents reals que, donada la
simetria de la curva respecte a les bissectrius, seran dues a dues respectivament per-

pendiculars a aguestes. Les equacions de les bitangents podrem trobar-les facilment
referint la curva a les bissectrius, 1 aix0 és el que anem a fer.

Les formules de transformacid seran

x=—0=(=y) , y=—4p=@EF+Yy),

) 8
[V
N

per tant, substituint a (49), tindrem

x’4+y’4——2x’2y’2+4x’2+4y’2—4 Cot?d=0 ; y4—2y2(x"2—2)+ (X4 + 4x"*—4 cot? §)=0

e '\/x’z—z |- \,/(x'z— 2)? —x'4—4x"2+ 4 cot? § = :I:Vx"’——z . 2\/1 + cot? 0 —2x". (51)

Els quatre valors que, en general, trobem per a y, queden reduits a dos iguals 1
de signe contrari, quan I +cot® é—2x"”=0, o sigul quan

s I-+cot? ¢ I
x__:i:‘\/ 2 _i\/z sin 8’ (52)

28




—— T T

I. POriT: Estudi cinematic del mecanisme a la Cardan

igualtat que no serd més que 'equaci6é de les bitangents paralleles a I'eix oy’. Andlo-
gament trobariem que les altres dues bitangents tenen per equacid

3’"‘-—-":!:\/2Tna- (53)

S1 volem les equacions d’aquestes bitangents referides als eixos primitius, bastara
usar les segiients formules de transformacié

PR & o AR o

x=\/;.y=\/;,

1 resultara:
(x*+y)sindF1=0, (54)

per a les bitangents perpendiculars a la bissectriu CC’; i
(y—x)smoF1=0, (55)

per a les perpendiculars a la bissectriu DD’,
Anem a buscar, ara, 'expressié del radi de curvatura.
Tenim

. Sl sk
dx = y»+4+1’

i, després de varies simplificacions

ay (24 1)[y* + x2—2x%y?]

dx? y3(x% 4 1)?

Substituint aquests valors en I’expressié general

I+( J

d::c2

3
resulta _ |rer++eer 2] (56)
p== (yz_l_ I) (xz 3 I)(}'z 4 xz__zxzyz) f
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! A Y : x=-4cotd , X=0
En els punts A1 A/, B1 B’, s'obté, fent successivament { 1 {

y=0 y=-+cot3d,

LY

e SN 2 9
Pa— 2 .

Per a obtenir el radi de curvatura en els puntsC i C’, D i D’, farem y=x, resultant

_%(I +2?) |

Pcz\/z I—x% - |

I —SIil
Sin 9

1 recordant que quan y=x, y:x:\/ , tindrem

I

p = \/*2‘ /I—-—sin 5  slild / 1—sin I 0C
ot g . s — . .
C \ 5109 2 sIn ¥ —I Slny 2sSMI—I1I 25Mo—I
sin §
Construccié de la curva. — Figs. 2.2, 3.2 1 4.2 Construirem una circumferencia de

radi igual a d cot 3 1 tragarem dos diametres perpendiculars entre ells. Els punts A
i A’, Bi B’ d'intersecci6 d’aquests amb la circumferencia seran evidentment punts de
la curva. Sobre un de dits diametres, el B B’, per exemple, pendrem la magnitut OP
igual a d. Per a buscar el punt de la curva corresponent a una abscissa donada, OM,
per exemple, tracarem la recta MN parallela a OB, unirem P amb M i N, a partir
de M pendrem una magnitut MR igual a OP i1 des de M tragarem una paral'lela a PN.
El punt S d’interseccié6 d’aquesta amb MN sera el que buscavem. En efecte, de la
construccid es desprén

SM _RM
NM~ PM°

Pero com que SM =y, MN ———\/d’ cot? 3—x*, RM=d 1 PM -———\/d"+x’, se tindra

A/ d? cot? 3—x2

A/ d? + x2 ’

y—._"ti

que és 'expressié de la ordenada d’un punt de la curva en furfti6 de l'abscissa (1).

(1) El lloc geométric dels punts R és una concoide de Nicomedes.
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I. PoOriT: Estudi cinematic del mecanisme a la Cardan
2.2 (3 + ) tg? 3+ (2 + ' —a?) =, (57)

Aquesta equacid, canviant x y respectivament en y z, representa, com ja sabem,
la projecci6 sobre’l planol yoz de la linia descrita per un punt de ox’, essent, per
tant, la projeccié6 d’una el'lipsa esférica.

LLa curva considerada no té asimptotes paral-leles als eixos coordenats com se pot
veure facilment. Aplicant els procediments ordinaris per a buscar les no paralleles,
resulta que aquestes totes sén imaginaries 1 passen per l'origen tenint les segiients
equacions |

Les equacions y=+1x representen dues rectes isotropes, de lo qual resulta que’ls
punts circulars a l'infinit pertanyen a la curva i a més que lorigen és un focus
singular. Que’ls punts circulars pertanyen a la curva podia haver-se deduit directa-
ment de la seva equaci6. La qudrtica considerada és, doncs, circular.

Examinant I'equacié (57), desseguida es veu que la curva passa per l'origen, 1
que’ls eixos coordenats també sén eixos de la curva. Fent y=o0, resulta y*=o0, o sigui
que l'eix oy té quatre punts comuns amb la curva que coincideixen amb 1’origen.

S1 fem y=o0, tenim

x4 1g? 3+ ¥ (v*—a?)=o0,
(2 1g2d+42*—a?)=o0,

d’on X=0 1 x=-4acos3?.

lo qual ens diu que l'eix de les x, a més de l'origen, té comtt amb la curva dos
punts A 1 A” que disten de O la magnitut a cos 3.
Si referim la curva a coordenades polars, ’equacid considerada se convertird en

r4 1g% 3472 cos? O (r*—a?)=o0,

o bé
y [r’ (tg? 3 + cos? B)—a? cos? 9] =0,

A @i co
T tg? ¥4 cosr b’

d’on r’=0 1 7? (58)

I’equacié =0 ens diu que l'origen és un punt doble. La segona pot transfor-
mar-se com segueix:
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rz_ az . aﬁ L% az
TR +I_tg2 d3(T+1tg20)+1 14+1tg234tg23tg2h’
cos? 6
a? cos? 3

(59)

’-2

TItsin?yigio’

Fent variar 6 de o a 9o°, la » disminueix des de @ cosé a o.
Busquem 1’angle V que la tangent a la curva forma amb el radi vector que va al
punt de contacte. Tindrem, derivant I’equaci6 (59)

dr a? cos?¢ sin?g tg

. £ sin? ¢ tgh
df (1 +sin?g tg26)? > (1 +sin? § tg2 ) cos*§

12 (I +sin?§ tg? 0) cos?f

)

’I-

tge V= f.i.f (1 +sin? tg?6) cos*d - co8" 6 4 sin? § sin? @ . cos?0 cos? o + sin?¢
e g s o tgf snie g0 sin?g g 0
I 4 cot?g cos?§
—— . (60)
tg V =0

Fent variar la 6 de o a go°, tg V varia de — « a o, i, per tant, V variara
continuament de go® a 180°. Aix0 ens diu que en I'arc de curva corresponent no hi
haura cap punt d’inflexi6 i com a consequencia, que tot ell sera concau respecte al
eix ox. Donada la simetria d’aquesta respecte a ox i oy, podrem dir que constara de
dos ovals, un a la dreta i altre a l'esquerra de oy, que seran tangents a l'origen.
Aquest sera, doncs, un punt facnodal i la curva tindra dues bitangents reals, paral-leles
a l'eix de les x i els punts de contacte de les quals serdn respectivament els més alts
1 els més baixos. Anem a determinar aquestes rectes.

Agafem l'equaci6 cartesiana i separem #?; tindrem:

x4 (14 1tg20) + 22 (292 tg2d+y*—a?)+y+ tg2d=o.

__—(2y tg?d+y*—a’) £ A/ (2 1828+ y*—a?)*—4y* 1g*3 (1 + tg29d)
2 (I+1g%0)

x2

o —(2° 18784y —a?) 4/ yt—24y* (142 tg?d) +at (61)
2 (1 +1g?%0)

Aquesta férmula ens déna per a x quatre valors que’s reduiran a dos quan
yi—2a*y* (1+2 tg*?8) +a*=o0. Els valors de y que satisfacin aquesta equacio, ens dona-
ran, evidentment les equacions de les bitangents que busquem. Evidentment tindrem
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y*==a* (1 +2 tg?8) £4/a* (1 +2 tg?8)*—a* = a* (1+2 tg*3) + 24 tg 34/ 1+1g*3

B sin? g sind ] _ 1+sin®d+2sind  (r£sing) = Itsingd
i [I+2cos=8i2cos’6]_a cos® ¢ ? cos? 0 P y=zxa cos o
gltadie —iaI+Sin6—j:acot 3oL
0 sigul y= o i (45 2)
(62)
: I—sin 8 8)
1 o] -_— O s e
y=zxa cos @ tatg (45 2

lo qual ens diu que hi ha quatre bitangents reals. Busquem, ara, les abscisses dels
punts de contacte, substituint els valors anteriors a la igualtat (61). Tindrem

_ —(2y* tg20+y*—a?) 422 [1+sin 8] tg? 8¢. (T +sin 8)*—co0s* &

x2
2 (1 + tg?9) 2

e e 2 8 g C08%8 — (I + sin? & 4 2 sin §) (1 + sin?Q)
- oS 0 —(1+sind) [142 tg?d]l=a T ==

,€08% §— (I +4sin? §)* F 2 sin ¢ (I +4-sin? g) s (cos? 0—1—sin?g) F sin & (I +sin*a@)
2 COS%3. cos? 3.

=a

—2 sin? § F sin @ (I + sin? )

4T e
Lo, — gt sip 3 =250 ¢ F (14 sin 6)

c0s* 9 cos? g
sin ¢ . : a? sin § :
d’on X2 =—q? ey (1 + sin §)? i A2 = e (1 —sin g)?

1 finalment

Ll BTSN G : __,a(x—sind)
= g A/sin 8.1 1 g= sin 3.

3 e e
o bé x=+4-a cot (45“-——- ;) A/sin 3 1 1 r=+a tg (45“-— -Z—) A/sin 3.

Aquestes igualtats ens diuen que hi ha dues bitangents reals y=+a cot ( 45°— %)

que tenen els punts de contacte imaginaris, ja que la llur abscissa és

5
x=+a cot (450— :2—) 4/sin 3.1.

Les altres bitangents y=+a tg (450__ —:—) ho sén en els punts que tenen per abscissa
\
¥x=+4a tg (450-—- ?)m
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Els radis vectors d’aquests, que, com hem dit abans, sén els més alts i més bai-
xos de la curva, tindran el segiient valor:

0
r=a tg (45"-— -;;) '\/1 + sin 3 _—_a'\ﬁ——sin )
0 bé

d
re= 472, a sm (450—--2-).

Recordant que ’el'lipsa esférica, de la qual és projeccié la curva que estem estu-
diant, és intersecci6 del con (27) amb l'esfera x*+y*+2°=a?, se troba faciiment que /a
ordenada dels pumts més alts © més baixos és igual, en valor absolut, a l'eix petit de
Uel'lipsa d’interseccié del con amb un planol perpendicular al sew eix 1 que sigur tan-
gent a Uesfera.

Anem a buscar ara I’area limitada per un dels dos ovals que constitueixen la curva.

it
Ay Vi ) f 2 . a2 cos?d
€a que busquem =A =y ey

Suposem el segiient canvi de variable, sin 3 tg 6=z, tindrem

A 2 | df A4 dz erEiirs s 1 & sin? 3 gt sin ® dz
& —sind ’ cos*@ sin 3. T r4tgrl sin? 3422 7 sin? ¥ 432
oC oC oc
cos?d sin 3 dz sin § dz : dz
A=—a? - — 2 - @® sin 9 —-
o (X4 2%) (22 4 sin 23) o o 224-8In? ¥ s T4+
o : “  xa? '
— 2 c 1 —_—n2 o
=0 [mc tg =t 3]0 a® sin [arc tg z] } - (I—sin 3)
1 finalment

d
A=ma? sin? (45° — -2—) (63)

Construcci6 de la curva. Tracem una circumferencia de radi a i considerem en ella
dos diametres perpendiculars ox i oy (fig. 5.2), 1 dibuixem una recta oc que formi amb
ox un angle igual a 3. Tracem la perpendicular CA a ox i el punt A sera de la curva.
Prenem la magnitut OP=CA sobre ’eix ox 1 tracem la perpendicular PQ a ox i igual-
ment tracem la perpendicular P’Q’. Per a buscar el punt de la curva que correspon
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a un valor qualsevol de 8, farem com segueix: Dibuixem un radi vector qualse-
vol OM, pel punt 3, d’intersecci6 amb PQ, tracem una paral-lela a OA que tallara
en M’ a la recta P’Q’; unirem M’ amb O 1 pel punt N comt amb la circumferencia
tracarem una perpendicular NR a ox, per R, una altra RS a OC, i portant la magnitut
RS sobre el radi vector considerat OM, obtindrem el punt T que sera el que busca-
vem. En efecte, anomenant « 1’angle NOA, resulta

_M'P’ MP_ OPtg6

r=0T=08=0OR cos¥=a.cosxcos 8. ; tga=
a @ a
Pero
L sing tgd .
OP=CA=asmo ; tga= Gl ‘: 6 ==sin § tg §
q 4 I R a cos G
on 05 L= = = : .
A/1 + sin? 8 tg? ¢ A/ 1 + sin? 8 tg? f

Tenint present que’l radi vector corresponent als punts més alts i més baixos €s

. AN , N 1)
r=4/2 a sin (450—?), 1 que la seva ordenada €s a tg (450——2) per una construccio

molt senzilla poden trobar-se directament.

3.2 (y—c tg 8)? (c*—x?) cos* G—b? (¢? cos? §— x?)=0.

Aquesta equacio, com hem vist, representa la projeccié sobre’l planol xy de la
trajectoria d'un punt del planol y’oz’.

Comencem per a buscar les seves asimptotes. Com se pot veure facilment, n’hi
‘ha dugues de paral-leles a I'eix de les y, les equacions de les quals sén

representades a la fig. 6 per les rectes TT’ 1 LL’.
A més, seguint els procediments usuals, se’'n troben dugues que no séon paralleles
a cap dels eixos coordenats i que tenen les segiients equacions:

y=¢ tg 2% f —— 1 y=c¢ 1§ O.\«-—-Em (65)

representades per les rectes UV 1 U’ V.
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La curva tindra, doncs, dos punts dobles reals a l'infinit. Per a fer més senzill
I'estudi de la curva, la referirem a uns eixos oblics constituits per 1'eix oy antic 1
per un nou eix ox’ que sigui la recta y=c tg 5.x. Tindrem evidentment,

I x’

'\/I+tg2a='\/1+cz tg?

‘e ( 5 ) c0os? 3—b (c cos? d A ) 0
2 2% __h2[ 2 2 e
¥ I4c?tg*d I+4c* tg?d

Y2 [c‘*’ (T + c* tg? B)--x’”] c0s? §—b? [cz(x + ¢? tg? 3) cos? B—-—x’z] =04

y—c tg 8=y’ , x=% cosa=x

Suposant ¢*(1+c¢* tg*s)=c", resultara com equacié de la curva considerada referida
als nous eixos

Y3 (c"2—4"2) cos? §—0b? (¢’? cos? 8—x'?)=o0. (66)

De I'examen d’aquesta equacid se dedueix desseguida que’ls nous eixos ox” i 0y’ so6n
diametres conjugats de la curva, i que l'origen és el centre.
Les asimptotes TT’ i LL’ tindran, referides als nous eixos, les equacions "= +¢’, 1
b

les altres dugues tindran les segiients: y'=+ st

L’eix oy’ tallara la curva en dos punts B i1 B’ a la distancia 4 de I'origen; I’altre
eix ox’ la tallara en els punts A 1 A’, situats a la distancia ¢’ cos 3. De manera que
tant ’eix ox” com I'0y’, tindran comuns amb la curva dos punts ordinaris a distancia
finita 1 un punt doble a I'infinit.

Com que y' =4+ : \/ s BUE R 2, (67)

cos 0 c'2—x"?

anicament obtindrem punts reals de la curva per a |x’|<|¢’ cos3| o [4'|>]|c’|. Sempre
que x¥” cumpleixi amb aquestes dues condicions, obtindrem per a la y” dos valors reals,
iguals i de signe contrarl, que’s faran iguals a zero quan

x' |=

c’cos 3|. D’aixo es

: vy, ¥=+c cosb |, '
dedueix que les tangents QO 1 SS” a la curva en els punts «g s sén paral-le-
b

COS 9

les a I’eix oy’. Igualment trobariem que s’ha de verificar |y’|<|b| o |y’|> per a ob-

V=40b

-

tenir punts reals de la curva i que les tangents en els punts g o

son paralleles

a l'eix ox’.



I. POrLiT: Estudi cinematic del mecanisine a la Cardan

Anem a veure si hi ha punts d’inflexi6. Per aixo busquem la segona derivada i
igualem-la a zero; tindrem

v b 2__c'2c0s* 3
T cosd x'2—¢'?

dy’ b & (¥ —c"?)—(x'*—c"? cos? )&’  be? sin? B x’

dY  cos z/ (82— ¢'?)3 (&' —c’* cos® d) ~ cosd A/ (¥ =-¢'?)3 (¥'2—¢'2 cos? D)

dzy’ be* sin® ¥ (¥'2—c’2)3 (¥2—c'? cos? 3) — &2 [3(a/2—c'*)? (&2 —c'? cos? B) + (¥'2—c"?)3]
D A/ (F*—?)3 (54— cos' B) (¥2—=c"%)3 (x'2—C"* C08? D)
d*y"  bc? sin? ¥ 3x'4—x"?(2¢"? c0s?8) 4 ¢4 cos? 3

A2~ cos d A/ (& —c'?)9 (&' —c"? cos?§)3

3x"4—(2¢"? cos? 3) a2 4 ¢4 cos? ¥=0.

Les arrels d’aquesta equaci6 son:

r= 4 ‘\/c"-“cos2 3+’ cos 34/ 4—sin? 3 _ + U,\/CO; 4 (cos 34+4/cos? 3+ 3).

3

Com que cos 3 <4/cos? 3 + 3, solament hi haura dues arrels reals que seran

x=4c C—O—;--Es(cos25+\/t:os2 3+3),

pero com que aquests valors cumpleixen amb la condicié

¢’ cos 5<c'\/C0; - (cos 34 '\/cos= 343) <,

els punts d’inflexié corresponents pertanyen a una porcié imaginaria de la curva.
De I'estudi que hem fet de ’equaci6 (64), se dedueix que la curva que estem estu-
diant estara constituida per cinc rames tal com segueix:

1.“ Un oval inscrit en el parallelogram QQ’J’]J.

I 2 Quatre rames hiperboliques situades en els angles TRU, T’R’U’, LSV i
L’S’V que formen les quatre asimptotes.

El paral-lelogram QQ’]’], format per les quatre tangents en els punts Ai A’, Bi B/,
1 el format per les quatre asimptotes, tenen les diagonals coincidents, puix, tant en

b
2" cos )

una figura com en l’altra tenen les segiients equacions y’= -+ x’. Anem ara, a

trobar la llur intersecci6 amb la curva. Evidentment tindrem
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X' cos? 3— ——¢'? €08y — &2 b2+ bc"? c0s?y =0

x'4-—2¢"* x'24-¢'4 cos? 3 =0

Xr=c"2 4 ‘\/C"—C" C0os?y = ¢"? (I L 8in J)

‘ d

‘ :i—_'\/-z-c’ COS (45“—— ;—)

=40 4/14sinj=" ‘
i‘\/z_c’ sin (45”——;)

b

+4/ 2 5
s$in (45"-——"2—)

’\/Ij: sin § = e b
o (15—)
cOs 43—--;

Per als vuit punts d’intersecci6 de dites diagonals amb les curves tindrem, doncs,
les segilients coordenades:

c’\/lisina_—_i

¢’ cos P Ccos 3

Y=

s V2 ¢ sin (450 —) s A 2 ¢ cos (450 -——)

b C,

i v o G o o

B i o
i (o-2) (—v3 < on(ar-2)
¢’ b

4
CY !

(o) |

( - 0 [ o
s—-'\/z ¢’ sin (45"——-) \-— 2 ¢’ cos (450-—;)

Diagonal CC’

(68)

D, !/ b
+
' v/ 2 cos (45" —> ' V2 sin (45“ —>
Diagonal DD’ ; |
s +\/2 ¢’ sin (45" ;) s -}-.‘\/r’-;-v ¢’ Cos 45
D’ { D’x '\{ b

ey REEI=N
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Les rectes CC’ 1 DD’ s6n també diametres conjugats. Considerem Ja CC,” I'equaci6 de

b
¢’ cos ¥

la qual sabem que és y= x, i prenem un punt qualsevol de la mateixa. Les

bli 8) éssent K una quantitat qualsevol. Si tras-

coordenades d’aquest punt seran (K, -y

Hadem els eixos ox’, oy’ en aquest punt, ’equacié (66) es convertira en

(y" in )2 [(x”—-K)’——c”] cos? §— b? [(x”-——-K)’—c’z cos? 6] =0

¢’ cos ¢

Fent passar, ara, pel nou origen, una recta parallela a la diagonal DD’, que

S \ il b .
tindra per equacid y"= e ax”, tindrem

Y K
cicos & ¢ .cos O

]2 [(x”—— K)? — c"] cos? ¢—0? [(x”—- K)* — ¢"? cos? 6] =0
(2" + K)? I:(x”—-K)z——c’z] —c'2 [(x”—K)’—c” cos? 8] =0

x'4—2¢"? ¥+ (K"—2 K2 ¢24- ¢4 cos?8)=0

Com que aquesta equacid, de quart grau, té les quatre arrels iguals 1 de signe

bx”
¢’ cos o

contrari de dues en dues, resulta que els punts d’intersecci6 de la recta y”=

amb la curva estaran situats a igual distancia del punt considerat sobre la diagonal CC’,
lo qual ens demostra allo que desitjavem.
Segons aixo, coneixerem les tangents en els punts C,C,, C’, C/, D, D, D’ 1 D/ .
S1 designem els diametres AA” 1 BB’ respectivament per « i #, tindrem

a2+ B2=c"? cos? 3 + b2.

Suposant CC’'=«" 1 DD’=p’, resultara

B b? 20¢ ctgd Y y I :
ko e cos* 3 T cos? 34/1 +i’ tg? § Saraalii (:oszl ) (¢** cos® 3+ b* +2bc sin 3),
/ I : _
0 bé L (¢’? cos? 3 + U? + 2bc? sin ) ,

2 cos? (450— -Z—-)
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1 de la mateixa manera

: 3

p' = 5 (¢"? cos? G+ b2—2bc? sin @),
2 09 (45”—2)
- o'+ f2= : » — (¢"? cos? @ + b?),
d OI'I. 2 C052 (450__.2.)
2
1 finalment :f: ::: g: =(0s? (450-—_ -S-) . | (69)

Suposant C'C’,=«’, i D’D’,=8,, s’obtindra mitjancant operacions semblants,

a2+ﬂ3 __(‘._2< O_E)
i S (79)

Anomenant per @ I'area del parallelogram format pels diametres conjugats OA
1 OB, tindrem

Q=quf} cos a==bc cos g.

I’area @’ del paral-lelogram format per I'altre parell de diametres conjugats OC
i OD, evidentment igual al doble de la del format per les coordenades del punt C,

sera
(1 —sin g) bc cos &

cos? s ( 0
cos? 450——»2

, be’ : 2
(=2 —— (1—sin g) cos a.=2bc cos &
COS G

de lo qual se dedueix

Q=Q’ cos? (450-———2—) } (71)

Si designem per @', I'area del parallelogram format per OC, i OD, s’obtindra,

d’una manera semblant,

Q=0 sin? (450—-2—). (72)

Les relacions (69), (70), (71) 1 (72) expressen propietats semblants als teoremes
d’Apoloni de l'el'lipsa 1 hipérbola.

Construccié de la curva. — Dibuixem dugues rectes xx” 1 yy’ perpendiculars entre
elles 1 la OP que formin I'angle & amb ox. Amb la magnitut b trobarem desseguida
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I. POri1T: Estudi cinematic del mecanisme a la Cardan

els punts B i B’. Per a buscar A 1 A’, tracarem la recta ox” que formi amb ox un
angle «, de manera que tg a=ctg 3, pel punt P, situat a la distancia ¢ de o, tragarem
una parallela a OB i el punt en qué aquesta talli a ox” sera A, 1 desseguida senyala-
rem la A’. Sobre I’eix ox prenem la magnitut OK=c 1 tindrem desseguida I’asimp-
tota TT’. Dibuixant les tangents AQ i1 BQ, podrem senyalar ficilment el punt R, 1
per tant 'asimptota UV. Les altres asimptotes ja les podrem dibuixar desseguida.
Per a buscar punts qualsevols de la curva, tragarem amb centre en o dugues cir-
cumferencies de radis OA 1 ON, per un punt E de l'eix ox” tracarem la recta EH
perpendicular a ox’ i la EG parallela a oy. Senyalarem els punts I 1 E d’intersecci6
d’aquella amb les dugues circumferencies, i el G d'interseccié d’aquesta amb MR, i

tragant per I una paral'lela a HG, el punt F on aquesta talli a EG, sera punt de la
curva.

Anem a justificar tot aixo. En efecte.

OA=c’cos o ON=¢’

FE IE
GE- HE ' FE_y > OE:I,
b
GE=—= ; IE=4/c?cos*3—x* ; HE=4/c2—a?;
T _’\/E’ZCoszs_xz ke P b? 2 cos? 3— x2
per consegiient AR e sy~
cos ¥

que és I'equacié considerada.

Si el punt E el prenguéssim més enlla de N, comengariem per a tracar tangents
a les dues circumferencies, 1 pendriem les seves magnituts sobre la perpendicular EH,
1 el restant ho fariem exactament igual. Els punts que aixi aniriem trobant perta-
nyerien a les rames infinites.

| IsiDRE POLIT.
Facultat de Ciencies, Barcelona.
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