Del moviment pertorbat duna corda

I. Me proposo en aquest treball cercar una forma general pera les equacions dels
petits moviments d'una corda que’s mou, forma que comprengui com a casos parti-
culars les equacions donades per Routh (1) pera certs casos de les oscilacions d'un fil
pla en equilibri, y les de Léauté (2) pera les oscilacions d'un cable teledinamich.

Comensaré per dir que es lo que entench per petits moviments d’un fil 6 corda que’s
mou. Suposo un fil en moviment perfectament conegut y definit. A un moment, de
sobte, intervé qualque perturbaci6. Y el fil continua moventse ab moviment pertorbat.
Diré que es oscilatori o que fa petits moviments, quan els valors dels elements determi-
nants de la forma y estat dinamich del fil en el moviment pertorbat son poch diferents
dels elements determinants de la forma y estat dinamich en el moviment conegut. Y
de tal grau sigui la diferencia que puguin despreciarse, per sa petitesa, els quadrats y pro-
ductes de les perturbacions.

Arrancaré de les equacions establertes per en Flocquet (3) pera’l moviment d’'un
fil. Faré us de les segiients notacions :

T component de la forsa exterior per unitat de masa sobre la tangent a la curva en el
punt corresponent.

N component de la forsa exterior per unitat de masa sobre la normal principal interna.

B id. id. sobre la binormal.

17 tensié.

d densitat,

s arch comtat sobre la curva a partir d'un punt de la meteixa. Al passar d’un punt

a un altre punt de la curva en un instant determinat, solsament varia s.
£, n, ¢, components sobre la tangent, normal y binormal a la curva, en cada punt,

de la velocitat absoluta d’aquest punt.

(1) Dynamik der Systeme Starrer Korper, Hohere Dynamik. Lelpzig 1898.

(2) Theorie generale des transmissions par cdbles metalligues. Paris 1882,

:3) Flocquet. Comptes Rendus 1892.

Vid. també E. Terradas «Bstudios sobre los hilos». Memoria premiada per la R. A, de Ciencies de Barcelona.
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pdt, gdt, rdt, components de la rotacié que faria coincidir els axis anteriors per lo punt
Py temps ¢ ab els axis per lo punt P y tempts ¢ + dt..

p radi de primera curvatura.

», la inversa del anterior o sigui la curvatura primera.

2, la curvatura segona.

Aquestes cantitats estan lligades entre si per les equacions d’en Flocquet que ara
vaig a escriure,sis cinematiques y tres dinamiques :
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Aquestes equacions son pel moviment no pertorbat. Pero es evident que unes
equacions de igual mena poden aplicarse al moviment pertorbat, referint els elements
als axis del moviment pertorbat. Podrem suposar, per exemple, que els nous elements
van ab una ratlleta a sobre com indicant que’s tracta d’elements de la perturbaci6. Ara
bé, el moviment no pertorbat es conegut. El problema consisteix donchs en treure profit

d’aixo pera resoldre les equacions del moviment pertorbat, sempre en el suposit de que
les pertorbacions son petites.
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S1 7 es la tensi6 en el moviment pertorbat, posem
T= T+ <L

essent 77 petit. Y de la meteixa manera

ry=1r, + 7/
essent g’y »/ petites.
Per relacionar ara les demés cantitats ab ratlleta ab les antigues, soposarem que

E+E, n+n, (4C 242, ¢+4+4¢, 47
T+T' N+4N, B+B

son les noves cantitats en el moviment pertorbat pero no referides als axis del moviment
pertorbat sino als del moviment conegut OM, ON, OP. (fig. 1) Siguin % = — MOR, ¢' = —
TOI, ¢ = — POl els angles d’Euler que la tangent normal y binormal en el moviment per-
torbat venen a fer ab els axis del moviment conegut. L’angle # sera, per exemple, el de
las dos tangents en punts origens corresponents, es a dir, que responguin a la meteixa
s ; ¢’y ¢ seran els angles que les binormals fassin ab la recta OI en que’s tallen els planos
normals. Aquets dos angles se conten a partir de OI, es dir, que en la figura son megatius.
També hi prenem negatiu 9 en la figura. y

Se tracta, en primer lloch, de trovar els valors de g, n, € etc. en funcié delsde ¢, &, 7, v,
¢, ¢ etc. Com que per tots hi ha transformacions per l'estil, direm A B ¢ a les pro-
jeccions de qualsevol vector sobre els axis OR, OS, y OT del moviment pertorbat, y
A, B, C a les projeccions sobre els axes de OM, ON, OP del moviment conegut. El proble-
ma es el d’'un senzill cambi de coordenades. Pera resoldrel comodament y depressa,farem
lo segiient: El valor d’'una component, com A per exemple, se tindra projectant sobre
O. R els valors A, B y C presos sobre OM, ON y OP y sumant després les projeccions
Pera calcular les projeccions haurem de calcular cada cop els cosinus dels angles que ab
OR fassin les rectes OM, ON, OP. D’una mena general, sempre que tinguem que calcular

un cosinu, ens fixarem en el triedu determinat per les dugues rectes que fan 1’angle y
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M

OI com a tercera aresta, y ens servirem de la formula fundamental de la Trigonome-
tria esférica. Axis tenim

A=—=Acos® + Bcosly sin® —+ Csin sin®
B = — Acos @ sin® + B [sin ¢ siny + cos 0]

C—— Asinq sin® — B [sin cos ¢’ 4 sin @’ cos Y cos @]
+ C[cos @’ cos V' — sin @' sin Y cos 0]

o bé, dintre de 'aproximaci6 en que portarem tots els calculs, en que s’deixaran tots els
quadrats o productes d’elements pertorbats,
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E. TERRADAS : Del moviment pertorbat d’una corda
A—A4 B0
B=—A0 4B+ Clg'+V)
C=—B(@+V)+C
Si en totes aquestes formules posem en lloch de 4, By C, ¢+ ¢, n+7y (4 en

primer lloch, p 4+ ¢, ¢ +¢,7 + 7 desprésy T+ T, N+ N'y B+ B’ finalment, tindrem
les segiients formules que'ns donen les relacions que voliem

E—=E+E+n0
n=—E0 4 n4n4s(@ W)
s=—n(@+V)+L+7
p=p+1+q%
g=—20+g+¢+40e+V)
r=—g(@+V)4r+7

T—T+T 4 M0

N=—T0+N+N+ B9+

B

—N@+V)+ B+ 8

Les rotacions ¢/, ¢, » venen donades en funcié dels angles #, ¢, ¢’ per formules
que’s troben en molts tractats de Mecanica, y que poden deduirse facilment projectant a

sobre de quiscun dels axis del moviment primitiu o conegut, les tres rotacions propies

dels angles d’Euler, que son la
o0’

o/

que té I'axi en la linia de tall dels plans normals y les rotacions
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a sobre les tangents. Donchs :
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Si are duem els valors de ¢, v, ¢, p, ¢, 7, T, N, y B a les equacions de Flocquet per
lo moviment pertorbat, tenim lo que segueix
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g’ 0(29) (]
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E. TERRADASs: Del moviment pertorbat d’'una corda

: %
2N 2 g (ot ) B B —E g (0 9) PPN H)—CF — ST
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Ab aquestes nou equacions, afeginthi les (1) podrem fer sortir els valors de
g0, 8 p,q, 7, P, 7, T,¥ ¢y ¢enfuncid de s y ¢. Y axis quedara el problema resolt.

2. Vejam are les aplicacions de les formules trobades a cassos particulars, Sia,
primer, el cas en que el moviment conegut es pla. Aleshores B =0, { =p =¢ = p =0,
Y tenim per resoldre el moviment pertorbat el segiient sistema. En primer lloch

Ve :

=79
s 0 /7
0¢q’ il 4 ; : ,

= — 2

os 1 DS ?’((P +q‘) rpl prt
FBTE |

=0
s (4

Mes la darrera de les (1) ens dona

/ 09’
y = e
D7
aleshores la darrera de les (2) fa :
/ 09’
g S ey
DS
Les altres, en segon lloch, son
X5 D 7
e g! bl s W4 I_____E 4 ’
- + - n'r 7, 9
on’ (13 0o
S R ___91 — [ - /
s Ds 0/ tes —nd

@+ ) =—g¢—7 @ +¥)—n2,
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gl : , Py AR :
;7‘!'9 D¢ +870 —rn —7(e 4+ V)= d s +T'4+ N6
on’ ¢ I 0o

— ¥ — Ll < ( ek Tr)+N T
o

nt n(@ +¢)+np —C¢—E(@+¢)=8—N(@+1¢)

0/ 0

Si’l moviment pertorbat fos al ensemps pla, les equacions aquestes se simplifiquen

forsa perque, aleshores,

Pr o qr st i; . (Pr it q’r :/"1 == 0

y’'s fan
g U] 6
.E...E— ',""._o._n.—_—_- ’_n___egt .9.__.
s DS 0 DS :
PR % s R T 1D
ok SR —_ — —n§ —
DS D s 07 DS 0s
o & o7 Y D4 107" :
— 4§ — 46§ — —7 == T+ N¥¢
o7 ¥ 0/ TS 07 1 0/ e ¥ Fidi ' :

, ’ 6 % :
L SR AL R LA ’(7‘-"-—-1—:7"'-:-;)4_1\/'—”' s

o/ o/ 0/ 0/ o) DS

Aquest sistema de quatre equacions ens deixaria trobar ¢, ¢, 7'y T  en funcidé de
s y ¢, tenint naturalment en compte les condicions determinatrius inicials y limits.

Un altre cas es el moviment que’n diem estacionari (1). Es aquest pera nosaltres
ab tota generalitat, el moviment relatiu per axis qualsevulgues d’'un fil que’s mou segons
la curva geomeétrica que fa, en que la velocitat de tots els punts sobre ser la meteixa,
té sempre la direccié de la tangent al fil en el punt que’s pensi. Aquest moviment esta-
cionari relatiu tan general se refereix a un moviment estacionari respecte a axis fixes
( els del moviment relatiu ) ajuntant a les forses exteriors les que en el moviment rela-
tiu naixen per efecte de la composicié d’aceleracions. Si soposem, donchs, que les forses
aparents ja van dintre de les T, N y B, fixantnos en que, en el moviment estacionari

de que parlem,

(1) E. Terradas. Revista de la Sociedad matemdtica espafiola. 1911,
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" E. TERRADASs : Del moviment pertorbat d’'una corvda

las equacions del moviment pertorbat seran les (1) més les nou segiients

07 Y,
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Si fos pla el moviment conegut, hi hauria que fer en les formules aqueixes

P=p =1 (=0

lo que les simplifica perque, com que

] (I
rl-_—:-———
s
tenim
& P SR T |
Ds R
, 5

d9q 0 T 06 |
g .z = 7 (9" +¢) Ed ‘
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o0& 0é
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La darrera d’aquestes, per rah6 de la darrera (6) també pot escriures

o o ¢’ , e
= +o— =B —N(g+¢) ®

Si el moviment estacionari s’conservés pla, fora :

o0& 09
L Al S
el S ol e (
3 9
or _ 6, o
0s o/ )
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10
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que donen &, 7,6 y T’ en funcié de s y ¢ arreglantse sempre a les condicions inicials y
limits.
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E. TERRADAS : Del moviment pertorbat d'una corvda

Altre aplicacié farem encara al cas de quan el fil, cadena o cable s’esta quiet en
equilibri. Les oscilacions d’un fil en equilibri les trobarem fent en les del moviment es-

tacionari
VY == p = =0

que’s tornaran
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A i i S
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Y, en el supost de que les oscilacions son també planes

e e "
R (
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En 16 que ve, tractarem ab les formules anteriors el problerﬁa dels cables teledina-
michs y les oscilacions d’'una corda.

3. Veyam primer les oscilacions de les cordes que trameten treball d’'una a altre
politxa. Ens serviran pera resoldre el problema les formules 5, 6, 7 y 8. Com que 1'anica
forsa exterior es la gravetat, ' = B’ = N’ =0 y N = — g, si la fletxa es prou xica.

Si de primer entuvi ens fixem en les oscilacions perpendiculars al pla del moviment
ordinari, la equacié (8) derivada respecte del temps, fa, en el supost d = 1,

(LAY ¢

e v
0! 050/

0 / /
==£'FT(W“F¢)

Mes la primera de les (1), ens permet escriure el segon membre
94

que es igual, per la segona de les (5), a
°¢ | R
&P (_o-? g AL -H)))
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E. TERRADASs: Del moviment pertorbat d’una corvda

Aquest p el vindrem a suposar constant, per lo que havem dit de la fletxa. Aleshores
la tercera de les 6 ens diu que lo que ara acabem d’escriure, val

o' {’
0 s

— &P

Donchs, al capdevall, I'’equacié diferencial en ¢’ sera

AR *

2 s—— 2 O
o L dsdt o oS

S1 cambiem de variables, posant, per exemple

U=S5S~+t+mt,w=s+4nt

com que
»l ol G oo T
2 o« pudw = dw
o' ¢ ha o '
— M m -+ n '
250 nu’+( * )nu SR
o o {’ o'’ o' {
— = — m n + 7' —
= w ou‘—|—2 Duow_l_” e
tindrem
o ‘ il o' {’
(m* 42 m— gp) S +(2mn+v(m+n)—2gp) rwRegrs F#+vn—pg) o e

S1 fem que m y » siguin arrels de 1’equacié
Rt v—gp =20
I'equaci6é diferencial en U s’haura transformat en aqueix altre

o {
D% Dw

=0
quina solucié es :
U = F, (4)+ 7 (w)

essent F, y F, arbitraries. Els valors de m y » son
m | % ]
TR Tt \/ %— +gp
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Axis es, que

C’=F.[s (: \/__‘;L+H )t];—l-F [s ('2’ {\/_:1+pg );]

Al fixar les condicions als limits desapareix l'arbitrarietat de les foncions F. y F,.
Axis, si en les politxes, els punts de contacte ab elles de la catenaria que fala corda,

corresponents a valors determinats de

s+vi=o0,
fan les oscilacions transversals a la corda :

&(00) = @ (t)
t(01) = o (4),

les funcions F. y F, han d’arreglarse a les dugues condicions que vaig a escriure :

vi * v PR e Tl
v s i v -
(o3 T+ VL dee ) HA(as TV D tee 1) =0l

Jvi 2 . 3vi 2
Ao+ VY L ge o) +a(a=7 -V Lige 1)=m
4 4

Aquestes oscilacions son degudes a defectes de centratge.

Ara tractarem el moviment pertorbat de una corda quan se conserva pla. Aquestes
pertorbacions, que son les més importants en les instalacions de cables teledinamichs,

se dehuen a la irregularitat dels travalls motor y resistent principalment.

En les equacions g y 10 hi suposarem també ® = 1 y ademés 7° = N’ = o y també
N = — g. La velocitat v es constant segons es cosa coneguda. Sentho,
00 P
0/ i o

Y, les equacions g y 1o surtiran axis

D& ; ‘
e R (
0 y 19
01 D :
LT S




E. TERRADAS : Del moviment pertorbat d’una corda

o ¢ v o8l v—T :
=l / ‘f - £ ] !
S 7 + (@0 —1) o 85 = 0 '
.16
Y  §v o L f T
S E —
0/ i o s o " oS s
: ol , v —T
habent posat en llochde T el seu igual — — y en lloch de N lo qu’es lo meteix -
d S P

segons se veu en les condicions del moviment no pertorbat.
Mes ara, si en la primera de les equacions 16 posem, en lloch de v9 -7 lo que’ns
diu que val la primera de les 15, y en la darrera de les 16 hi portem el valor de ¢ que’'ns

dona la segona de les 15, tindrem

o¢& ¢ Y r—T :
v = - { ‘9
07 s 0s o
17
o1 oM § p € U 0o 7
N & $E el g R AL §
[ 2 DS 0/ () o) (I

Si cambiessim de variables, posant en lloch de les s y £ les altres s y £, en que ¢ es lo
meteix que avans, el temps, pero s es I'arch geometrich.

c=s+vt

es evident que entre una funcidé /, de les variables primeres y la meteixa funcié fs
quan hi posem s en lloch de s, hi haura les relacions que segueixen :

0 /s d fo
s do
o'/ 0 /o
o5’ e _I;a_’
0/ /6 0 /o
PR T
W, slfe . Rt A Wife .
24 ot 2ocsot 20"

* /s ' fo 0’ fo

Ds07f OsD? DG

D’aquestes relacions ne farem s aplicantles a les equacions 15 y 17 y ens resul-
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taran les noves formules segiients, en que totes les cantitats se soposan en funcié de s
y &

2 &
p— =9—vd
2O
! S ) 18

(7] 00 0 2

e E s R :

20 p[oz T ocs] : s
L3 =0T : v*--—fe, (
0 ¢ d0C

2 X 5 . )19

Fasy / / / ! h
L U 8y B e g A g ‘
0/ 00 (A 00 0 (o]

/.

Aquestes equacions aixis com les 15 y 17 poden transformarse posanthi les coorde-
nades rectangulars a y B d’'un punt de la corda en el moviment pertorbat referides
a la tangent y normal principal en el punt corresponent del element en el moviment
sapigut. Tot aix0 ho faig per anar a deduir les equacions de Léauté y perqué’s vegi
~com son un cas particular de les nostres.

Per trobar una relacié entre a, B, & y 7 rahonarem de la manera segiient: Sigui OS
(fig. 2) I'element ds en el temps ¢ y O'S' al cap del temps ¢+ df en el moviment sa-

pigut. L’element s’haura mogut en la trayectoria una cantitat OO’ = vd¢ Els axis a
que referim el moviment pertorbat son en el instant ¢ y per lo punt B homoleg del O,
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E. TERRADAS: Del moviment pertorbat d’una corvda

els OG y sa perpendicular, axis es, que les coordenades o y Bde B son OG =a y
BG = g L’element ds en el moviment pertorbat es a BB, suposem, en el instant

t, y s’en va a AA en el temps d¢. Les coordinades @ + --:—c:— at y B + -%—i— dt del punt

A sont OD y AD. Per B baixem la paralela BC a AD aturantla ahont talla a O'D. La
BA

velocitat de B al anarsen a A esta dirigida segons BA y es igual a tenint per com-

ponents segons els axis O'D y sa perpendicular, els valors segiients :

§+¢ i
Donchs
CD=(E+8)d¢

AF =(+4n)ds

essent F el peu de la perpendicular a AD passant per B. Com se dedueix facilment de
la figura

O D gvL 00
AR=AD—_BC

Mes, fentse carrech de que I’angle dels axis OG y O'D val — d¢ y projectant a sobre
e

BC la llinea trancada BCOG tindrem, dintre del primer ordre

dt
B RG D

0

Y, per lestil, si’s projecta sobre OC la meteixa linea trencada

d
OCmBEBE G

0

De manera que, tenint ben present tot lo qu’hem dit, ne treyem

Do Sk ol
(5+5')df=a+-;—;bf—— (CL - B 2 )+&dt
o g BB s S S
nadt=p+ e dt (fi o : )
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o bé

u_oa v

s ey B .

7 =22 a2
0?7 p

Y aixo dut a les (15) fa

D B e

0 P

2P a

i g ST

os+ P

En efecte, si derivem aquestes respecte a ¢ y ens fem carrech dels valors que acabem

de treure de les & y v aixis com de que p es una funcié solament de s y que, per con-
seguent

treyem desseguida les 15.

Les dugues equacions que’ns han sortit entre «, B, p,s y & es troben en el treball
esmentat de Léauté, junt ab altres dugues qu’ara vaig a trovar.

Dels valors de les ¢ y 7 en fonci6 de o y B s’en pot esbrinar que, si’'s prenen com va-
riables independents s y t, se té

% =

De modo que anant a les 19, surt

o a 51 R

— = = o
07 00 0
0’ B , 00 00 0 O ‘A o 7
s 2v — =1 - ' — 0
arz_l_v os+ kg LR +-os

y heusaqui les altres dugues equacions de Léauté que, segons deya al comengar, son
un cas particular de les meves, més generals.

Tornant ja, després d’aqueixa digressio, a les equacions 15 y 16, y posanthi
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E. TERRADAS : Del moviment pertorbat d’una corda

v*— 7

= —gcos 0
P
T
i = g sen ©
5
tenim
08 o —oV
Byt 0
L/ 1 4
s i 0
&1 7 DT'
— 0 —79)— = — —gcosO O
”+(v 1) - <R ]
d 7 £ v 00 7R
— —_— = 1 — — sen© O
07 i P 0s e P T

Pera ferho més senzill, recordem que la fletxa es petita, y per lo tant p relativament
gros. Podrem, donchs, posar com a equacions fonamentals

n&f —,qf_____vef
Y ) '

/ 20
3B
TR )
o ¢ o 7" .
YT 2 7

o 21
L IO 3, I
o/ s

De la segona y la darrera s’en pot treure

t O o
T

0Z* ps?
equacidé que’s resol aixis

O =F (s—VT )+ F,(s+VT ¢?)

essent les F arbitraries. La T es

I'=pg+

12
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Un cop trobat 9, les darreres equacions 19 y 20 donen . Del valor de ¢ en surt & per
la primera de les 19 per una integracié que hi introdueix una funcié6 arbitraria del temps.
Aleshores surt de la primera de les 20 el valor de 77 ab una nova funcié arbitraria del
temps. Al capdevall hi ha quatre funcions arbitraries, dos del temps y les F, y F, que

hosondes— VT ty s+ V T ¢ Peradeterminar aquestes funcions arbitraries hi ha que
veure en cada cas les condicions inicials y limits. En general pot arribarse a dir que seran
elements determinants la forma de la corda o del cable en un moment donat y la velo-
citat instantania de sos elements al comencar la pertorbaci6, per ¢ = o, per exemple.
També son elements determinants les condicions limits. Els punts en que la corda o
el cable es tangent a les politxes poden esser fixes, o tenir moviments oscilatoris cone-
guts, etc., etc.

Segons sia la forma de les condicions limits pot convenir modificar lleugerament la
soluci6é anterior. Posanthi s en lloch de s

0=F (—(VT+o)t)+F(6+(VT —2)1)

Siguin X’ y’ les components paraleles a dos axes coordenats rectangles, un de verti-
cal, del moviment pertorbat d’'un element de la corda de coordenada s’ en el instant
¢. Es a dir, x’ ' son les projeccions del segment recte que ajunta el lloch d'un punt defi-
nit per s en el moviment conegut al punt en el moviment pertorbat en el meteix moment
t. Fentse carrech de la petitesa de @ podrem posar

4

0ox

— — =00
0o
2y i
06
Y, si l'origen d’archs se pren en el punt més baix del cable

2 = _B{—,J 0cds —|—f,-(t)

Yy = fﬁ’ dos +f,(?)

essent f, y /, arbitraries

En lloch de servirse de la equaci6 en ¢/, s y £, devegades pot esser encertat pendre la
transformada :

00 M 4 o ¢
— 4 27 — p—
0 Do 0/l PE o s

00

"
PR e —" —



E. TERRADASs : Del moviment pertorbat d’'una corda

Si, en aqueixa donem a ¢ la forma trigonomeétrica simbolica

b = Me

I’equacié diferencial ens imposa, entre les longituts d’onda A y els periodes v correspo-
nents, la relacié qu’heusaqui

/ 20 DL

T S ¥ ¥

Fem el suposit de que els extrems, o millor, els punts de tangencia ab les politxes
responen a

cl=—|_:l

essent / la longitut de corda entre ells, y son fixes. Com que ara

/
2 2n
2— [ 2 —-0
" e )\
X == wemiiv g € —I—ﬁ():
o)
0
2T 9 1 27
LR B ot ] SR
@e 4 " A + /()
e s X
i +2rre
/
ﬂz‘ z..‘.?_‘riov
"y \
y =Me e do + f, (2) =
0
27 2R b4
i1— 1 1 G
Mh Y [)\ 2]
3 IeE L i € +fz(t)

y les condicions limits son permanents, es a dir, s’han de cumplir per qualsevulga valor
de ¢, no hi ha més remey que esser

o1
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2%
WA T
f, = :
21 P
xR
My
[y = ¢
=2 T

ahont M, y N, son constants arbitraries que depenen de la naturalesa especial de
cada problema, més tals, que

24

Particularisant més, prenguem el suposit de que les oscilacions son simétriques res-
pecte de la vertical que passa pel punt més baix. La solucié en ¢ sera

o bé, si’s vol, la part real d’aixo en que M es de la forma A + i B essent A y B constants
reals y arbitraries. En les expressions 23 y 24 pendrem sols la part imaginaria, essent
6’ de la forma de sinus, resultant :

2nl A 2nl
—dt0§ —— S —— st —— =M,
27 A
2n/ ,
COST =N1 25

Mes, essent simeétriques les oscilacions, #' ha de esser zero per s = o v aixis es que

M =o

1

El valor de NV, ja ve definit per 25. La condicié M', = o determina les longituts d’on-
da, que han de satisfer a '’equacié ben coneguda

3 2nl 2nl
PR e

02




E. TERRADAS : Del moviment pertorbat d’una corda

Es sapigut que Euler va donar per les arrels la formula

_2n-|—1 2 2.F 2 sty 2 ’
#ig 2 e (2rn+1)m 3 [(27:+1)1t] I5 [(2n+1)n] i

y n’hi ha taules d’arrels calculades per Lommel (1)
No fent cas de I’arrel zero que no’ns convé, la arrel més petita es 4,934 ; el valor co-
rresponent de ), el major de tots, es aproximadament :

Y
4
meés exactament
,28
AL L
4,49

El corresponent y maxim també, de v, es

4/
3 \/v’-l—pg-—v

La solucié general pera’l cas d’oscilacions simétriques sera la suma de les solucions
particulars per tots los valors admisibles de % y v. Y heuselaqui

N —

n n 27
9’=Z(Aserz2 t{Bms-z——t)sm———c
% v A
: ! 2nt 2mn L 275 2705
xzz(Asen——-l—Bcos—t) ( sen —— — G cos ——)
v v 2np \ 27 A A
2nt 2\ X 2nl 276
y’:E(Asm————--l—Bcas ) (cos——-——ms——-)
v v 27m A

Els valors de A y B se determinen per les condicions inicials, que, per exemple, do-
oy’
of
més que desentrotllar en serie de Fourier procedint com el segon membre de les for-
oy’
ot

nen els valors de y' y per tot valordesessent £ =o0. Y, com es conegut, no hi haura

mules anteriors, el valor donat de y' y per trovar quiscuna de les constants.

(1) Vegis per cxemple Jahnke-Emde Funktionentafeln Leipzig. 1909.
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Un altre cas interessant es el d’'una corda o cadena que oscila d’una a l’altre banda
de modo que, conservantse plana, el punt mitx s’'mou segons una horizontal. En aquest
cas 6’ es funcié per de ¢, caldra, donchs, pendre de les exponencials la part real en 5, o sia

‘2:1:2‘
; T 27
6 =Me cosTc

Y, de la meteixa manera, de 23 y 24 pendrem sols la part real

2nl A 2mnl :
[ sin | cos — =M,
27 )\
eh e v d :
Sin T = Nl
Mes, com que ¥ ha d’esser zero per ¢ = o, s’ha de pendre N', = o, y per aixo
2nt
snseen: e I8 T

A

essent 7 enter. Aquesta es la relacié que fixa els valors admissibles pera A y els periodes
corresponents. El valor de M, ve donat per la primera de les equacions de condicid,
aixis es que la soluci6 complerta sera

27 27 27
9’=Z(Asm——-t+Bcos—z‘) cos —— &
% A% A
2 27 A 27 2nl A 2706 . BTk
x’=E(Asen—j-T-t+Bcos——-z) —_— (ssm iy 7B ){ (cos——cos-——)]
% v 270 A A 27 A A
2 2m A 27
Y = Z(Asm——zt—l—Bcos———t) Bt Sl
v % 27 A

Per la determinacié de A y B cal dir lo meteix qu’avans.

En qualsevulga dels cassos si la pertorbacié es mantinguda per qualque forsa perio-
dica, els elements geomeétrichs y dinAmichs tenen el meteix periode. Si aquest es un dels
propis de la corda hi haura resonancia. Vejam, per exemple, el cas d’existir en els ex-
trems forces pertorbadores iguals y contraries degudes als esforsos motor y resistent
en les politxes, els quals soposarem periodichs y de manera que’l moviment dels ex-
trems sia de la forma

———— e
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E. TERRADAS : Del moviment pertorbat d’'una corda

El valor de x" haura de satisfer la condicié que resulta de escriure que per s = +1
es d’aqueixa forma. El cas d’oscilacions simeétriques que avans hem estudiat convé
a les condicions limits actuals. Tindrem, donchs

- B | .27

3 e |
f A / A / K
( Lcos?i—l-—smz—f—):Qe i

Me V
. 270 A 27

essent A" el valor corresponent a v'. D’aqui que

M =

27wl A 2l
—_— SN ——
lf + 2 n kf

— I cos

Y’s veu clar lo qu’avans deyam de la ressonancia.

4. Per acabar, tractarem del cas en que el fil o corda estan primerament en repos,
es a dir, de les oscilacions de la catenaria. Suposem semprela fletxa petita, y seguint ab
'aproximacié ab que hem dut els calculs fins aqui, tindrem per les ¢’ y ¢ els valors se-
giients deduits dels d’abans, fenthi

C=F(s+Vog )+ F(s—Vpg ¥
¢ =F,s+Vog )tF(s—Vog ¥

Si hi posem la solucié trigonomeétrica, tenim entre » y v la relacié segiient :

0 NG

4

v Al
Els valors de i pel cas d’oscilacions simétriques, satisfan a

2nl 2w/l
A 3

essent 2/ la longitut entre’ls punts d’ahont penja la corda. Y aixis podriem anar trayent
les formules per ara, fent en les dels cables teledinamichs v = 0. Deixant aixo, les equa-
cions fundamentals del moviment oscilatori d’'una corda plana, son, ab tota generalitat
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En aquesta forma, permeten deduir facilment les propietats de las ondes pro-
pagantse per la corda, establertes per Poisson y Routh. (*) Finalment en surten
desseguida les equacions que aquest aplica a les oscilacions de la cicloide.

També’s planteja el problema de Bernoulli de les oscillacions d’una corda vertical.
En efecte, en aquest cas

essent 7 la distancia d'un punt qualsevulga en el moviment pertorbat a la posici
d’equilibri. Prenent I’origen d’archs en el punt de suspensi6, 1'altima de les equacions
fonamentals dona desseguida

i Lo 48 d 7,
ST R T B

/
T:{ancdr+P

S

essent

y P qualque pés al capdevall.

E. TERRADAS.
Institut, Barcelona.

(*) Obra citada.



