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Els camps eléctrics i magnétics es poden representar mitjancant vectors que no es comporten de la mateixa manera sota
inversions espacials. Tenint per fil conductor la transformacié de paritat buscarem una formulacié unificada del camp

electromagnétic.

1 Reflexions i I'operador de paritat

La imatge que presenta un objecte davant d'un mirall és
un bon exemple del que s'acostuma a anomenar reflexio
[1]. Ens pot semblar que el que s'hi reflecteix és exacta-
ment la realitat, pero, si hi parem atencid veurem un petit
detall que no per conegut deixa de ser curiés. A la foto-
grafia (figura 1), I'espadatxi duu I'espasa a la dreta, pero
el reflex la duu a I'esquerra. S'espera que tot el que faci
la figura, el seu reflex ho reprodueixi. Sera aixi? O potser
s'hauran de reformular les lleis de la fisica a I'altra banda
del mirall? Els fisics sempre havien esperat que aquestes
lleis fossin les mateixes a banda i banda del mirall. El re-
bombori que hi hagué quan es descobri que la interaccio
feble no seguia aquests costums!

Figura 1: Realitat i reflexio

La reflexié, perd, no inverteix totes les direccions de
I'espai. Només cal veure que la reflexié de la figura no
és cap per avall. Quan s'inverteixen totes les direccions
de I'espai es diu que s'ha efectuat una transformacié de
paritat.

Suposem que per descriure la posicié d'un objecte
utilitzem un vector r. Fer inversié espacial, és a dir,
canviar el sentit de les direccions espacials, ens porta a
descriure des de la situacié original (punt de vista actiu)
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I'objecte invertit mitjancant el vector —r. Es clar que des
del punt de vista invertit (passiu), la posicié de I'objecte
segueix sent 7, ja que aquest punt de vista també ha
patit el procés d'inversié (figura 2). Els vectors que es
comporten com hem descrit s'anomenen vectors polars,
Feynman els anomenava vectors honorables [2].

Vector de posicio i la seva inversio espacial

Figura 2:

Un aspecte important de la inversié espacial és que no
es pot efectuar de manera continua partint d’una posicié
inicial. Es a dir, si mitjancant rotacions i translacions mo-
vem els eixos invertits de la figura anterior veurem que és
impossible recuperar els originals. Es diu que sén espais
amb orientacions diferents. Com a conseqiiéncia d'ai-
x0 hi ha magnituds, relacionades amb els girs, que tot
i considerar-se tradicionalment vectorials es comporten
de manera diferent un cop les hem invertit espacialment.
Estudiem-ho; vegem, per exemple, el cas del moment an-
gular. El moment angular es defineix com:

L=rxXnp, (1)

on 7 és el vector de posicié i p el moment lineal. Es
d'esperar la mateixa definicié després de la inversio. Per
poder invertir els elements d'aquesta expressid, definirem
I'operador de paritat P. Aquest operador sera |'encarre-
gat d’invertir els vectors. Cal, perd, decidir si treballarem



transformant de manera activa o passiva. Recordem que
la passiva és la que considera el punt de vista de |'espai
invertit de manera que canviara |'orientacié de I'espai pero
P(r) = 7, ja que I'espai sencer s'ha invertit. El punt de
vista actiu descriu les transformacions des de I'espai ori-
ginal, d'aquesta manera conservem |'orientacié pero, ara,
P(r) = —r. Nosaltres adoptarem el punt de vista actiu.
Aixi, doncs, tenim que pel vector de posicid i pel vector
de moment lineal,

(2)

Aplicant, ara, I'operador paritat (i considerant-lo un
operador lineal) sobre el moment angular obtenim,

P(L) =P(r x p) =P(r) x P(p) = (-7) x (-p) = L.

(3)

Veiem, doncs, que, a diferéncia del vector de posicio

i del moment lineal, el moment angular no es compor-

ta com un vector honorable, ja que és invariant sota la
transformacié de paritat:

P(L) = L. (4)

Aixo ha portat a diferenciar dos tipus de vectors: els
axials o pseudovectors, invariants sota inversié espacial, i
els polars que no ho sén.

2 El camp magnétic, un vector axial

Més enlla de les definicions, com la del moment angular,
hi ha lleis fisiques on també participen vectors axials. La
llei de Lorentz n'és un bon exemple. Aquesta llei descriu la
trajectoria d'una particula amb carrega g i amb velocitat
v sotmesa a un camp eléctric E i magnétic B. La forca
que actua sobre aquesta particula ve donada per

f=qE+qvxB. (5)
De la segona llei de Newton sabem que el moment line-
al i la forca tenen el mateix caracter vectorial, per tant
P(f) = —f. Lacarrega, que és un escalar, no transforma
sota paritat i, llavors, el camp eléctric, igual que la forca,
és un vector polar i transformara sota paritat,

P(E) = —-E. (6)
Pel que fa al segon sumand de (5), el vector velocitat
és un vector polar i, per tant,

P(qv x B) = q(—v) x P(B). ()

Aquest terme, igual que el primer sumand, ha de
comportar-se sota paritat de la mateixa manera que ho
fara la forca. Aixi, caldra que

P(B) = B. (8)

Veiem, doncs, que el camp eléctric i el magnétic no es
comporten de la mateixa manera sota inversié espacial. El
camp eléctric és un vector polar i el magnétic un vector
axial.

Sabem que la unificacié de I'electricitat i el magne-
tisme ens porta al que s'anomena camp electromagneétic.
Podem unificar també la formulacié? Podem descriure el
camp electromagnétic amb una sola entitat matematica
més enlla dels vectors polars i axials?

3 L’algebra geomeétrica

Una manera de respondre aquestes preguntes és a través
de I'algebra geométrica [3]. La historia d'aquesta algebra
comenca el 1844, any en el qual un desconegut matematic
alemany, Hermann Grassmann, publica el seu treball sobre
la teoria de I'extensié on sembrava les bases de la teoria
dels espais vectorials n-dimensionals i del que més en-
davant s'anomenaria algebra exterior [4]. Aquesta teoria,
permeté a Grassmann una primera aproximacio algébrica a
geometries afins de qualsevol dimensié. Al mateix temps,
William R. Hamilton publica els seus primers articles sobre
els quaternions, que tenen I'origen en una generalitzacio
dels nombres complexos i permeten treballar en el que
avui anomenem espai euclidia, aixo si, limitats a les tres
dimensions. EI 1878 William K. Clifford sintetitza les dues
teories en el que ell mateix anomena algebra geometrica.
Malauradament, la mort de Grassmann I'any anterior i la
del mateix Clifford I'any segiient dugueren |'algebra geo-
métrica a I'oblit. L'any 1886 Josiah W. Gibbs presenta
I'algebra vectorial, base de la que s'estudia actualment i
que ens ha dut als vectors polars i axials. Vegem qué pot
aportar-hi I'algebra geométrica.

Comencarem a partir d'un espai vectorial euclidia de
dues dimensions [5]. Un vector arbitrari expressat en una
base ortonormal d'aquest espai I'escriurem com:

(9)

u = Uy €1 + Uz ey,

onej-e;=e-ex=1lie;-ex=ey-e; =0.
Considerarem que el quadrat d'un vector és el quadrat
del seu modul i segons Pitagores tindrem:

2

u? =3+ 03 (10)

Definim ara un nou producte, el producte geometric,
que denotarem per juxtaposicié dels factors, i de moment
només en direm que compleix la propietat distributiva res-
pecte de la suma. D’aquesta manera:

uu = (LI1 e + U eg)(ul e; + 62)

(11)

Si a partir d’aquesta expressioé volem recuperar el quadrat
del modul del vector u, el producte escalar definit anteri-

= U7 eje; + U5 exes + urtb(eres + eser).
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orment no és I'tnica solucié, ja que les condicions

€16 = —€x€y,
eje; = exep; =1, (12)
també permeten trobar el resultat (10) i defineixen el que
s'anomena producte geomeétric;, de quadrat unitat i anti-
commutatiu.

Cal esbrinar, ara, quin és el significat de e1es i ere;.
Aquests dos elements no sén escalars ja que si ho fos-
sin commutarien amb els vectors, cosa que com podem
veure no fan si demanem que el producte geométric sigui
associatiu:

81(6182) = (6181)62 = €s. (13)
Una altra opcié és que siguin vectors de I'espai euclidia.
Aquests vectors tenen quadrat positiu, en canvi:
2
(e1€2)” = (e1€2)(er1€2) = —(exer)(erex) = —1. (14)
Per tant, tot sembla indicar que eje> | ese; son elements
d'un nou tipus. Un vector indica una direccidé, un sentit
i un modul, perd aquest no és I'Gnic element geométric
possible de I'espai. En un espai de dues dimensions a més
dels vectors també hi ha una superficie.! Dos vectors
no colineals del nostre espai ens permetran definir el pla.
Igual que els vectors s'han associat a fragments de rec-
ta orientats, aquests nous elements es poden considerar
fragments de pla orientats. El pla que formen té una certa
area i la seva orientacié ve donada segons el sentit de gir
amb qué es recorre la frontera del pla (figura 3).

L= € [T

e €1

Figura 3:  Plans en dues dimensions amb orientacions

diferents
Dels productes geométrics seglients:

(ece1)e; =es(erer) = e,

(ere1)e; = (—ejer)er = —ey,
(ece1)(—e1) = —ex(eje;) = —ey,
(eze1)(—e€2) = (e1€2)ex = e,

(15)

1Sj I'espai fos de tres dimensions hi trobariem infinites superficies
i, a més, volum.
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veiem? que e»; gira noranta graus el vector e; en el sentit
antihorari i déna com a resultat e;; en la segona equacio
girem e, noranta graus més arribant a —ey i aixi seguim
fins a tornar al vector original e;. De la mateixa manera
perd generant girs en sentit contrari actuaria ejs. Aixi,
doncs, aquests elements, que anomenarem bivectors, es-
tan relacionats amb el pla i el seu sentit de gir.

En resum: una combinacid lineal d'escalars, de vectors
ey, e, i del bivector e;» forma I'element més general de
I'algebra geomeétrica de dues dimensions.

Coneixent el cas de dues dimensions és facil generar
I"algebra geométrica donat un espai vectorial de tres di-
mensions. Aquesta algebra, que anomenarem dalgebra de
'espai, es designa per Cl3 i té per elements: escalars, vec-
tors, bivectors i trivectors. Els elements de la base podem
escriure'ls com:

base d'escalars: {1}, (16)

base de vectors: {ei,es, ez}, (17)
base de bivectors: {es, €13, €3}, (18)
base de trivectors: {e123}. (19)

Un altre cop, a causa del teorema de Pitagores, els
vectors e; de la base tenen per quadrat +1. Amb un petit
calcul podem veure que els bivectors tenen quadrat —1,
igual que I'element de volum, el trivector.

En aquesta algebra no hi ha elements de grau superior
al trivector ja que només disposem de tres elements gene-
radors. Si provem de fer el producte geométric entre un
trivector i un vector, no apareix un suposat quadrivector,
siné un bivector:

€123€1 = €1€2€3€; = —€2€;€3€,

= +e2e3e1e1 = €r€3. (20)

Qualsevol altre producte que assagem també recau en un
element de I'algebra.

Vegem com s'obté el producte vectorial usant aquesta
formulacié. Suposem que volem calcular el moment an-
gular d'una particula que ens ve descrita per un vector de
posicié r i un moment lineal p:

(21)
(22)

r:r1e1+r2e2+r3e3

p=pie+p2ex+ p3es.

Tradicionalment, el producte vectorial entre aquests
dos vectors es fa a través d'un determinant i s'obté com
a resultat un nou vector que és perpendicular al pla que
formen els vectors originals. Es a dir:

L=rxp=(np3—rnp)e+ (np—nps)e

+ (rip2 — p1r2) €3. (23)

2A partir d'ara compactarem la notacié escrivint: eiej = ejj.



Si en lloc de fer el producte vectorial fem el producte
geomeétric,

rp = rp1+ np+ raps+ (rnps — rap)es

+ (r3p1 — rip3)ews + (rp2 — pir2) €12 (24)

el resultat és un escalar i un bivector. L'escalar correspon
al producte escalar dels vectors i el bivector a I'anomenat
producte exterior o de Grassmann. Aquest Ultim repre-
senta el pla format pels dos vectors i els seus coeficients
son els mateixos que els de (23).

Aixi, doncs, podem considerar el moment angular com
I'element de grau parell (bivector) del producte geomeétric
rp. Aixo s'acostuma a escriure com:

L= (rp),. (25)

Tractar el resultat d'un producte vectorial com un bi-
vector ens evita introduir dimensions artificials. Part del
resultat del producte geométric de dos vectors pertany al
pla que formen aquests (com ja hem dit I'altra part és
el producte escalar, la projeccié entre ells) i no pas a un
espai ortogonal com fa el producte vectorial. Aixd permet
definir el moment angular dins d'un espai vectorial amb
només dues dimensions, cosa que amb el producte vecto-
rial no és possible. A més, el producte geométric es pot
estendre a qualsevol dimensio sense alterar-ne la definicié.

Anteriorment hem vist que els vectors axials estan lli-
gats als girs (moment angular, camp magnétic) i, ope-
racionalment, al producte vectorial. Ara hem mostrat, a
través del moment angular, que hi ha una associacié uni-
voca entre un vector axial i un bivector. El camp magnétic
que també és un vector axial dins I'algebra de I'espai el
podem descriure com un bivector:

B = Bjexs + Bres + Byeps. (26)

D’altra banda, el camp eléctric com a vector polar
seguira representant-se mitjancant un vector dins |'algebra
de I'espai:

E=FE e +E,e,+ Ezes. (27)

Llavors el camp electromagnétic el podem expressar
com:

F:E161+E2€2+E363

+ Biexs + B>ejs + Bs e, (28)

on F' designa el camp electromagnétic en honor a Faraday.

4 Paritat i bivectors

Recordem que I'operador paritat deixa invariants els vec-
tors axials i canvia de sentit els vectors polars. Qué passa-
ra amb els bivectors? Hem vist que un bivector ens déna

informacié del pla i de la seva orientacié. Per exemple,
a la figura 3 ep; déna una orientacié, en aquest cas: de
e; cap a e, pel cami més curt. Vegem, ara, a la figura
seglient (figura 4) com després de la inversi6 espacial és
manté |'orientacié i, per tant, el bivector no canviara.

€

L=

€2

Figura 4:  Sota inversio espacial el bivector manté I’ori-
entacio

Aixd mateix, de manera algebrica, utilitzant els ele-
ments de la base, ho podem escriure com:

P(ey) = P(eie;) = P(e)P(e))

= —ei(—ej) =ej. (29)

Ara estem en condicions d'aplicar I'operador paritat al

camp electromagnetic. El camp eléctric, descrit per un

vector polar, quedara invertit. EI camp magneétic, descrit
per un bivector, segons hem vist, no canviara.

5 Algebres isomorfes i I'espai de Minkowski

D’algebres geométriques n’hi ha infinites tot i que estan
ben classificades [6]. Per distingir-les només ens cal la
dimensio6 de I'espai vectorial i el producte escalar dels vec-
tors de la base. Hem vist que en I'algebra de I'espai el pro-
ducte d'un vector ortonormat de la base per si mateix és
+1. Es per aixd que aquesta algebra es designa per Cls. El
Cl fa referencia a Clifford i el 3 als tres elements de la ba-
se ortonormada amb quadrat +1. Podem, pero, anar més
enlla. Les algebres geometriques també es poden gene-
rar quan el quadrat dels elements de la base ortonormada
és —1. Aquest és el cas de I'espaitemps de Minkowski.3
L'algebra geométrica formada a partir d'aquest espai la
designarem per Clh 1, per indicar que el que tenim son
tres vectors ortonormats de quadrat positiu i un de qua-
drat negatiu. Clh 1 I'anomenarem algebra geomeétrica de
I'espaitemps. La base d'aquesta algebra ve donada per
setze elements: un escalar, quatre vectors {€g, €1, €, €3},
sis bivectors {€g1, €02, €03, €23, €13, €12} (tres espaitemps
i tres espacials), quatre trivectors {€p12, €013, €023, €123} |

3Aquest espai vectorial quadridimensional incorpora |'eix tempo-
ral. El vector temporal ortonormal té per quadrat (§9)2 = —1 i els
espacials (§,)> = +1 amb i = 1,2,3. Hem collocat barrets per
distingir-los dels elements de I'algebra de I'espai.
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un quadrivector {€p123}. Els elements de grau parell (bi-
vectors, quadrivector i I'escalar) tenen una propietat in-
teressant: el producte geométric entre aquests elements
sempre déna un element de grau parell. Dit d'una altra
manera, els elements parells formen un conjunt tancat so-
ta el producte geométric. Aquesta propietat fa d'aquest
conjunt una subalgebra de Ch ;1 que anomenarem subalge-
bra parella, Clgfl. L'element genéric d’'aquesta subalgebra
sera del tipus

A= ap+ a1 € + ar € + az€p3

+ by €33 + by €13 + b3 €15 + A €pyos. (30)

Analitzem la base d'aquesta subalgebra. Els bivectors
espaitemps, i. e., €, son de quadrat +1 ja que

(31)

De manera similar podem veure que els bivectors es-
pacials tenen quadrat —1, igual que l'element de vo-
lum. Aquesta subalgebra parella definida a I'espaitemps de
Minkowski té dimensié vuit (com es veu a (30)), la matei-
xa dimensié que tenia |I'algebra de I'espai. | no només aixo,
els elements de la base d'ambdues algebres tenen |'escalar
i els bivectors espacials com a elements comuns. De fet,
si fem operacions només entre aquests elements (escalars
i bivectors espacials), no podem distingir si estem treba-
llant en Clz 0 bé en C/;l. Fins aqui, operacionalment, tot
és idéntic i podem fer la identificacié segiient:

escalar de Ch <+ escalar de CI5,

e,-J-<—>é,-J- Vll,j:1,2,3, I#] (32)

Qué passara amb els bivectors espaitemps (&g,) i I'e-
lement de volum (€p123)7 Tindran algun tipus d'equiva-
lencia amb elements de I'algebra de I'espai? Podem veure
que si. Tal com es pot veure en la taula 1, els quadrats
d'aquests elements sén iguals que els quadrats dels vec-

tors e; i de I'element de volum eqo3.

Espaitemps | Quadrat || Espai | Quadrat
€p/ +1 €; +1
€0123 -1 €123 -1

Taula 1:  Quadrats dels elements de Clf, i Cls

| no només aixo, totes les relacions d'anticommuta-
cié que compleixen els uns les compleixen els altres. En

resum, sota l'equivaléncia
€ < €p; (33)

no hi ha cap diferéncia operacional, és exactament el ma-
teix treballar amb I'algebra de I'espai Cl5 que fer-ho amb
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la subalgebra parella C/3+1. Aixo és el que s'anomena un
isomorfisme, en aquest cas, d'algebres.

6 El camp electromagnétic, un bivector

Uns paragrafs enrere expressavem el camp electromag-
nétic mitjangcant un vector (per a la part eléctrica) i un
bivector (per a la part magnética), escrivint

F:E161+E262+E363

+ Birexs + Boeyz + Bsepn. (34)
Ara, usant (33) escriurem
F =E € + Ex€p + E3€p3
+ B1 €3 + B2 €13 + B3 €12, (35)

Com veiem, el camp electromagnétic expressat en I'al-
gebra de I'espaitemps és un bivector. Tot i que, per cons-
truccié, pugui semblar que la part eléctrica esta lligada
a unes components espaitemporals i la magnética a les
espacials, sota un canvi d'observador inercial, la barreja
de components de les dues parts esta assegurada. Dins
el marc quadridimensional, el que considerem eléctric o
magneétic tan sols té un sentit relatiu i, per tant, és més
adequat parlar de camp electromagneétic.

Pel que fa a la paritat, la part bivectorial espacial, com
ja hem vist abans (29), és invariant sota aquesta trans-
formacié. Ens queda per veure qué passa amb P(&;).
La component temporal del bivector €g;, a diferéncia de
la component espacial, no queda afectada sota la paritat,
ja que aquesta esta definida com la inversié de totes les
direccions de I'espai i no pas del temps. Per tant:

P(&;) = P(€)P(€) = —&o;.

Exactament el mateix que passava quan consideravem
el camp eléctric com un vector.

Aixi, doncs, mitjancant I'algebra geomeétrica i amb el
fil conductor de I'operador de paritat hem aconseguit des-
criure el camp eléctric i magnétic com un element ma-
tematic unificat: un camp bivectorial a |'espaitemps de
Minkowski.

Agraiments
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