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Introducció 

Durant molts anys, per a la majoria de físics, l'expressió 
"calcul per ordinador" ha estat sinbnim de "calcul 
numeric per ordinador" . En efecte, amb l'aparició 
dels primers ordinadors cap a meitat de la decada dels 
quaranta, el calcul numeric, que havia estat inventat 
molts anys abans, va experimentar un important im- 
puls. Els científics i enginyers van trobar en els ordina- 
dors l'instrument adequat per dur a terme calculs apro- 
ximats i van comencar a incorporar aquesta disciplina, 
el chlcul numeric per ordinador, a les seves activitats. 
Aquest procés es va veure afavorit per la creació, cap 
a meitat dels anys cinquanta, del llenguatge de progra- 
mació FORTRAN (~0Rmula ~ ~ ~ ~ s l a t i o n )  que, com el seu 
nom indica, va ésser especialment dissenyat per IBM per 
treballar amb fórmules matematiques. Des d'aleshores, 
i durant gairebé mig segle, el calcul nilmeric ha progres- 
sat com a branca de les matematiques, ha estat present 
en qualsevol hrea de la ciencia i la tecnologia i s'ha po- 
pularitzat com a eina didactica. 

Tanmateix, és ben conegut que una part important 
dels calculs que es realitzen a la física no són aproxima- 
cions numbriques, sinó cAlculs exactes de l'estil de deri- 
var una expressió, substituir unes variables per unes al- 
tres i simplificar i reordenar els resultats. Aquesta mena 
de calculs s'anomenen algebraics o simbhlics perque, ge- 
neralment, consisteixen a manipular una serie de símbols 
que poden representar nombres, pero també polinomis, 
matrius, funcions, tensors o el que sigui. Exemples ele- 
mental~ de transformacions que apareixen sovint en efec- 
tuar calculs simbolics són 

d 2 - sin x -+ 2 sin x cos x. 
dx 

En alguns camps de la física, aquestes manipulacions 
poden arribar a ser extremadament feixugues i la proba- 
bilitat de cometre algun error s'incrementa notablement. 
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La idea d'utilitzar els ordinadors per dur a terme aquest 
tipus de c~lculs és tant o més antiga que els matei- 
xos ordinadors, perb no s'ha fet realitat fins fa poc, 
quan la potencia dels microordinadors ha esdevingut 
notable. Així, en els darrers anys, s'ha comenqat a 
produir la difusió d'una nova categoría de software que 
permet realitzar calculs simbolics, del tipus abans es- 
mentat, amb ordinador. Aquesta modalitat de calcul 
matemhtic amb ordinador rep una amplia varietat de 
noms en anglbs: algebraic computation, symbolic com- 
putation, formula manipulation i compu ter algebra, per 
citar-ne a l~uns .  En els últims temps, perb, sembla que 
comenca a imposar-se la denominació computer algebra 
i els programes reben el nom de computer algebra sys- 
tems. La traducció més estesa en catala, i que seguirem 
aquí, és computació algebraica (CA) i sistemes de com- 
putació algebraica (SCA). 

Els SCA es poden classificar en sistemes d7Ambit 
generic (d'ara en endavant, SAG) i sistemes d ' h b i t  es- 
pecífic (SAE) segons que estiguin pensats per efectuar 
una gamma Amplia de calculs o per resoldre un problema 
específic. Actualment, la majoria dels SAE es progra- 
men basant-se en un SAG i aleshores es diu que són un 
paquet (de l'angles package). Per exemple, MATHEMA- 

TICA és un dels moderns SCA d'hmbit genkric i hi ha 
nombrosos paquets que amplien les prestacions d'aquest 
sistema. Aquests paquets s'han programat utilitzant el 
llenguatge de programació de MATHEMATICA i abasten 
temes tan variats com ara l'estadística, els grafics en 
tres dimensions o el calcul wctorial. 

Si bé I'ús generalitzat dels SCA per efectuar calculs 
simbolics s'ha comencat a produir a principis dels no- 
ranta, els seus orígens arrenquen de molt més enrere i 
estan íntimament lligats a la física teorica. 

Historia dels SCA 
No intentarem fer un repas exhaustiu de la historia de la 
computació algebraica sinó només esmentar els fets que 
han resultat decisius per al desenvolupament posterior 
d'aquesta disciplina. De la mateixa manera, únicarnent 
els sistemes i paquets que han tingut una implantació 
important seran objecte de comentari. 

Cap al principi dels seixanta apareix LISP (~1st- 
processing), un llenguatge de programació d'alt nivel1 
concebut per manipular dades agrupades en llistes (de 
números, de caracters o de cadenes de caracters). Per 
la seva propia naturalesa, L I ~ P  facilita la implementació 
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d'operacions de calcul simbblic, coin ara la derivació de 
funcions o el producte de polinomis. Si FORTRAN ha- 
via estat l'eina ideal per al calcul numkric, LISP ho seria 
per al calcul simbblic i alguns dels SCA més importants 
s'escriurien en aquest llenguatge. 

Una de les primeres aplicacions en LISP fou SAINT 

(~ymbolic Automatic l ~ ~ e g r a t i o n ) ,  ideat per efectuar in- 
tegració simbblica i arnb un rendiment similar al d'un 
estudiant universitari de primer curs. Cap al 1964, IBM 
va desenvolupar FORMAC, una extensió de FORTRAN per 
al processament de llistes'que afegia unes 15 instruc- 
cions per efectuar manipulació simbblica de polinomis, 
funcions racionals i funcions elementals i que no va as- 
solir l'kxit esperat per problemes de gestió de memoria. 
Aquests sistemes, i algims més, corn ara MATHLAB, PM 

(Polynomial Manipulation) i ALPAK integren el que es 
podria considerar la primera generació de SCA. En ge- 
neral, se'n va fer un ús limitat i la seva principal contri- 
bució ha estat la de constituir el banc de proves sobre 
el qual s'han elaborat altres sistemes més evolucionats. 

L'any 1963, Anthony C. Hearn, un físic de partícules, 
seguint un suggeriment del creador de LISP, John Mc- 
Carthy, comenca a treballar en el disseny d'un programa 
per calcular a 1'electrodinAmica quantica utilitzant LISP 

corn a llenguatge de programació. El 1966 apareix la pri- 
mera publicació descrivint els resultats assolits en aquest 
terreny: chlculs que un científic tardaria sis mesos a fer- 
los a m& estan enllestits en menys de quinze minuts. 
A partir d'aquí, el programa, que havia nascut corn un 
SAE, evoluciona cap a un SAG i el 1968 es publica un ar- 
ticle que descriu el nou producte: REDUCE. Aquest nom 
no és un acrbnim sinó que intenta reflectir un dels objec- 
tius que va perseguir el seu autor en el desenvolupament 
del programa: reduir la complexitat de les expressions 
que apareixen en utilitzar un SCA. 

REDUCE va ser ideat corn un sistema interactiu, en 
el qual l'usuari formula una pregunta al sistema mit- 
jancant un input, el sistema respon arnb un output i 
segons la resposta l'usuari actua en conseqükncia, de 
la mateixa manera que ho faria arnb una calculadora 
electrbnica de butxaca. Actualment, tots els SCA tre- 
ballen d'aquesta manera, pero en el moment de des- 
envolupar REDUCE, el modus operandi més comú era 
ben diferent: hom agrupava en un programa tots els 
calculs que es volien fer, s'executava aquest programa 
en l'ordinador del centre de chlcul -pel qual s7havia 
reservat hora prkviament- i, finalment, hom recollia 
tots els resultats. Habitualment, no quedava temps per 
analitzar els resultats i tornar a executar el programa si 
alguna cosa no havia funcionat, de manera que s'havia 
d'esperar fins a la propera reserva de l'ordinador. 

El 1970 va aparkixer la versió 2 de REDUCE i el 1983 
la versió 3, aquesta última incloent una serie de paquets 
per a la integració analítica, factorització de polinomis 
arnb més d'una variable, aritmktica real arnb precisió ar- 

bitraria i resolució d'equacions que havien estat creats 
per usuaris del programa. De fet, REDUCE sempre ha es- 
tat un sistema obert, en el sentit que és possible obtenir 
el codi LISP complet en adquirir el programa. Aquest 
aspecte de REDUCE ha originat la col.laboració dels usu- 
aris en el desenvolupament i millora del programa, ha 
facilitat la incorporació de nous algorismes tan bon punt 
han estat desenvolupats i n'ha permks la utilització corn 
a eina educacional en el camp de la CA. 

Una altra de les característiques importants de RE- 
DUCE 6s la seva portabilitat, és a dir, la possibilitat 
de ser utilitzat en diferents maquines arnb mínimes 
modificacions en el codi del programa. En primera 
instancia, aixb s'aconseguí grkies al fet que LIsP es- 
tava disponible en un elevat nombre d'ordinadors i més 
tard, quan LISP va evolucionar cap a diferents dialectes 
es va reescriure el programa utilitzant un subconjunt 
de LISP que fos segur de trobar-lo en tots els dialectes. 
Una conseqükncia directa de l'alta portabilitad de RE- 
DUCE 6s l'arnplia difusió que ha assolit i la proliferació 
de paqu3ts especialitzats en diverses Arees de la física i 
les matematiques generats pels mateixos usuaris. 

L'última versió comercialitzada de REDUCE és la 3.5 
i va aparkixer l'octubre de 1993. Entre les prestacions 
que ofereix trobem operacions arnb polinomis i funcions 
racionals, simplificacions de forma automhtica o contro- 
lada per l'usuari, c~lculs simbblics arnb matrius, arit- 
mktica arnb enters i reals de precisió arbitraria, possi- 
bilitats de definir noves funcions, derivació i integració 
analítiques, factorització de polinomis, resolució d'una 
Amplia varietat d'equacions algebraiques, facilitats per 
generar programes numkrics a partir d'inputs simbblics i 
calculs arnb matrius de Dirac per a la física de partícules. 

Si bé en els darrers anys la majoria de SCA han in- 
tegrat en un mateix entorn chlculs simbblics, numerics 
i capacitats grhfiques, REDUCE ha optat per mante- 
nir la idea original i restringir els serveis que ofereix 
a l'hmbit estricte de la CA, proporcionant facilitats per 
escriure els resultats en un format que pugui ser entes 
per altres programes de calcul numkric o de representa- 
cions grhfiques. Els avantatges d'aixb són que permet 
concentrar-se en un únic aspecte i vendre el programa a 
preus moderats. 

Com veurem, els moderns SCA han heretat algunes 
de les característiques que han fet de REDUCE un sistema 
forca utilitzat: interacció, portabilitat, un llenguatge de 
programació i la possibilitat d'arnpliació mitjancant pa- 
quets. 

Al voltant de 1971 va apareixer MACSYMA (Project 
MAC's s~mbolic ~ ~ n i p u l a t i o n  system), un SAG progra- 
mat en LISP i preparat per efectuar c&lculs simbblics i 
numerics. Va ser concebut corn un potent sistema capac 
de derivar, integrar, calcular límits i series de Taylor, 
resoldre sistemes d'equacions polinbmiques i equacions 
diferencials i treballar arnb matrius i tensors. De la ma- 

26 Revista de Física / 2n semestre de 1995 



teixa manera que REDUCE, MACSYMA era un sistema 
interactiu i incorporava un llenguatge de programació. 
Per poder desenvolupar tota la seva potencia MACSYMA 

necessitava ordinadors ainb importants recursos tant pel 
que fa a capacitat de disc corn a memoria RAM i aixo el 
va fer de difícil accés i va aconseguir molta menys difusió 
que REDUCE. La recent aparició d'una versió per a PC, 
que els seus distribuidors anuncien corn el millor sistema 
actual, ha fet que es renovi l'interes per aquest sistema. 
Permet la resolució d'equacions diferencials ordinhries i 
en derivades parcials, tota classe de grhfics en 2D i 3D, 
an imad ,  traducció de programes escrits en MACSYMA 

a C i FORTRAN i ajut a través d'hipertext. 
REDUCE i MACSYMA (en les seves versions originals) 

són els representants més genuins de la segona generació 
de SCA i si REDUCE va ser el més utilitzat, MACSYMA va 
ser, arnb diferencia, el més potent i el que més incidencia 
va tenir pel que fa a desenvolupament d'algorismes. De 
fet, moltes de les tkcniques esthndard que s'utilitzen 
actualment han estat desenvolupades o directament in- 
fluides per les investigacions del grup de científics que 
van crear MACSYMA al MIT. Hi ha molts altres SCA que 
es poden considerar de la segona generació, entre ells al- 
guns SAG corn SCRATCHPAD i alguns SAE corn CAMAL 

(originariament dirigit a la mechnica celeste i posterior- 
ment utilitzat a la relativitat general), SHEEP (chlcul 
tensorial), TRIGMAN (skries de Poisson) , SCHOONSCHIP 

(partícules elementals) i EXCALC (chlcul exterior). Al- 
guns d'aquests sistemes han anat evolucionant arnb el 
temps i, actualment, encara s'utilitzen. 

La tercera generació 

Els SCA de la segona generació, i particularment 
MACSYMA, es caracteritzaven per necessitar molt espai 
d'emmagatzemament en disc i molta membria RAM, de 
manera que durant els anys seixanta i setanta hi havia 
pocs ordinadors arnb recursos suficients per poder exe- 
cutar els sistemes existents a l'epoca. Aquesta va ser 
la causa que l'ús d'aquests sistemes es limités a aquells 
investigadors que tenien accés a grans ordinadors. Amb 
l'aparició, cap al principi dels vuitanta, dels micropro- 
cessadors la situació va canviar. Ara era posible obte- 
nir una estació de treball capa$ d'executar un SCA i 
disposar-ne lliurement, sense les restriccions d'un centre 
de chlcul. L'impuls definitiu el va donar la irrupció en 
el mercat dels PC, que posava a l'abast de quasi tothom 
ordinadors prou potents a un preu assequible. 

El primer SCA a córrer en PC va ser MUMATH, des- 
envolupat per D. Stoutmeyer i A. Rich a la Universitat 
de Hawaii al final dels setanta. Va ser escrit en LisP 

i incloia un llenguatge de programació propi anomenat 
MUSIMP. MUMATH es podia executar des d'un disc flexi- 
ble de 360 kbytes en ordinadors IBM-PC o compatibles 
arnb 640 kbytes de memoria RAM i 4,7 MHz de velo- 
citat (aquesta era la configuració rnés comuna a meitat 

de la dkcada passada). Encara que les seves possibilitats 
eren modestes, MUMATH es va fer forca popular pel fet 
de poder-se utilitzar en qualsevol PC. 

L'any 1971, Dennis Ritchie dels Be11 Laboratories va 
dissenyar el llenguatge de programació C i juntament 
arnb Ken Thompson el va utilitzar per escriure el sistema 
operatiu UNIX, trencant arnb la tradició d'escriure els 
sistemes operatius arnb llenguatge d'assemblador. Amb 
el temps, tant C corn UNIX van adquirir celebritat i, 
al principi dels vuitanta, els SCA es van comencar a 
escriure en C, aprofitant-ne la portabilitat. 

MATHEMATICA és un SCA generic desenvolupat per 
la Wolfram Research. El creador d'aquesta empresa, 
Stephen Wolfram, durant el període 1980-81 va des- 
envolupar SMP (Symbolic Manipulation Program), el 
SCA que havia d'ésser el predecessor de MATHEMATICA. 
Discrephncies sobre els drets de propietat inteklectual de 
SMP arnb els administradors de Caltech el van portar 
primer a Princeton i després a Illinois, on funda la Wol- 
fram Research l'any 1987. Aprofitant les idees de SMP 
que millor havien funcionat, va acabar de desenvolupar 
MATHEMATICA i la versió 1 del programa es va anunciar 
oficialment el 23 de juny de 1988. El mes de juny de 
1991 va aparkixer la versió 2. 

MATHEMATICA fou el primer SCA que integra calcul 
simbolic, chlcul numeric i capacitats grafiques en un 
mateix programa de forma unificada, amb l'objectiu, 
segons el propi autor, de "construir una eina molt ge- 
neral que fos útil en qualsevol tipus de chlcul tecnic". 
Ha estat escrit en C i esta constituit per dues parts: el 
kernel (nucli) i el front end (la facana). El kernel és 
sempre el mateix, independentment de la mhquina en 
la qual s'executi; és la part encarregada de dur a terme 
els chlculs i el fet que hagi estat escrit en C n'assegura 
la portabilitat. El front end s'ocupa de l'intercanvi 
d'informació entre el kernel i l'usuari, és específic per 
a cada ordinador i pot tenir dos aspectes diferents se- 
gons que l'entorn de treball suporti un monitor de text 
o grhfic. Les versions basades en interfícies grafiques 
generen uns documents anomenats notebooks que per- 
meten combinar text, ordres del MATHEMATICA i grafics 
(que poden animar-se) i que poden utilitzar-se arnb 
caracter pedagbgic o per efectuar chlculs. 

A part de realitzar les tasques més comunes de la 
computació algebraica corn poden ser operacions alge- 
braiques i simplificació arnb funcions elementals, MAT- 

HEMATICA és capac de trobar primitives, resoldre equa- 
cions i sistemes de forma exacta, obtenir series de 
potencies, calcular límits, integrar equacions diferenci- 
a l ~ ,  efectuar l'anhlisi estadística d'una serie de mesu- 
res, diagonalitzar una matriu, interpolar una funció per 
un conjunt de punts, efectuar una integració numkrica 
i fer representacions grhfiques de funcions en dues i 
en tres dimensions, per citar algunes de les possibi- 
litats. Incorpora les definicions de multitud de fun- 
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cions que apareixen freqüentment a les matematiques 
i la física: funcions de Bessel, funció error, funció 
gamma, funció hipergeometrica, polinomis de Legen- 
dre, harmbnics esferics, polinomis d'Hermite, funci- 
ons eklíptiques, tot tipus de distribucions estadístiques 
i moltes altres funcions. A rnés de les possibilitats 
simboliques, numeriques i grafiques que hem esmentat 
abans, MATHEMATICA incorpora un llenguatge de pro- 
gi-amació d'alt nivel1 i estructurat que el converteix en 
la plataforma ideal per desenvolupar aplicacions rnés es- 
pecifiques. En aquest sentit, el sistema pot ser ampliat 
posant les definicions necessaries en un fitxer a part, un 
paquet, i carregant-lo des de MATHEMATICA. 

Actualment, MATHEMATICA és el SCA de rnés pe- 
netració en el mercat, s'han escrit un gran nombre de 
llibres dedicats a explicar-ne el funcionament i algu- 
nes de les possibles aplicacions. Hi ha una revista, 
The Mathematica Journal, de periodicitat trimestral, 
dedicada només a notícies i articles relacionats arnb el 
MATHEMATICA, una base de dades electrbnica, Math- 
source, arnb notebooks i paquets a la qual es pot accedir 
gratuitament i s'han creat diferents grups d'usuaris per 
intercanviar. informació sobre el programa. 

Al principi de la decada dels vuitanta apareix MA- 
P A ,  iniciat per Gaston Gonnet i Keith Geddes de la 
Universitat de Waterloo (Ontario, Canada) i desenvolu- 
pat pel Symbolic Computation Group de la Universitat 
de Waterloo arnb l'objectiu de fer accessibles els SCA a 
un major nombre d'usuaris dels que havien tingut du- 
rant la decada passada. Actualment, MAPLE funciona 
en ordínadors que van des dels mainframes fins als or- 
dinadors personals tipus IBM-PC o Macintosh passant 
per les estacions de treball. MAPLE no és un acronim, 
sinó que fa referencia a l'origen canadenc del programa 
(el símbol que apareix a la bandera del Canada és una 
fulla d'auró, maple en angles). De manera similar al 
MATHEMATICA, MAPLE ha estat dissenyat arnb estruc- 
tura modular i consta de tres parts: el kernel, el nucli de 
programa, llIris, la interfície arnb l'usuari i la biblioteca 
de funcions i aplicacions. L'Iris i el kernel constitueixen 
una petita part del total del sistema, han estat escrits en 
C i ambdós es carreguen automaticament quan s'inicia 
una sessió arnb MAPLE. El kernel interpreta les entrades 
de l'usuari, s'encarrega de les operacions matematiques 
rnés elementals i d'aquelles que el seu temps d'execució 
és crític i realitza la gestió de memoria. L'Iris s'ocupa de 
les comunicacions entre l'usuari i el kernel, de la detecció 
i notificació d'errors en les entrades, de la presentació 
de les sortides i del tracat de grafics. 

MATHEMATICA i MAPLE són els dos SCA d'ambit 
generic rnés utilitzats en aquests moments, per bé que 
ara mateix MACSYMA ofereix unes prestacions similars i 
que la rapida evolució que esta tenint el hardware l'ha 
fet més assequible. Podem dir que aquests dos siste- 
mes encapcalen la tercera generació de SCA. El tercer 

sistema pertanyent a aquesta generació que val la pena 
esmentar és DERIVE, l'hereu directe de MUMATH. La 
característica principal de DERIVE és el seu sistema de 
menús des del qual es pot accedir a totes les funcions. 
Disposa d'instruccions per efectuar calcul diferencial i 
vectorial, resoldre equacions i sistemes, treballar arnb 
matrius, representar grhfics en dues i tres dimensions i 
té un petit llenguatge de programació. Actualment es 
comercialitza la versió 3.0, la qual només necessita un 
PC compatible arnb processador 8086 i un disquet de 
doble densitat per funcionar. És un sistema que pot re- 
sultar ideal per a estudiants, tant pel seu ús, intuitiu i 
simple, corn pel seu preu. 

A rnés dels sistemes que hem comentat aquí, que són 
els mes destacats, hi ha un nombre elevat de SCA tant 
d'ambit genkric corn especialitzat, alguns dels quals es 
poden obtenir gratuitament. El lector interessat podrh 
trobar a la referencia (Christensen, 1994) una llista de 
bona part d'aquests sistemes arnb les indicacions neces- 
saries per aconseguir-los. 

La CA corn a ciencia 

Parallelament al progrés dels SCA s'ha produit el desen- 
volupament de la computació algebraica corn a ciencia. 
En efecte, a mesura que s'anaven desenvolupant nous 
SCA es feia patent la necessitat d'algorismes que re- 
solguessin determinats problemes. Alguns d'aquests al- 
gorismes ja existien i només s'havien d'adaptar per tal 
que resultessin més eficients o que consumissin menys 
memoria, mentre que d'altres va ser necessari inventar- 
los. Molts d'aquests algorismes són extraordinariament 
laboriosos i resultarien del tot impracticables per a un 
ésser huma, de forma que mai no s'haurien arribat a 
utilitzar sense l'existencia dels ordinadors i dels SCA. 
L'exemple rnés paradigmatic és l'algorisme de Risch 
(1968), que descriu un procediment per decidir si és 
possible trobar una primitiva d'una funció elemental en 
termes de funcions elementalsl i, en cas que la respos- 
ta sigui afirmativa, diu la forma de trobar-la (Geddes, 
1992). Els moderns SCA corn ara MATHEMATICA i MA- 
PLE incorporen aquest algorisme, de manera que, si no 
obtenim resposta per a la primitiva d'una funció cons- 
truida a partir de funcions elementals, podem estar se- 
gurs que és perque aquesta primitiva no existeix. 

Com que es tracta d'una disciplina relativament jove, 
bona part dels articles d'investigació sobre CA es tro- 
ben dispersos en revistes d'informatica, matematiques 
i física, per bé que comencen a haver-hi haver-hi revis- 
tes dedicades exclusivament a aquest tema, corn pot ser 
Journal of Symbolic Computation, i es poden trobar al- 
guns llibres que tracten els aspectes de la CA fermarnent 

'Recordem que el conjunt de funcions que comunament 
s'anomenen elementals inclou les funcions racionals, potencials, 
exponencials, logarítmiques, trigonom6triques i combinacions de 
totes aquestes i, per exemple, no són funcions elementals les fun- 
cions de Bessel o la funció error. 
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establerts. També s'han organitzat conferencies, primer 
per separat a America del Nord i a Europa i a partir 
de l'any 1988 conjuntament a tot el món organitzades 
per 1'ISSAC (International Symposium on Symbolic and 
Algebraic Computation) . 

D'altra banda, el nombre d'arees d'aplicació de la CA 
ha experimentat un increment notable. Si, inicialment, 
els SCA s'utilitzaven sobretot en relativitat, mecanica 
quantica i mecanica celeste, amb el temps s'han co- 
men~a t  a fer aplicacions en mecanica de fluids, física de 
plasmes; bptica, mecanica clbsica i mecanica dels medis 
continus, sense tenir en compte les aplicacions prbpies 
dels matematics i algunes de la química tebrica. 

En els darrers anys també s'han comencat a utilit- 
zar els SCA com a eina educativa gracies, en part, a les 
possibilitats grafiques que incorporen els sistemes de la 
tercera generació. Hi ha cursos de calcul basats exclusi- 
vament en SCA (Brown, 1991) i multitud de llibres de 
diverses materies (estadística, equacions diferencials en 
derivades parcials, mecanica quantica, etc.) que d'una 
manera o altra utilitzen la CA. 

L'ús dels SCA 

Pel que fa a la utilització dels SCA, és possible dis- 
tingir dos nivells diferents, segons el tipus de proble- 
mes que es vulguin tractar. El primer nivell -el rnés 
elemental- és el que en podríem dir el de l'usuari oca- 
sional. En aquest sentit, unes mínimes nocions sobre la 
sintaxi del programa són suficients per poder utilitzar el 
SCA rapidament d'una forma interactiva, com si fos una 
calculadora simbblica i fer operacions simples com ara 
calcular una derivada o una integral, ajustar una funció 
a unes dades experimentals pel metode dels mínims qua- 
drats, obtenir els valors propis i vectors propis d'una 
matriu, representar el grafic d'una funció, resoldre una 
equació, obtenir la serie de Taylor d'una funció o cal- 
cular la mitjana i la variancia d'una serie estadística. 
Només per poder fer aquest tipus de manipulacions alge- 
braiques, numeriques i grafiques de forma rapida i sense 
possibilitat d'error, ja val la pena d'utilitzar un SCA i 
qualsevol que s'acostuma a fer-ne servir un, difícilment 
sap prescindir-ne. De fet, tot indica que d'aquí a uns 
anys els SCA s'hauran convertit en un instrument tan 
habitual com ho és ara una calculadora científica. 

El segon nivell d'aprenentatge implica un coneixe- 
ment rnés profund del SCA i permet afrontar problemes 
que es caracteritzen per la seva major dificultat i pel 
fet que es poden resoldre de forma algorísmica, seguint 
sempre els mateixos passos. Dos exemples de proble- 
mes de dificultat moderada són: (1) donat un sistema 
mechic representat per un lagrangih L(qi, qi, t ) ,  obte- 
nir les equacions de moviment del sistema i (2) donat un 
tensor simktric de rang 2, obtenir una rotació dels eixos 
de coordenades que el diagonalitzi. Per resoldre aquest 
tipus de problemes de la forma rnés automatitzada pos- 

sible és convenient programar una funció o un paquet, 
segons la complexitat. L'aprenentatge de les tecniques 
de programació necessaries per fer aixb és relativament 
dur i pot no interessar a l'usuari ocasional. Amb tot, 
moltes vegades es dóna el cas que la funció que es neces- 
sita ja ha estat programada per un altre usuari i posada 
a disposició pública en alguna de les nombroses bases 
de dades electrbniques d'universitats de tot el món a 
les quals es pot accedir facilment a través de la xarxa 
Internet. 

Per adquirir un coneixement superficial del pro- 
grama, pero suficient per encarar ,problemes del primer 
nivell, és aconsellable comencar amb textos introducto- 
ris (Blachman, 1992; Heck, 1993; o Rayna, 1987). En 
molts casos, en aquests llibres es poden trobar exem- 
ples, suggeriments i exercicis que ajuden forca en un 
primer aprenentatge. En canvi, a l'hora de programar 
es convenient disposar d'una referencia amb una infor- 
mació exhaustiva i el rnés acurada possible i llavors el 
rnés indicat són els manuals. 

Els SCA també presenten algunes limitacions i 
dificultats inherents a la seva propia naturalesa. Un dels 
temes clau i gens trivial és el de la simplificació. Quan 
es realitzen manipulacions algebraiques a mh, en cada 
pas es procedeix de la forma que creiem rnés convenient 
en aquel1 moment, seguint a vegades uns criteris i a ve- 
gades uns altres de diferents, sempre amb l'objectiu de 
deixar les expressions en la forma rnés simplificada pos- 
sible. Per contra, els SCA s'ajusten sempre als mateixos 
procediments en la manipulació d'expressions i les trans- 
formen fins a deixar-les en forma normal.2 Per exemple, 
els polinomis tenen dues formes normals: completament 
expandits i completament factoritzats i els SCA incorpo- 
ren funcions que permeten transformar entre una forma 
i l'altra. En canvi, difícilment aconseguirem efectuar la 
transformació 

amb un SCA ja que el polinomi del segon membre esta 
en una forma mixta: ni completament factoritzat, ni 
completament expandit. Si volem dur a terme sim- 
plificacions d'aquest estil hem d'ajudar nosaltres al sis- 
tema. De la mateixa manera, sorpren enormement que 
un SCA no sigui capas de realitzar una simplificació tan 
hvbia com ara 

a + x ,  

i és que quan nosaltres fem aquesta simplificació es- 
tem utilitzant una informació addicional de la qual el 
programa no disposa i sense la qual el procediment no 
seria correcte. Dificultats d'aquest estil es presenten 
freqüentment i el més indicat en aquests casos és donar 
un cop de m& al programa per tal d'arribar a l'expressió 
buscada. 

2Per a una explicació rnés extensa d'aquest terme podeu con- 
sultar Geddes (1992) 
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Un segon aspecte, relacionat amb la simplificació 
d'expressions, és la dificultat per identificar en termes 
d'objectes matemiitics la informació apareguda pel mo- 
nitor. Si la complexitat del problema objecte d'estudi 
és moderada o gran, pot passar perfectament que la res- 
posta del sistema a la nostra entrada -després de sim- 
plificada- ocupi unes quantes pantalles de l'ordinador. 
Aixb, a part de l'efecte desconcertant inicial, suposa in- 

vertir un cert temps i esfor~ a desxifrar el contingut de la 
sortida. Generalment, aquest inconvenient es veu agreu- 
jat pel fet que el sistema només pot utilitzar un conjunt 
~nolt  reduit de símbols que no inclou l'alfabet grec ni la 
majoria de símbols matemiitics i, per tant, les magni- 
t u d ~  que estem acostumats a veure escrites d'una mane- 
ra se'ns presenten de forma diferent, afegint dificultat a 
la lectura de la resposta. 
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