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De la mecanica classica a la mecanica quantica

a través de |'optica

Jaume Masoliver™*

Introduccid

Es ben sabut que la mecanica analitica, les arrels de la
qual son les lleis de Newton, ens descriu molt acurada-
ment el moviment dels cossos macroscopics, incloent-hi
els cossos astronomics, sempre que les velocitats i les
masses implicades no siguin excessivament grans. En
el reialme dels cossos microscopics (atoms, molécules,
electrons, etc.) la situacié és completament diferent; en
aquest cas, les lleis de la mecanica, com també les de
I’ectromagnetisme, no s’adapten a les observacions ex-
perimentals i, per tant, no sén apropiades per a la des-
cripci6é del moviment a escala microscopica. En aquest
context, durant el primer terg¢ del segle XX es desen-
volupa una nova mecanica, a la qual Max Born, 'any
1924, va donar el nom de mecanica quantica, que regeix
les lleis del moviment dels cossos microscopics, perd que
coincideix amb la mecanica analitica (convertida, ara si,
en mecanica classica) quan s’aplica als cossos macrosco-
pics.

Sovint es presenta la mecanica quantica com un
desenvolupament ex novo sobre una base axiomatica que
sembla estar molt poc relacionada amb la mecanica clas-
sica i altres teories precedents. El plantejament axioma-
tic té, certament, els seus avantatges metodologics, pero
fa passar desapercebut el fet que la teoria quantica esta
estretament relacionada amb la mecanica analitica, par-
ticularment amb la forma hamiltoniana. La teoria de
Bohr de les orbites electroniques empra els métodes ha-
miltonians quan es descobri la importancia dels sistemes
separables en la formulaci6 de les condicions quantiques
de Sommerfeld i Wilson 'any 1916 i en els calculs sobre
Pefecte Stark duts a terme per Epstein el mateix any. La
reinterpretacio de les lleis quantiques per Schrédinger,
Heisenberg i Dirac també sorgi dels métodes hamilto-
nians. El caracter matricial de les variables canoniques
conjugades (g, p) va ser introduit per Heisenberg, Born i
Jordan, mentre que Dirac considera les variables conju-
gades com a operadors no commutatius. D’altra banda,
Schrédinger desenvolupa el punt de vista operacional i,
sortint de ’analogia entre 1’0Optica i la mecanica esta-
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blerta per Hamilton, reconverti I’equacié de Hamilton-
Jacobi en una equacié d’ones. Hi ha, doncs, un passatge
que va de la mecanica classica a la mecanica quantica
a través de l’optica, una via d’accés que, de fet, havia
estat oberta per Hamilton al comencament del segle X1x
i que va ser emprada fonamentalment per Schrédinger,
cent, anys després.

L’any 1831 William Rowan Hamilton s’adona de I'a-
nalogia entre les trajectories de les particules materials
que es mouen en camps potencials i els camins dels raigs
de llum dins de medis amb indexs de refraccié que vari-
en continuament amb la posicié. Gracies al seu atractiu
i la seva consisténcia matematica, I’analogia hamiltoni-
ana sobrevisqué en textos académics durant un segle,
pero no inspira cap aplicacid practica fins 'any 1925, en
qué H. Busch va explicar, amb terminologia optica, ’e-
fecte focalitzador del camp electromagnétic sobre feixos
d’electrons, cosa que provoca un rapid desenvolupament
de la microscopia electronica. Gairebé simultaniament,
el 1926, Erwin Schrodinger porta ’analogia hamiltonia-
na un pas més enlla i passa de «’Optica geométrica» a
«l’optica ondulatoria» de les particules materials, fent
servir les idees presentades per Louis de Broglie 'any
1924. En aquest article recordarem aquest passatge.

La mecanica classica

Un sistema mecanic tipic, al qual es poden reduir una
part considerable de sistemes fisics, consisteix en una
colleccié6 de masses puntuals, és a dir, particules, que
interaccionen entre elles seguint lleis ben definides.
L’experiéncia demostra que [’estat del sistema es troba
completament determinat pel conjunt de les posicions i
velocitats de totes les particules que el componen. El sis-
tema de coordenades emprat per fixar les posicions i les
velociats no té per qué ser cartesia i la descripcié del con-
junt de particules es pot dur a terme mitjancant un con-
junt de coordenades generalitzades, ¢ = (¢1,92, " ,qn),
i de velocitats generalitzades, § = (G1,¢2, -+ ,Gn). El
nombre minim, n, de coordenades generalitzades que
s6n necessaries per descriure completament 'estat del
sistema s’anomena nombre de graus de llibertat.

Les lleis de la mecanica sén aquelles que ens deter-
minen el moviment del sistema, és a dir, que donen les




posicions i les velocitats ¢(t), ¢(t)) en funci6 del temps.
Potser la forma més optima, la més general i compacta,
d’enunciar aquestes lleis és mitjancant un principi va-
riacional conegut com el principi de la minima accid o
principi de Hamilton:*

5</C2Lﬁ)a (1)

on el simbol ¢ indica el canvi davant una variaci6 infi-
nitesimal de la trajectoria. Aqui L = L(q,q,t) és una
certa funcié de les coordenades i les velocitats de to-
tes les particules del sistema, i eventualment del temps,
anomenada funcid lagrangiana o lagrangia.

El principi variacional expressat per 'equacio (1) sig-
nifica que, quan el sistema es mou des d’una configuracié
(coordenades) inicial en un temps ¢; fins a una configu-
racio6 final en un temps ts, la trajectoria real del sistema
(i.e. les coordenades ¢ = ¢(t) com a funci6 del temps)
és aquella en qué la integral de l'acci6 que apareix en
I'equacié (1) pren un valor estacionari.? Val a dir que el
principal avantatge d’aquesta formulaci6 és la seva in-
dependéncia del sistema de coordenades, la qual cosa no
succeeix amb les equacions de Newton del moviment.

Del principi de Hamilton obtenim les equacions de
Lagrange:

d oL 0L
e 2
Hos 97 0, (2)

on fem servir la notacid

oL_(onor _ o0)
07 \O0q 0¢2" Oqn

per indicar el gradient de L respecte a ¢ i, de mane-
ra semblant, per a 0L/ d¢. Coneguda la funci6 L, les
equacions de Lagrange constitueixen un sistema de n
equacions diferencials de segon ordre en el temps, les
quals, amb condicions inicials fixades, ens donen 1’evo-
luci6 temporal del sistema ¢(t). Per a un sistema de
particules sense interaccié electromagnética i en qué les
masses i les velocitats no siguin excessivament grans, el
lagrangia es determina de manera que el sistema d’e-
quacions diferencials (2) coincideixi amb la segona llei
de Newton. Aix0 s’aconsegueix si L =T —V, on T és
Penergia cinética i V' és ’energia potencial.

Com acabem de comentar, cadascuna de les equaci-
ons de Lagrange és una equaci6 diferencial de segon or-
dre que involucra la derivada segona de les coordenades
respecte al temps cj’ En molts casos, especialment per

1Es una caracteristica general de les equacions de la fisica clas-
sica el fet que es puguin deduir mitjangant principis variacionals.
Dos exemples primerencs soén el principi de Fermat, en optica
(1657), i el principi de Maupertuis, en mecanica (1744). També
es poden obtenir d’aquesta manera les equacions de ’elasticitat,
de la hidrodinamica i de I’electrodinamica.

2No importa que sigui un minim o un maxim o un punt d’in-
flexio.

a desenvolupaments teorics de caracter general com el
que aqui ens ocupa, és convenient transformar (2) en un
sistema que conté el doble d’equacions de primer ordre.
La manera més directa i simple d’aconseguir-ho seria
posar ¢ = U i després afegir aquestes equacions tractant
¢ 1 U com les magnituds a determinar. No obstant aixo,
podem obtenir una formulacié molt més simétrica de la
manera segiient. '
En lloc de les velocitats ¢ introduim unes noves va-
riables,
oL
P=—=, (3)
9q
anomenades moments. En aquest cas, les equacions de
Lagrange (2) es poden escriure com un conjunt de 2n
equacions de primer ordre

oL

a_qn (4)

p=

on L s’ha de considerar encara una funci6 de ¢'i cj’ L’e-

quaci6é (3) es pot expressar d’una manera semblant si

introduim, en lloc de la lagrangiana L(q, (j’,t), una no-

va funcio, H(q,p,t), mitjancant una transformacio de
Legendre3 .

H=g 1L, (5)

on fem servir la notacié q"’ 7= >k qrpr- Mitjancant H,
les equacions de Lagrange prenen la forma simétrica:

0H OH
8_]3” _a_qn (6)

que és 'anomenada forma canonica de les equacions del
moviment o equacions de Hamilton. Combinant la defi-
nici6 de H donada per lequacié (5) i les equacions de
Lagrange (2) també podem veure que

dH OL

dt ot
Aixi doncs, si L no depén explicitament del temps, lla-
vors OL/0t = 0 i, per tant, H = constant. En aquest
cas diem que el sistema és conservatiu.

La funci6 H(q,p,t) s’anomena hamiltonia del siste-
ma. En la mecanica newtoniana, on L =T —V i T és
una funcié quadratica i homogénia de les velocitats, es
pot veure, a partir de (5), que H = T 4+ V i el hamil-
tonia coincideix amb ’energia. Si el sistema és, a més,
conservatiu, llavors H = F = constant, que és la llei de
la conservacié de l'energia.?

7= p=

3Les transformacions de Legendre converteixen una funcié
f(z,y) en una funcié g(z, z), on z = df /0y, de tal manera que la
derivada de g respecte a la nova variable z és igual a ’antiga varia-
ble y. Aquestes transformacions tenen un paper decisiu en moltes
branques de la fisica. En termodinamica, per exemple, I'energia
i energia lliure estan relacionades mitjangant una transformacioé
de Legendre.

4 Aquesta discussié només fa referéncia als sistemes inercials i
no als sistemes accelerats de coordenades. En sistemes no inercials
com, per exemple, un sistema de coordenades en rotaci6, H és
constant perd no representa l’energia.
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L'equacié de Hamilton-Jacobi

Les equacions de Hamilton (6) constitueixen un sistema
de 2n equacions diferencials ordinaries de primer ordre
que s’han de resoldre amb condicions inicials donades.
Observem que, ara, I’estat del sistema és especificat pel
conjunt de coordenades i moments, (¢, ), en lloc de ser
especificat per les coordenades i velocitats, com era el
cas de la formulacié lagrangiana.® Aixi doncs, si conei-
xem 'estat del sistema (¢p, po) en un cert instant inici-
al, la solucio6 del sistema d’equacions diferencials (6) ens
determinara l'estat del sistema (¢(t),p(t)) en qualsevol
instant posterior.

En el marc de la formulacié hamiltoniana existeix
una manera alternativa de trobar ’evolucié del sistema
que es basa en el coneixement d’una funcio S(q,t) de
les coordenades generalitzades i del temps, anomenada
funcid principal de Hamilton. En lloc de les n equacions
diferencials ordinaries de segon ordre de la formulaci6
lagrangiana o de les 2n equacions diferencials, també or-
dinaries pero de primer ordre, de la formulacié hamilto-
niana, la funci6 principal de Hamilton satisfa una wunica
equacio diferencial no lineal amb derivades parcials de
primer ordre, anomenada equacié de Hamilton-Jacobi:

oS _ 0S

on H és la funcié hamiltoniana en la qual s’ha substituit
el moment § pel gradient de S, V.S = 85/87.

S’anomena  solucié completa de l'equacié6 de
Hamilton-Jacobi qualsevol solucié de l'equacio (7)
que depén de n constants arbitraries i independents
a = (aq,a9, -+ ,ay). Dins d’aquest formalisme,
I’evolucié temporal del sistema esta determinada per la
soluci6 completa S(¢, @, t) mitjangant:

0 > 0
F= —S(7,d,t = =S(g,a,t
p aqiS( ,a, )7 5 adiS( ,a7 )’ (8)
on 3 = (61,02, ,Bn) sOn constants arbitraries. Ob-

servem que les equacions (8) ens determinen de manera
implicita les equacions del moviment ¢(¢; &, 5) ip(t; @, 5)
en funcié de 2n constants arbitraries @ i 5

En el cas d’un sistema conservatiu, on el hamiltonia
no depén explicitament del temps i és, per tant, una
constant del moviment H(q, p) = E, la soluci6 completa
de I'equacio de Hamilton-Jacobi es pot escriure d’una
manera més simple®

5En alguns casos, la relaci6 entre moments i velocitats és sen-
zilla; els moments sén funcions lineals de les velocitats. Pero hi
ha casos en qué la relacié donada per ’equaci6 (3) és a través de
funcions no lineals complicades.

6Ens poden preguntar com és que la solucié completa donada
per (9) conté n + 1 constants arbitraries @ i E. La resposta és,
obviament, que E no és independent de &.

on W(q,@) és una funcié independent del temps ano-
menada funcid caracteristica de Hamilton i que satisfa
Pequacié diferencial (també amb el nom d’equacio de
Hamilton-Jacobi):

ow
(q aq) (10)

on la dependéncia temporal ha desaparegut.

Si el sistema mecanic consisteix en una sola particula
de massa m que es mou per I'acci6 d’un potencial V' (7, t),
7 = (x,y, z) son les coordenades cartesianes de la mas-
sa m, llavors el hamiltonia és H = [p]?/2m + V (7, t) i
lequaci6é de Hamilton-Jacobi (7) s’escriu de la manera
seglient:

2

1
05 05 + V(7 t) =0, (11)

ot om | o7

2 2 2 2
a8 a8 a8 N
<%) +<5_y> *(a) = IVSI™

Per al cas d’'un camp de forces conservatiu, ’equacid
(11) s’escriu (vegeu 'equacio (10)):

on

as
oF

IVW|? = 2m[E — V(7)]. (12)

A continuacio, tractarem d’alguns aspectes geomé-
trics de la funcié principal de Hamilton, S, que sén cru-
cials per entendre ’analogia hamiltoniana. Per simplifi-
car ’exposicid, considerarem a partir d’ara que el nostre
sistema mecanic consisteix tinicament en una particula
de massa m que es mou dins un camp de forces conserva-
tiu. La forma de S ve, doncs, donada per 'equacio (9):

S(7,t) = W(7) — Et, (13)

on W(7) satisfa l'equacioé (12). Recordem que la re-
presentacié geométrica d'una relacio del tipus f(7) =
constant és la d’una superficie en l’espai tridimensio-
nal ordinari. Per tant, una relacié del tipus S(7,t) =
constant representard una superficie que es mou en el
temps.7

Observem que, en un temps tg arbitrari, la superficie
S(7,tp) = C, on C és una constant determinada, coin-
cidira amb la superficie W(7) = C + Ft, (vegeu la fig.
1). En un temps immediatament posterior to + dt, la
superficie S(7, top + dt) = C coincidira amb la superficie
W (7) = C+ E(to+dt). Per tant, durant I'interval dt, la
superficie S = C s’haura desplagat de W (7) = C + Ety
a W(F) = C + E(ty + dt). Pero aquesta forma de mo-
viment de les superficies S = constant és exactament
la mateixa forma en qué es desplacen els fronts d’ona

7A partir d’ara no escriurem explicitament la dependéncia de
S de les constants @, ja que només estem interessats en apectes
K
geomeétrics que no depenen de A.




do

Figura 1: Representacié bidimensional de I’evolucié tem-
poral de les superficies S = constant entre els instants to i
to + dto (en la figura suposem to = 0). La quantitat do és la
distancia perpendicular entre dues superficies separades un
interval dt. La velocitat de desplacament de les superficies
ésv = do/dt. Observeu que I'evolucié temporal és totalment
semblant al moviment dels fronts d’ona de I’0ptica

de l'optica. En altres paraules, des d’un punt de vis-
ta geomeétric, les superficies S(7,t) = constant es poden
considerar com a fronts d’ona que es mouen en [’espai
ordinart.

Tot seguit donarem un petit interludi d’optica on
aquesta analogia quedara palesa. Vegem, pero, pri-
mer quina és la velocitat de desplagament —la wvelocitat
d’ona— de les superficies S = constant. Sigui do la dis-
tancia perpendicular entre dues superficies separades un
interval de temps dt (vegeu la fig. 1); llavors la velocitat
de desplagament sera

i
St
D’altra banda, diferenciant la relacio S(7,t) = W (7) —
Et = Q obtenim que dW = Edt, és a dir, VW-dr' = Edt.
Perd VW - d = [VW|do. Aixi doncs,
E
V= —S—7,
VW]

v

(14)

(15)

on el valor del gradient de W es calcula mitjancant 1’e-
quaci6é de Hamilton-Jacobi. Per al cas d’una particula
que es mou en un camp conservatiu, |§W| esta deter-
minat per equacio (12) i tenim que
v = # (16)
2m[E — V(7))
Fixem-nos que aquesta expressié mostra clarament que
la velocitat d’ona v no és, en general, uniforme sin6é que
depén de 7.
Anem a escriure l'equacié (15) d’una manera més
suggerent. Sabem que els moments d’un sistema mecéa-
nic arbitrari vénen donats per j = 95/9¢ (vegeu (8)).

Per a un sistema conservatiu, 0S/87 = OW /97 = VW.
Per tant,
p=VW.

Aixi doncs,
E

v =—. 17

7 i)
D’altra banda, VS = VW és un vector perpendicular
a la superficie S = constant i, com que el moment p’
té la direccié de la trajectoria de la particula, concloem
que les trajectories de la particula son perpendiculars a
les superficies S = constant. Podem, aixi, obtenir les
trajectories dibuixant les corbes perpendiculars a S =
constant. Veiem, doncs, que les trajectories mecaniques
es comporten igual que els raigs de llum en Optica, ja
que aquests son perpendiculars als fronts d’ona, i el ma-
teix passa amb les trajectories de les particules, perqué
aquestes son perpendiculars als «fronts d’ona mecanics»
S = constant. Aquest és un dels aspectes de I'analo-
gia hamiltoniana entre 1’optica geométrica i la mecanica
classica.

Interludi d’optica

Sigui ¢ una pertorbaci6 electromagnética, és a dir, qual-
sevol component del camp eléctric E , del camp magnétic
B o del potencial vector A. En determinades circums-
tancies com, per exemple, en el buit en abséncia de car-
regues o en un medi eléctricament neutre, les equacions
de Maxwell ens mostren que la pertorbacio ¢ satisfa I’a-
nomenada equacto d’ones:

82

a—tf =1?V?¢, (18)
onV2=V-V és I'operador laplacia i v és la velocitat
de 'ona, també anomenada velocitat de fase (vegeu més
endavant). Si el medi és homogeni, llavors v és una
constant independent de la posicié 7. En aquest cas, hi
ha un tipus especial de solucié de 'equacié d’ones (18)
anomenada ona plana, que podem escriure com segueix:

(7, t) = ¢p1 (- 7 — vt) + ¢ (t - 7+ vt), (19)

on ¢1 i ¢o sON funcions arbitraries i ¢ és un vector uni-
tari que determina la direccié de propagacié de 1’ona.®
Observem que ¢; representa una pertorbacio que es pro-
paga en la direccié @ positiva amb velocitat v mentre
que ¢o és una pertorbacié que es propaga en la mateixa
direcci6 perd en sentit contrari.

Ones monocromatiques

Un cas particular de la solucié donada per l'equacié (19)
que és especialment rellevant és el de ['ona plana mo-
nocromatica (també dita harmonica). En aquest cas,

8Per comprovar que (19) és una solucié de I’equacié d’ones
nomeés cal substituir-la a (18) i veure que la satisfa idénticament.
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¢2 = 01 ¢ és una funcié periodica simple tant del
temps com de ’espai:

T G B | R

on A és Pamplitud i w(u-7/v—t)+0 és la fase. Fixem-nos
que, en aquest cas, les superficies on la fase és constant,
és a dir, els fronts d’ona, son les superficies planes
iU - 7 — vt = constant que es desplacen amb velocitat
v (la velocitat de fase) perpendicularment al vector ;
d’aqui el nom d’ona plana. Noteu que aquest tipus d’ona
conté una doble periodicitat en el temps i en I’espai. En
efecte, la pertorbaci6 ¢(7,t) donada per l'equacio 20)
roman constant quan ¢ es canvia per t + T i 4 -7 es
canvia per 4 - ¥+ A:

- F+MNt+T)=¢(u-7t),

on T = w/2r = 1/v és el periode i v la freqiiéncia,
mentre que A = vT és la longitud d’ona.

Definim també la longitud d’ona reduida Ag = ¢T =
n\, on ¢ és la velocitat de l'ona en el buit i n = ¢/v és
I'index de refraccié del medi.? Observem que \g és la
longitud d’ona que correspondria a una ona de la matei-
xa freqiiéncia que es propaga en el buit. També definim
el nombre d’ones k:

2 2
T _nf = nko, (21)

k J—
A Ao

on kg és el nombre d’ones en el buit. El vector k= ki
(recordem que # és el vector unitari en la direccié de
propagacio) se 'anomena vector d’ones. En funcié del
vector d’ones, ’ona harmonica plana (20) es pot escriure
(incloem ¢ dins 'amplitud constant A)

qﬁ:AeXp{i(E-F—wt)}, (22)
0, de manera equivalent,

¢ = Aexp {iko (nid-7—ct)}. (23)

Senyals de llum, paquets d’ones i
velocitat de grup

Recordem que la velocitat v que apareix en ’equacid
d’ones, i en el tipus especial de solucié que hem anome-
nat ona plana, és la velocitat de fase i que 'index de
refraccio del medi és n = ¢/v. Sil'index de refraccio fos
independent de la freqiiéncia, aquesta seria I’tinica ve-
locitat existent. Tanmateix, molts medis materials s6n
dispersius, la qual cosa significa que 'index de refraccio
és una funcié de la freqiiéncia i, per tant, la velocitat de
fase dependra de la freqiiéncia.

9Per a les ones electromagnétiques, v = ¢/\/€l, on € i p son,
respectivament, la constant dieléctrica i la permeabilitat magne-
tica del medi. Per tant, n = ,/eq és I'index de refraccié de la llum
en el medi.

D’altra banda, les ones harmoniques monocromati-
ques son idealitzacions que no es poden dur a terme a
la practica d’'una manera estricta. Qualsevol senyal re-
al de llum consisteix en una barreja d’ones de distinta
freqiiéncia: els anomenats trens d’ones. Fins i tot en
el cas que el senyal hagi estat emeés per les dites fonts
monocromatiques (p. ex., els atoms), el tren d’ones cor-
responent no és una ona harmonica pura, sindé que esta
format per la superposicié d’un gran nombre d’ones har-
moniques de diverses freqiiéncies. Per tant, en un medi
dispersiu, cada component del senyal lluminés es moura
amb una velocitat de fase diferent i el mateix concepte
de velocitat de fase perd el seu sentit practic.

Sabem, pero, que els senyals de llum reals acostumen
a tenir longitud finita, és a dir, ocupen una regi6 finita
de ’espai. En aquesta situacié, podem parlar de la ve-
locitat del senyal com la velocitat en qué es propaga la
part principal del senyal.'® Malauradament, en moure’s,
els senyals lluminosos es distorsionen mentre viatgen a
través del medi, cosa que fa necessaria una analisi molt
acurada per determinar com se n’ha de definir la velo-
citat.

Estudiarem el cas relativament senzill en qué un se-
nyal determinat ¢ es pot representar mitjangant la su-
perposicié d’ones planes monocromatiques que es mouen
en la mateixa direccié en un medi dispersiu caracterit-
zat per un index de refraccié dependent de la freqiiéncia:
n = n(w). Escrivim, doncs,!!

o(x,t) = /OO a(w) expiilk(w)z — wt]}dw, (24)

— 00

on k(w) = k(—w) i a(—w) = a™(w) (a* és el complex
conjugat de a) son els components o amplituds de Fou-
rier de l'ona policromatica. Fixem-nos que ¢(x,t) és
soluci6 de l'equaci6 d’ones (18) fet que, d’una banda,
justifica el nom d’ona policromatica que de vegades re-
ben les expressions del tipus (24) i, de Daltra, implica
que la freqiiéncia i el nombre d’ones estan relacionats
per k = n(w)w/c.

Una situacio6 forga freqiient a la practica és la d’una
ona quasi monocromatica, en la qual les amplituds a(w)
només difereixen apreciablement de zero en un rang re-
lativament estret de freqiiéncies entorn d’un valor w;
on lamplitud presenta un maxim.'? En aquest cas, el
senyal lluminés representat per ¢(x,t) també esta forca
concentrat en una regio finita de ’espai i es parla de grup

100bservem que, si el senyal de llum fos indefinit, és a dir, no
s’acabés ni comencés mai, no podriem definir una velocitat de
propagacio, ja que en aquest cas ’nica caracteristica del movi-
ment ondulatori és la fase. Per copsar la problematica que envolta
la definici6 d’una velocitat de propagaci6é dels senyals lluminosos,
vegeu L. Brillouin (1960).

1 En escriure I'equacié (24) hem suposat que l'eix = és la direc-
ci6 de propagacié comuna de totes les ones monocromatiques que
constitueixen el senyal.

12Per exemple, si a(w) fos una corba gaussiana estreta centrada
a wi.




o paquet d’ones (vegeu la fig. 2). A més, si Pabsorcio i la
dispersi6 del medi sén petites, es pot identificar la velo-
citat del senyal amb ’anomenada velocitat de grup, que
definirem una mica més endavant (vegeu l'eq. (27)).'3

(j)(l',to)

Figura 2: Representacié d’un paquet d’ones en un instant
de temps donat to i dels seus components de Fourier

Suposem, doncs, un paquet d’ones on l’amplitud
a(w) presenta un maxim bastant pronunciat a una de-
terminada freqiiéncia wq, i cau rapidament a zero fora
d’aquest maxim. Si, a més, suposem que la dispersié
és petita, llavors k(w) variara lentament amb w i, dins
la integral que apareix a (24), podrem fer ’aproximacio6
lineal:

Elw)~k +alw—w))+-,

on a = dk/dwl|;. Substituint 'aproximacié lineal dins
(24) i reorganitzant termes obtenim que

o(x,t) ~ Az, t) exp{i[k1x — wit]}, (25)

on

Az, t) = /OO a(w) exp{i(w — w1 )(ax — t)}dw. (26)

— 00

En molts casos d’interés, A(x,t) és una funcié que
varia lentament; en aquesta situacié veiem a partir de
(25) que el grup es pot considerar aproximadament com
una ona de freqiiéncia w; modulada per una amplitud A
que es distorsiona lentament. La velocitat amb qué es
desplaca el paquet, és a dir, la velocitat de grup vy, €s
la velocitat amb qué es mou A(x,t). Fixem-nos que la
dependéncia de A en ’espai i el temps es dona tinicament
a través de la combinaci6é ax—t, és a dir, A = A(ax—1).
Aixi doncs, el perfil del grup manté (aproximadament)
la seva forma i es desplaga amb una velocitat vy = 1/
Es a dir,

_dw

iR (27)

Vg

13Sembla que la idea de velocitat de grup fou proposada per
Hamilton I'any 1839. La distincié entre velocitats de fase i de
grup, aixi com la seva relacié amb el problema de la mesura de la
velocitat de la llum, és de Lord Rayleigh (1877).

La relacio entre la velocitat de fase v i la velocitat de
grup vy la podem trobar derivant la relacié w = kv:

Vg =0+ kj—z (28)
En un medi no dispersiu on v és independent de k, les
velocitats de grup i de fase coincideixen.

Observem, finalment, que ’amplitud d’una ona s’as-
socia a la densitat d’energia que transporta (el quadrat
de 'amplitud és proporcional a la densitat d’energia).
Aixi doncs, en 'aproximacié emprada, l’energia es pro-
paga amb la velocitat de grup, ja que aquesta és la velo-
citat amb la qual viatja 'amplitud. Tanmateix, aixo no
sempre és aixi. Per exemple, en les anomenades regions
de dispersio anomala, la velocitat de grup pot arribar a
superar la velocitat de la llum o, fins i tot, ser negativa.
En aquests casos la velocitat de grup no té cap significat
fisic.

L'equacié iconal

En un medi no homogeni, v i n depenen de la posici6 i
lequacio (20), aixi com les equacions (22)-(23), no s6n
soluci6 de I'equacié d’ones. En aquest cas, pero, encara
se cerquen solucions que mostrin la doble periodicitat
que exhibeix 'ona plana monocromatica. Una mane-
ra relativament senzilla d’aconseguir-ho és substituint,
en el segon membre de (23), 'amplitud constant A i el
terme lineal nu - r que apareix en I’exponencial, per fun-
cions arbitraries de la posici6. Aixi doncs, en un medi
no homogeni cercarem solucions de ’equacié d’ones de
la manera segiient:

o(7, t) = A(r) exp{iko[L(F) — ct]}, (29)

on A(F) i L(F) sén funcions reals de la posici6. Tot
seguit veurem quines condicions han de satisfer aquestes
funcions perqueé 'equacié (29) sigui solucio de I'equacio
d’ones. Abans, pero, observarem que les superficies fase
= constant, és a dir, els fronts d’ona, venen ara donats
per '’equacio6:

L(F) — ¢t = constant. (30)

Fixem-nos en l'analogia que hi ha entre els fronts d’ona
determinats per aquesta equaci6 i les superficies S =
constant de la teoria de Hamilton-Jacobi:

W (7) — Et = constant, (31)

cosa que corrobora 'afirmaci6 feta a la seccié anterior:
que les superficies S = constant es poden considerar com
a fronts d’ona.

Les funcions A(7) i L(¥) que defineixen 1’ona no ho-
mogeénia (29) séon funcions arbitraries, llavors, com po-
dem determinar-les? Sabem que la pertorbacié ¢(7, 1)
ha de satisfer ’equacié d’ones. Aixi doncs, substituim

Revista de Fisica / 2n semestre de 2005 9



10 Revista de Fisica / 2n semestre de 2005

(29) dins (18) i, separant la part real de la imaginaria,
obtenim que

2
_ A
A {|V£|2 - nﬂ 22 VA =0, (32)
<.
V2L + 2% VL =0. (33)

Aquestes equacions que determinen A(7) i L(F) també
asseguren que expressio donada per I'equacio (29) és
solucié de 'equacié d’ones en un medi no homogeni on
v i, per tant, n depenen de la posicio.

En general, obtencio de les funcions A(7) i £(7) mit-
jangant la solucio exacta de les equacions (32) i (33) és
molt complicada, per no dir impossible. Es per aixd que
intentarem trobar una solucié aproximada. En aquesta
direcci6, recordem que el camp electromagnétic associat
a la llum visible estd caracteritzat per longituds d’ona
molt petites, entre 4-107% cm i 7-107° cm. Podem,
doncs, esperar que una bona aproximacio a les lleis de
la propagaci6 de la llum es pot aconseguir si negligim la
longitud d’ona. De fet, s’ha comprovat que aquest pro-
cediment resulta forga adequat, ja que els fendomens atri-
buibles a desviacions de la teoria aproximada, com ara
els fenomens d’interferéncia i difraccid, només es posen
de manifest mitjangant experiments molt acurats. S’a-
nomena optica geométrica la branca de ’0ptica caracte-
ritzada per negligir la longitud d’ona. En aquest cas, les
lleis de I'optica es poden formular en el llenguatge de la
geometria i ’energia lluminosa es transporta mitjangant
unes determinades corbes anomenades ratgs de llum.

Anem, doncs, a resoldre les equacions (32)-(33) fent
Paproximacié de 1’0ptica geométrica i suposant, per
tant, que la longitud d’ona és petita.'. Fent el limit
Ao — 0 en Pequaci6 (32), obtenim que

VL = n?, (34)

expressié coneguda com a equacid iconal i que és ’equa-
ci6 basica de I'optica geométrica. Una vegada obtinguda
la funcid iconal £L(7)*® després de resoldre I'equacié (34),
les superficies L(7) = constant ens definiran els fronts
d’ona i les trajectories lluminoses, és a dir, els raigs de
llum, seran les corbes perpendiculars als fronts d’ona.

El principi de Fermat

L’ortogonalitat entre els raigs de llum i les superficies
d’ona no és una propietat gens trivial. En un espai de
més de dues dimensions, com és el nostre espai tridi-
mensional, una familia qualsevol de corbes (raigs) no és
necessariament perpendicular a una familia de superfi-
cies (fronts). En un sistema mecanic, l'ortogonalitat de
les trajectories amb les superficies S = constant és una

14La longitud d’ona és petita respecte a una escala de longituds
on varia I'index de refraccio, és a dir, longituds d’ona que satisfan
A Vn|«1.

15Del grec erkwr, ‘imatge”.

conseqiiéncia directa de 'existéncia d’un principi varia-
cional. Sense el principi de la minima accid, la perpen-
dicularitat de les trajectories mecaniques no succeiria.

En optica, la situacié és completament analoga i la
propietat d’ortogonalitat és conseqiiéncia d’un princi-
pi variacional: el principi de Fermat (1657). Consi-
derem un raig de llum que es mou en un determinat
medi amb un index de refraccié n. En un interval de
temps dt i a causa de la propietat d’ortogonalitat, el
raig lluminés s’haurd desplagat perpendicularment en-
tre dos fronts d’ona separats una distancia do (vegeu la
fig. 1). Fixem-nos que qualsevol altra trajectoria que
no s’hagués desplagat perpendicularment d’un front a
l’altre, hauria tardat un temps superior a la que ho fa
ortogonalment, ja que la distancia perpendicular és la
minima distancia. Aixo ens porta directament al prin-
cipi de Fermat del «cami més rapid»: les trajectories
lluminoses satisfan la propietat que, si un raig de llum
viatja entre dos punts de l’espai, ho fa en el menor temps
possible.

Si tenim en compte que dt = do /v = (n/c)do (vegeu
leq. (14)), ens adonem que minimitzar el temps significa
minimitzar la integral

2}
I = / Edo,
t1 c

i, com que c¢ és constant, obtenim el principi de Fermat:

5 (/tt ndo) = 0. (35)

L’analogia entre el principi de Fermat (35) i el prin-
cipi de la minima accié (1) es fa encara més evident
si escrivim aquest ultim en la forma anomenada prin-
cipi de Maupertuis (1744), que és la manera en qué es
pot escriure el principi variacional per a una particula
que es mou en un camp conservatiu. En aquest cas,
L =T -V i, de la llei de la conservacié de ’energia,
tenim que L = 27— F, on F és I’energia de la particula.
Com que FE és constant, la variaci6 de la integral d’accid
J Ldt sera equivalent a la variaci6 de la integral 2 [ T'dt.
D’altra banda, el moment de la particula és p = mu
on u = dl/dt és la seva velocitat (dl és Pelement de
longitud de la trajectoria de la particula). Aixi doncs,
T = p?/2m = (1/2)p(dl/dt) i la integral a minimitzar
és 2 [ Tdt = [ pdl. Reunint totes aquestes peces veiem
que el moviment de la particula ha d’obeir el principi
variacional de Maupertuis:'6

5 (/tt pdl) = 0. (36)

16 Aquest principi és un cas particular del principi de Hamil-
ton (1). Va ser proposat I'any 1744 per Maupertuis (1698-1759),
que enuncia la hipotesi universal que en tots els esdeveniments
de la natura hi ha una certa magnitud, anomenada accid, que és
minima. Malauradament, sembla que el mateix Maupertuis no te-
nia prou habilitat matematica per formular aquest principi d’una
manera operativa.




La semblanga d’aquesta equacié amb el principi de Fer-
mat (35) és elogiient.

Després d’aquesta digressié dins el mén de I'optica,
estem en millors condicions d’aprofundir encara més ’a-
nalogia hamiltoniana i fer un gran pas endavant que ens
obrira les portes a una nova fisica.

La mecanica ondulatoria

Observem que l'equacio iconal (34) té la mateixa forma
que l'equacié de Hamilton-Jacobi (12):

IVW|? = 2m[E — V() (37)

on la funci6é caracteristica de Hamilton W fa el ma-
teix paper que la iconal £ i lexpressio y/2m(E — V)
fa el paper d’index de refracci6. Aixi doncs, ’equacid
de Hamilton-Jacobi suggereix que la mecanica classica
podria correspondre a un limit tipus optica geométrica
(i.e., longituds d’ona petites) d’un moviment ondulato-
ri —diguem-ne una mecanica ondulatoria—, on els raigs
ortogonals als fronts d’ona correspondrien a les trajecto-
ries mecaniques, que s6on perpendiculars a les superficies
S = constant.'”

Si la mecanica classica és el limit, per a longituds
d’ona petites, d’una certa mecanica ondulatoria, llavors
quines son les longituds d’ona associades al moviment?
I també, quina és «l’equacio d’ones mecanica» que dona
com a limit equacido de Hamilton-Jacobi? Observem de
passada que, vista com una espécie d’optica geométrica,
en el marc de la mecanica classica no es poden donar
fenomens que depenguin de la longitud d’ona, com ara
les interferéncies i la difracci6. Podem, no obstant aixo,
especular quina podria ser ’equacié d’ones que donés,
com a cas limit, l'equacié de Hamilton-Jacobi.!® En
aquest sentit, si W és 'analeg de L, llavors, recordant
la relacio donada per 'equacié (9), S = W — Et i, tenint
en compte les equacions (29) i (30), conjecturem que S
ha de ser l’andaleg de la fase de l’ona mecanica. Con-
cretament, fem la hipotesi que S és proporcional a la
fase:

S =K - fase, (38)

on K és una constant, de moment arbitraria, perdo que
identificarem una mica més endavant. Tenint en compte
Pequaci6 (29), escrivim la fase de 'ona mecanica de la
manera segiient:

fase = k(L —vt) = 27 <§ - Vt) : (39)

17 Aixd també explicaria 1’analogia entre el principi de Hamilton
de la minima acci6 (en la versié de Maupertuis) i el principi de Fer-
mat de ’dptica geométrica. Si comparem els principis variacionals
donats per les equacions (35) i (36), veiem que 'index de refraccio
mecanic hauria de ser proporcional a p, el moment de la particula,
perd de la llei de conservacié de ’energia, p?/2m + V = E, tenim
que p = v/2m(E — V), cosa que completa ’analogia.

18La correspondéncia no pot ser biunivoca i exigeix conjectures,
ja que, obviament, 1’0ptica geométrica esta continguda en ’optica
ondulatoria perd no a ’inrevés.

on k = 2mw/A és el nombre d’ones, A és la longitud d’o-
na, ¥ = v/\ és la freqiiéncia i v és la velocitat de 1'ona
(totes aquestes magnituds fan referéncia a les ones me-
caniques). Aixi doncs, la hipotesi enunciada en I'equacio
(38) ens dona

W(7) — Bt = 2nK <@ - z/t) . (40)

Identificant la part espacial, obtenim la iconal de les
ones mecaniques:

A

£ =55

W), (41)
mentre que la identificacio de la part temporal de (40)
ens dona la relacié entre ’energia i la freqiiéncia:

E =2n1Kuv. (42)

Pero aquesta tltima relacié coincideix amb la hipotesi
quantica de Planck, ' = hv, si identifiquem la cons-
tant arbitraria K, introduida en la hipotesi donada per
lequacio (38), amb la constant reduida de Planck:

h

K=—
2T

h. (43)

Havent identificat tant la iconal com la freqiiéncia
de les ones mecaniques, podem ara trobar, de manera
practicament immediata, quina és la longitud d’ona. Sa-
bem que A = v/v, on v és la velocitat de 'ona i v és
la freqiiéncia. Pero de (17) tenim que v = E/p, on p
és el modul del moment de la particula. D’altra banda,
acabem de veure que v = E/h. En conseqiiéncia,

A s (44)
que és la celebrada longitud d’ona de De Broglie.

Hem de dir que, des d’'una perspectiva historica, la
longitud d’ona (44), proposada per Louis de Broglie
I'any 1924, és anterior a l’establiment de la mecanica
ondulatoria desenvolupada per Erwin Schrédinger 'any
1926 i de la qual es desprén la hipotesi (38), que no-
saltres hem fet servir aqui per trobar la longitud d’ona
associada a les ones mecaniques. Fem ara un paréntesi
en la nostra exposicié per donar un esb6s de com es va
arribar a ’equaci6 (44) sens dubte, una fita fonamental,
juntament amb ’analogia hamiltoniana, del desenvolu-
pament de la mecanica ondulatoria.

La naturalesa dual de la llum va ser conjecturada
per Einstein 'any 1905. La llum es propaga com una
ona electromagnética, perd interacciona amb la mate-
ria com si la seva energia estigués concentrada en «pa-
quetsy: els quantums d’energia. Aquesta conjectura va
ser verificada experimentalment ’any 1916 per les obser-
vacions rigoroses de Millikan sobre 'efecte fotoeléctric.
La concepcidé dual de les particules materials és deguda
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a Louis de Broglie, el qual avanca, 'any 1924, que si
alguna longitud d’ona s’havia d’associar a una particula
amb moment p, de manera que fos invariant relativis-
ta, aixd només es podia fer amb la forma donada per
lequacio6 (44).

L’analogia entre el principi de Fermat de I’optica i el
principi de Hamilton de la mecanica suggeri a De Bro-
glie la necessitat d’aprofundir el parallelisme entre la
dindmica corpuscular i la propagacié d’ones. Seguint
aquesta linia de raonament, suposa que al moviment de
qualsevol particula material hi ha associat un paquet
d’ones planes de tal manera que la velocitat de la parti-
cula és igual a la velocitat de grup. Sigui m la massaiu
la velocitat de la particula. Se suposa que la freqiiéncia
de les ones ve donada per la llei de Planck F = hw, on
E és lenergia de la particula. Aixi doncs,

mc2

V1-u/c2

Com que la velocitat u de la particula és igual a la ve-
locitat de grup, tenim que u = dw/dk (vegeu (27)). Per

hw =

tant,

dw  mc? w2\ 2

dk=—=—d|1-—=

u hu ( 02) ’

és a dir,
mdu dp
dk = —h(l ey 7 (45)

on

B mu
P V1—u?/c?

és el moment de la particula. Integrant l'equacio (45),
tenim que

p=hk, (46)

que, després d’emprar la relacio k = 27/), ens dona
immediatament la longitud d’ona de De Broglie (44).
La velocitat de fase de 'ona de De Broglie és
h E FE
V== —— = —,

p h p
Per a la particula lliure relativista, E/p = c¢?/u. Per
tant,

que és la velocitat de fase de 'ona associada a la par-
ticula. Observem que, per a fotons (i per a les altres
particules de massa en repos nulla), v = u = c.
Resumint el que hem vist fins ara, podem dir que
una mecanica ondulatoria de la qual, per a longituds
d’ona petites, resultés la mecanica classica, associaria a
cada particula amb energia F i moment p una freqiiéncia
donada per la llei de Planck:
: (47)

UV =

E
h

i una longitud d’ona donada per la relacié de De Broglie
(44). Observem que, a aquesta conclusio, s’hi arriba su-
posant tinicament que la funcié principal de Hamilton
de la particula és proporcional a la fase de I’ona meca-
nica (cf. Peq. (38)) i fent servir la hipotesi quantica de
Planck només per identificar la constant de proporcio-
nalitat amb la constant reduida de Planck, A.

L’equacié de Schrédinger estacionaria

Ara ja estem en condicions de poder donar resposta a
la segona pregunta formulada a l'inici de la secci6 ante-
rior: quina és ’equaci6é d’ones que, per a longituds d’ona
petites, té per limit ’equacié de Hamilton-Jacobi?
A partir de les equacions (38) i (43) veiem que la fase
de les ones mecaniques s’escriu de la manera segiient:
S  W(F)—Et

fase = — =

- - (48)

Suposem també que existeix un camp d’ones la inten-
sitat del qual indiqués la densitat de particules, de la
mateixa manera que la intensitat del camp electromag-
nétic ens déna la densitat de fotons. Suposem, a més,
que es tracta d’un camp escalar representat per una tni-
ca funcio6 escalar ¥(7,t), la qual, d’acord amb les seves
suposades propietats ondulatories, escrivim amb la for-
ma

(7, t) = Wo(F)eS T/, (49)

Mitjancant I'equacio (48), podem separar la dependeén-
cia espacial de la temporal escrivint

U(F,t) = p(Pe PN, (50)
V() = Bl O G
Obviament, volem que ¥(7,t) obeeixi 'equacié d’ones
0% 99

Substituint 1’expressi6 de la funcié ¥(7,t) donada per
Pequaci6 (50) dins l'equacio (52), tenim que 1 (7) satisfa
I’equacio

E2
vV + ?w =0. (53)

Substituint en aquesta expressio 1'equacio (16), que ens
doéna la velocitat de ’ona mecanica associada a una par-
ticula que es mou dins un potencial V (¥), veiem que 9 (7)
satisfa l’equacid de Schrodinger:

h2
— V%) +(E-V)y =0. 54
P+ (B = V) (54)

Com que és una equaci6 independent del temps, po-
dem interpretar ’equacié de Schrédinger en el sentit que
descriu el moviment estacionari de la particula en un
camp de forces. Pero també podem igualment aplicar-la




a un feix estacionari, en el qual apareixen moltes par-
ticules, I'una darrere l'altra, en condicions idéntiques
(aquest és el cas de 'optica electronica amb feixos d’e-
lectrons).

En qualsevol cas, sembla raonable suposar, d’acord
amb la interpretacid estadistica de Born, que la inten-
sitat de 'ona mecanica, la qual és proporcional al valor
absolut de amplitud al quadrat, |U|> = UU* (U* és el
complex conjugat de ¥), és també proporcional a la den-
sitat de particules o, el que és equivalent, |¥|?>dzdydz és
proporcional a la probabilitat que una particula s’obser-
vi dins un element de volum dxdydz centrat en el punt
7= (z,y,2).

Finalment, esmentarem que el potencial V(7) pot te-
nir singularitats en certs punts o a l'infinit i aquests
punts, i eventualment d’altres, seran punts singulars de
la soluci6 de Pequacio diferencial (54). Pero () ha de
representar una ona en l’estat estacionari i ha d’estar,
per tant, lliure de singularitats. En conseqiiéncia, el ma-
teix Schrodinger va establir la condicio que la solucio de
lequacid d’ones corresponent a un estat estacionari ha
de ser univaluada, finita i lliure de singularitats, fins i
tot de les singularitats del potencial V(7). Ara sabem
que lequacio diferencial (54) té solucions d’aquesta me-
na nomeés per a certs valors de la constant E, anomenats
valors propis, i aquests son els tnics valors que pot tenir
I’energia de la particula en ’estat estacionari.

Cloenda

El parallelisme conceptual entre les trajectories dels
raigs de llum i el moviment de les particules materials
va ser primer albirat al comencament del segle XVIII per
Jean Bernoulli (1667-1748), el qual intenta desenvolu-
par una teoria mecanica dels indexs de refraccié. Passa
més d'un segle fins que Hamilton (1805-1865) desen-
volupa aquesta idea en adonar-se que els problemes de
la mecanica i de 1’d0ptica geométrica podien tractar-se
de manera unificada. Hamilton opera amb les funcions
«principal» 1 «carateristica» tant dins de la mecanica
com de ’0ptica. Com hem vist, aquestes funcions tenen
la propietat que, per simple diferenciacio, es pot tro-
bar la trajectoria de la particula, aixi com el cami del
raig optic. A més, tant en ’0ptica com en la mecanica,
la funcié caracteristica satisfa el mateix tipus d’equacid
diferencial amb derivades parcials, la solucié de la qual,
amb condicions de contorn adequades, és equivalent a la
soluci6 de les equacions del moviment.

L’analogia hamiltoniana va fer un gran pas endavant
quan Erwin Schréodinger (1887-1961), seguint idees pre-
vies de Louis de Broglie (1892-1987) i Albert Einstein
(1879-1955),19 es pregunta quin seria el moviment on-

19E] mateix Schrédinger, en un dels seus articles de 1’any 1926,
diu textualment: «la meva teoria va inspirar-se en Louis de Bro-
glie, Ann. de Physique (10) 3, p. 22, 1925 (Theses, Paris, 1924), i
en uns comentaris breus perd d’una visié extraordinaria d’Albert
Einstein, Berl. Ber., 1925, p. 9 et seq.». Vegeu SCHRODINGER

dulatori que donaria com a limit la mecanica classica.
Aixo0, en especial, implicaria que hi ha una ona associa-
da a cada particula material. La caracteritzacioé d’aquest
moviment ondulatori es pot fer de manera directa si se
suposa que la fase de ’ona mecanica és proporcional a
la funci6 principal de Hamilton. Seguint aquest cami,
podem identificar rapidament quines son les longituds
d’ona i les freqiiéncies de les ones mecaniques, aixi com
trobar l'equacié d’ones, que justament és ’equacié de
Schrédinger.

De la fusi6, ara si, completa, entre la mecanica classi-
ca i I’0ptica en resultd una nova disciplina: la mecanica
ondulatoria. Al seu torn, la uni6 (de fet, equivaléncia)
de la mecanica ondulatoria i la mecanica de matrius
i operadors, desenvolupada ’any 1925 per Heisenberg
(1901-1976), Born (1882-1970), Jordan (1902-1980) i
Dirac (1902-1984), dona lloc a la mecanica quantica,
que ha estat una de les revolucions cientifiques de més
llarg abast del segle XX.

Apéndix: algunes extensions

Presentem en aquest apéndix algunes extensions relle-
vants del formalisme que hem desenvolupat en el text
principal. Aquestes extensions es basen en ’analogia
hamiltoniana, i alhora la completen. Es per aixd que
es considera d’un cert interés incloure-les en aquest ar-
ticle. Malauradament, el nivell técnic d’exposici6é és un
xic més elevat?® i, en una primera lectura, es pot pres-
cindir perfectament d’aquesta seccié sense perdre’s res
essencial del que és 'objectiu principal d’aquest treball.

Generalitzacié de I'equacié de Schrédinger

L’equaci6 de Schrodinger (54) és valida per a una par-
ticula que es mou dins un camp de forces independent
del temps (i.e., conservatiu). Perd quina és I’equacio de
Schrédinger d’un sistema mecanic arbitrari (per exem-
ple, un sistema de particules) que, en el cas més general,
pot ser no conservatiu?

Considerem, doncs, un sistema mecanic no conserva-
tiu amb n graus de llibertat amb un hamiltonia que té
la forma:

H(Z,7,t) = Y bu(@, )pepr + V(@,1),  (55)
k,l

on by; és una matriu difinida positiva. En aquest cas ge-
neral, I'equacié de Hamilton-Jacobi és (vegeu l'eq. (7))

oS S

oS 0S8
— + bri(q,1) o
%l

=2 V(q,t) = 0. 56
5o 5o TV@D (56)

ot

Seguint la hipotesi de Schrodinger, suposarem que
la fase de l’ona mecanica és proporcional a la funcid

(1982), pag. 46.
20El que segueix esta basat en idees desenvolupades a SCHRO-
DINGER (1982) i WHITTAKER (1987) (vegeu la bibliografia).
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principal de Hamilton. En conseqiiéncia, suposarem que
la funcié d’ona del sistema és

(g, t) = exp{A(q,t) +iS(q,t)/h}, (57)

on l'amplitud de l'ona mecanica ve donada per
To(q,t) = eM@) | Derivant (57), obtenim que

v _ [ A
0qrOq 0qr0q

OA DA i l 928

dqx 0qr ' T | 91,0y
A A 1
0405 040s) 10505\, oo
g, dqr ' dqi Dgy, K Oqi Oq

Si tenim en compte que 7 és molt petita (i = 1,055 -
10734 Js), llavors tots els termes del segon membre de
(58) seran molt petits comparats amb I'altim terme. Ai-
xi doncs,

0%V 1 0S 98
~—— | —— | W, 59
0q10q (3% 31]1) (59)

D’altra banda, la derivada temporal de la funci6é d’o-
a (57) és
ov _[04 i0s
ot |ot hot|
i, considerant que h és molt petita, tenim que

8\11 108

o9t~ hot (60)

Si sustituim dins 'equacié de Hamilton-Jacobi (56), les
expressions (05/0qy)(0S5/0q;) i S/0t donades respecti-
vament per les equacions (59) i (60), veiem que la funcié
d’ona ¥(q,t) satisfa 'equacio

R 1 X%
b - V@tV +-——=0 61
Z kl aqkaql hQ (Qa ) + h ot ) ( )

que és I'equaci6 de Schrodinger en aquest cas general.

Abans de continuar, val la pena recordar que la me-
canica classica i, per tant, 'equaci6 de Hamilton-Jacobi
(56) s’obtenen de la mecanica ondulatoria per a longi-
tuds d’ona petites. Pero, de la relaci6 de De Broglie,
A = h/p, veiem que, per a valors arbitraris del moment,
el limit A — 0 és equivalent a fer h — 0. Aix0 déna con-
sisténcia a 1'as de les aproximacions (59) i (60), basades
en el fet que A és molt petita, per fer-ne la substitucio
dins '’equaci6 classica de Hamilton-Jacobi.

Anem a escriure 'equaci6 de Schrodinger (61) d’una
manera més compacta i suggerent. Reescrivim (61) amb
la forma:

V] oV
—n? b VI(7, )V =ih—
Z i ( 3qk8ql V(@)Y = ih—o,

0, de manera equivalent,

lkZkal((fat) (:Lazk) (:Lazl) +V(q,t)

zhaa—qj. (62)

Pero de ’expressio de el hamiltonia donada per ’equacio
(55) veiem que, formalment,

h O h O .
Zbkl (Zaqk)(lan‘f’V(q,ﬂ

v

Aixi doncs, (62) s’escriu

ov h 0
A 5 2w

que és l’equacio general de Schrédinger, valida per a

qualsevol sistema mecanic amb un hamiltonia amb Ia

forma general donada per 'equaci6 (55). Fixem-nos que

(63) és ’equaci6 que obtindriem fent els reemplagaments
h 0 h o

g — —— E— ———
P—"5 % i ot
en l'equaci6 de 'energia H(q, p, t)
sobre la funci6é d’ona V.

Ja per acabar observem que, per a un sistema con-
servatiu, (63) s’escriu

ov _ho

= F i després operant

En aquest cas, busquem solucions de (64) que represen-
tin ones harmoniques de freqiiéncia v = E/h:

V(G t) = (e FHM (65)

Substituint dins (64), veiem que ¢(q) satisfa 'equacio

h 0
H U =FEV.
(#55) (66)

De manera més explicita:

1S (@ o + B~ Vi@l =0, (67)
k,l

Finalment, si el sistema consisteix en una Unica parti-
cula de massa m, llavors by, = dx;/2m (0y; és la delta de
Kronecker) i (67) es redueix a ’equaci6é de Schrédinger
estacionaria (54).

Paquets d’ona i moviment classic

Vegem, mitjancant un exemple concret, com la solu-
ci6 de l'equacié de Schrodinger esta relacionada amb




el moviment classic del sistema. Evidentment, tal com
va ser formulat per De Broglie i hem comentat en les
seccions anteriors, el moviment classic d’una particula
ha d’estar associat no a una ona sin6é a un paquet d’o-
nes. Fou el mateix Schrédinger que, en un treball de
I’any 1926 titulat «La transicié continua de la micro a
la. macromecanica»,?! mostra com es pot construir, per
a l'oscillador harmonic, un paquet d’ones amb una am-
plitud molt concentrada entorn d’un punt determinat
que es correspon exactament amb el moviment classic
de l'oscillador.

L’equacioé de Schrédinger per a l'oscillador harmonic
unidimensional de massa m i freqliéncia w és

ov n* 9?v 1
e = —— 1 iU,
T 2m 0q> + g

Es pot veure facilment, mitjancant substitucioé directa,
que una solucié d’aquesta equaci6 és

U(q,t) = exp{fiwt/Q + K (2mw/h)e™tq
—(mw/2h)q*> — K? (1 — e**") /2},

on K és una constant arbitraria. Separant la part real
de la part imaginaria de ’exponent, podem escriure

V(g t) = A(g, t)e @0, (68)
on
A(g,t) = exp {—mw (¢ — acoswt)? /QFL} , (69)
i
(g, t) = wt/2+ K[q(2mw/h)1/2 (70)
—K cos wt} sin wt,
on

a = K(2h/mw)'/?. (71)

Si comparem l’equacié (68) amb l'equacié (25) veiem
clarament que ¥(q, t) representa un paquet d’ones d’am-
plitud A i fase ¢. Fixem-nos que 'amplitud donada per
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lequacio (69) és una corba gaussiana que en cada instant
t esta centrada en el punt

q = acoswt.

Aixi doncs, el valor maxim de 'amplitud del paquet
d’ones es desplaga com si fos un oscillador harmonic
classic de freqiiéncia w i amplitud a, I’energia del qual
seria E = (1/2)ma*w? o, mitjancant (71), E = K?hw.
Sabem, pero, que 'energia d’un oscillador quantic de
freqiiéncia w és E = (n + 1/2)hw (n = 0,1,2,--+), la
qual cosa ens suggereix d’escriure la constant arbitraria
K de la manera segiient:

K?=n+1/2, (72)

onn =0,1,2,... és un nombre natural arbitrari.
D’altra banda ja hem vist que, segons el punt de
vista de la mecanica quantica, YU* és la densitat de
probabilitat de trobar 'oscillador en una posicié ¢ en
un instant ¢. En el nostre cas de (68) i (69) tenim que

(¢ — acoswt)?
By — } . (73)

YU* = exp {
Recordem que h és molt petita; aixi doncs, si K és molt
gran de manera que a sigui finita (vegeu (71)), llavors
la densitat de probabilitat WW* sera practicament zero,
excepte quan el numerador de I’argument de ’exponen-
cial sigui zero, és a dir, quan ¢ = acoswt, que és pre-
cisament ’equacid del moviment de l’oscillador classic.
Observem finalment que un valor de K elevat implica, a
causa de I'equacio (72), un nombre quantic n molt gran.
En altres paraules, recuperem la dinamica classica en el
limit de grans mombres quantics, que no és més que el
principi de correspondéncia de Bohr.
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