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La interaccid gravitatoria: de Newton a Einstein o de |'espai i

temps absoluts newtonians a la geometrodinamica einsteiniana

Carme Martin®i Josep Graells
Departament de Fisica Aplicada i Optica. UB

Introduccio

«I weigh all that is.
Nowhere in the Universe
Is there anything over which
I do not have domain.
As spacetime
As curved all - pervading spacetime

I reach everywhere.

My name is Gravity.»

J. A. Wheeler (1990)

En el present article s’analitza l’estructura general de
la teoria gravitatoria, des d’Isaac Newton fins a Albert
Einstein, i la seva singular relacié amb la resta de la
fisica, com ha fet pales la relativitat general. Aquesta
analisi es concreta en una revisio critica de les estructu-
res fisicomatematiques que descriuen la interaccié gra-
vitatoria aixi com els seus lligams amb la resta de la
fisica. Pero per reflexionar sensiblement sobre la relacié
entre la interacci6 gravitatoria i la resta de la fisica, cal
endinsar-se en les arrels de la fisica i preguntar-se pels
seus objectius i conceptes basics, sobre els quals es cons-
trueix. Per tant, també esdevindra pertinent analitzar
la relacié entre les idees, conceptes i lleis fisiques amb
les corresponents estructures matematiques que els re-
presenten.

Es dins d’aquest context general que s’ha organitzat
el present treball amb algunes senzilles i simples pinze-
llades epistemologiques. En la primera seccié, «Reflexi-
ons elementals sobre models i teories» es fa un resum
de les arrels cinematiques i dinamiques del mén new-
tonia. Tot seguit es complementa amb la segona seccid,
«<Estructura geometrica basica de la fisica: alguns mo-
dels d’espaitemps>, en la qual, fent s del concepte uni-
ficat d’espaitemps, es reflexiona sobre l’espai i temps
pressuposats en la fisica galileianonewtoniana, newto-
niana i minkowskiana. La tercera seccid, «Analisi de
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la interaccié gravitatoria newtoniana», s’ha subdividit
en tres apartats que s’han qualificat de global, infinitesi-
mal i local o einstenia. Considerem que d’aquesta analisi
comparativa de la interaccié gravitatoria aflora amb tota
la seva potencialitat fisica i matematica la metodolo-
gia einsteiniana, com es vol fer pales amb el metode
didactic emprat. Finalment en la quarta seccié, «Geo-
metrodinamica einsteinianas, s’introdueixen els concep-
tes matematics basics i s’infereix el model dinamic d’es-
paitemps i les corresponents equacions de la relativitat
general que el determinen, tot fent s del contingut dels
capitols precedents, i de la formulacié de la gravitacié
newtoniana que E. Cartan va idear el 1923.

Reflexions elementals sobre models i teories

Per comencar, no és sobrer recordar que en fisica s’acos-
tumen a seleccionar els fenomens de la natura que son re-
lativament senzills i és possible enginyar un metode que
identifica algunes quantitats caracteristiques i basiques
del fenomen, a vegades anomenades pels experimenta-
dors parametres de control. Un altre aspecte, no menys
important, és la repetibilitat del fenomen. Potser, una
excepcié a la repetibilitat fenomenica rau en la cosmo-
logia, i. e. en la fisica del mateix Univers, bé que en
els acceleradors de particules se suposa que es reprodu-
eixen algunes condicions que van tenir lloc en 'Univers
primigeni.

Ates que els fenomens seleccionats sén senzills, és
possible crear un model predictiu que els descrigui, fet
basic per al procés cognitiu en fisica. Per exemple, con-
siderem el moviment d'un projectil en les proximitats de
la superficie de la Terra. S’hi poden distingir diversos
fenomens objecte d’estudi:

1) El moviment d’un cos en un camp gravitatori.

2) Fenomens aerodinamics i acustics.

3) Fenomens térmics.

4) Fenomens de xoc en impactar el projectil sobre el
terra.

S

Dins del context del present article interessa analit-
zar els aspectes mecanics del fenomen, o sia en un sentit
estricte, sols el moviment del cos. Com és ben cone-
gut, els factors que controlen el moviment sén la posicié




i velocitat inicial aixi com la gravetat. Si no es té en
compte la resistencia de l'aire, la qual cosa es pot fer
per a un ampli ventall de velocitats i sota certes restric-
cions referents a la forma i mida del projectil, llavors
ni la massa, ni la forma, ni la mida del cos tenen cap
efecte rellevant sobre el moviment. Després d’aquesta
observacio, es tracta de formular una llei matematica
que serveixi de base per modelar el fenomen. La llei té
la forma m 7 = myg; tot el que es pot observar sobre
el moviment del projectil es dedueix d’aquesta equacio
diferencial i del fet de la igualtat entre les masses iner-
cial my i gravitatoria my. La igualtat m; = mg sha
verificat cada vegada amb més precisié: 1072 I. Newton
(pendol, 1680), 10~° F. W. Bessel (pendol, 1832), 10~8
R. E6tvos (balanca de torsié, 1890), 2:10~! R. H. Dicke
et. al. (balanga de torsio, 1964), 10~!? V. Braginski
et. al. (balanca de torsié, 1971). Si es fa necessari in-
cloure 'efecte de la friccié de l'aire, s’ha d’ampliar el
model matematic afegint al costat dret de ’equacié an-
terior el terme de friccié. En la formulacié de 'equacid
s’ha suposat que esta definida en un espai euclidia, en
el qual les corbes solucié es desenvolupen en funcié del
temps. No és sobrer recordar que el parametre temps
es defineix en fisica de manera que la descripcié del mo-
viment sigui la més senzilla i simple possible. Tot el
que s’ha exposat delimita i precisa el model matematic
newtonia del moviment del projectil. Pero abans d’a-
questa formulacid, G. Galileu (1610) el va anticipar amb
la senteéncia segiient: tots els cossos suficientment petits
cauen amb la mateixa acceleracié independentment de
la seva constitucid, frase que actualment també es coneix
com a principi d’equivalencia galileia.

I. Newton va fer un gran aveng en descobrir que la
caiguda dels cossos a la Terra té la mateixa causa que la
que ocasiona el moviment (caiguda) de la Lluna. New-
ton va postular la llei de la gravitacié universal, que con-
juntament amb les seves tres lleis de la dinamica expli-
quen tots aquests moviments, aixi com els dels planetes
i cometes al voltant del Sol, i el de les llunes al voltant
dels planetes. Ateés que el model newtonia té en compte
i explica predictivament un ampli ventall de fenomens
se’l qualifica de teoria. La linia divisoria entre un model
i una teoria és quelcom difusa, si bé es parla de model
quan s’aplica a un fenomen o grup similar de fenomens,
mentre que una teoria proporciona models per a un am-
pli rang de fenomens aparentment desconnexos, i el que
és tant o més important, en preveu d’altres totalment
insospitats abans de formular la teoria.

Un fet important és que la teoria newtoniana incor-
pora el principi d’equivalencia galileia, m; = mg,, més
com a afegité numeric que com a principi fisic, ja que en
darrera instancia es neutralitza matematicament en re-
soldre les equacions del moviment. En I’exemple del pro-
jectil Iequacié se simplifica a 7 = g. Dit d’una altra ma-
nera, si no es complis la igualtat exacta entre les masses

inercial i gravitatoria, la teoria newtoniana no tan sols
continuaria verificant-se, siné que no exigiria cap modifi-
cacié. De fet la transicié de la cinematica a la dinamica
consisteix a seleccionar una classe particular de movi-
ments com a moviments estandards, també anomenats
inercials o lliures. La forma tradicional d’introduir-los
consisteix a postular la llei de la inercia o primera llei de
Newton: Existeixen els moviments lliures de forces sén
aquells que respecte als referencials galileians o inercials
tenen acceleraci6 nuta 7* = 0. Si sobre la particula actua
una forca F (per exemple elastica) i esta situada en un
camp gravitatori g, el moviment que efectua la particula
ve definit per la segona llei de Newton:
A(t) = 223(7(0)) + ~—.
mr my
Aquesta equacid, quan la particula s’observa des d’un
referencial no galileid, adopta la forma segiient

A(t) = | T 2((1) — A(e) — 2(1) A7)~
WB(t) A F(E) — () A (@) AT(E)) ] 2 % (1)

Aqui /f(t) i wW(t) representen respectivament ’acce-
leracio translacional i la velocitat angular del referencial
arbitrari, per exemple el laboratori, respecte a algun re-
ferencial inercial. Quan el principi d’equivalencia galile-
lanonewtonia, my = my, se substitueix en I'equacié (1),
sorgeix un fort parallelisme entre les forces gravitatories
i les anomenades inercials. D’aqui que ambdds tipus
de forces s’han ubicat en l’equacié (1) dins d’un mateix
parentesi. Es més, aquesta equacié mostra que mentre
wig— A poden ser mesurades, esdevé impossible mesu-
rar g i A separadament. Newton i els seus seguidors no
van atribuir rellevancia fisica a aquesta conclusié opera-
cional que es deriva de les seves equacions. Per exemple,
és ben segur que Newton considerava les forces inercials
intrinsecament diferents a les gravitatories, ja que, com
s’explicara en I'apartat seglient, atribuia la causa de les
forces inercials a l’accié de l'espai absolut. En canvi,
A. Einstein el 1907 va atribuir-li tanta rellevancia fisica
que va considerar que aquesta conclusié s’havia d’in-
corporar com a pilar basic en la teoria relativista de la
gravitacié que estava recercant. Com s’explicara en la
seccio tercera, Einstein es va basar en el fet que la mag-
nitud mesurable és § — A, per idear un metode local
d’analisi de la interaccié gravitatoria. Aquest metode
condueix a una reinterpretacié radical de la llei de la
inercia, és a dir, del que s’ha d’entendre per moviments
lliures i alhora unifica la descripcié de les forces gravi-
tatories i inercials. Pero abans és pertinent d’aprofundir
en 'estructura espacial i temporal que sosté la interpre-
tacid newtoniana per aixi facilitar ’explicitacié dels seus
limits d’aplicabilitat.
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Estructura geometrica basica de la fisica:
alguns models d’espaitemps

Qualsevol teoria fisica, ja sia classica o quantica, pressu-
posa per a la seva formulacié i interpretacié de les seves
lleis, alguna geometria per al temps i ’espai, o per a
la nocié encara més basica d’espaitemps. H. Minkowski
el 1908 va definir I'espaitemps com el conjunt de tots
els esdeveniments. Emprant les seves paraules: «Els
objectes de la nostra percepcié invariablement inclouen
llocs i temps en combinacié. Ningt ha identificat mai
un lloc, excepte en un temps, o un temps excepte en
un lloc.» Pocs anys després A. Einstein i H. Weyl van
evidenciar que la geometria de l'espaitemps, o sia, les
estructures que la defineixen, no poden ser considerades
ailladament de la resta de la fisica. Els seus conceptes
i lleis estan relligats amb els de la mecanica, ’electro-
magnetisme, etc. Aquest punt de vista es fard paleés en
el darrer apartat del present article, i és de més llarg
abast epistemologic que el pur convencionalisme de H.
Poincaré.

T (e) /(i)/(a)
................ /—» / Q: t(3)
\

A
dt(AB)=t(3)—t(2) /

Figura 1: Espaitemps newtonia. L’observador (e) esti en
repos absolut i transporta uns eixos no giratoris. L’observa-
dor (i) es mou uniformement, amb velocitat constant, res-
pecte a l'espai absolut. L’observador (a) esta accelerat i
transporta uns eixos giratoris

Tornant a la teoria de la gravitacié universal, New-
ton va postular ’existencia real d'un temps absolut i
d’un espai absolut sobre els quals fonamentar la inter-
pretacié i formulacié de les seves lleis. Els fenomens
fisics es desenvolupen en ’espai absolut i mentre ho fan
el temps va transcorrent. Segons Newton, els efectes
de l'espai absolut es podrien detectar mitjancant ex-
periéncies mecaniques, per exemple, observant la cur-
vatura de la superficie de 'aigua d’una galleda sotmesa
a un moviment giratori absolut. O sia, segons Newton,
donats dos esdeveniments arbitraris, ha de ser factible
decidir objectivament si els dos esdeveniments sén simul-
tanis o bé si tenen lloc 0 no en un mateix punt de ’espai.
Seguint J. Ehlers, es representara el temps i I'espai ab-
soluts mitjancant la figura 1, que vol esquematitzar-los
dins del context unificador d’espaitemps, bé que Newton
els considerava entitats independents.

El conjunt M (N) dels esdeveniments que constitueixen
I’espaitemps newtonia és el producte cartesia del
conjunt 7' de tots els instants de temps i el conjunt
E de tots els punts de l'espai, i. e., M(N) =T x E.
Addicionalment se suposa que E és un espai euclidia tri-
dimensional, sent la metrica dI?> mesurable mitjancant
regles, 1 T' se suposa que és un espai euclidid unidi-
mensional, de coordenada natural ¢, la qual es mesura
mitjancant rellotges estandard. ¢ resta definida llevat
de transformacions lineals afins t — at + b, (a > 0). A.
Trautman resumeix 'estructura geomeétrica i dinamica
de la fisica en l’espaitemps newtonia de la manera
seglient:

{M(N),V, (dt,dl?), (e);
Absoluts

coordenades de les particules, pressions, etc.}

Dinamics

M(N) s’identifica amb un espai afi quadridimensional,
V el seu espai vectorial associat (parelles ordenades d’es-
deveniments), sobre el qual hi ha definides les metriques
(dt, dl). dl mesura la distancia entre dos esdeveniments
arbitraris A i B perd simultanis dt(AB) = 0. dt és
la metrica temporal, que mesura la separacié tempo-
ral absoluta entre dos esdeveniments. (e) representa un
observador en repos absolut. L’estratificacié de M(N),
segons s’esquematitza en la figura 1, es pot interpretar
com l'estructura causal de M (N). L’hiperpla t(A), que
passa per un esdeveniment A, separa el futur causal de
A, o també el seu domini d’influéncia (¢t > ¢(A)), del
seu passat (t < t(A)). El fet que passat i futur tenen
un contorn comu, que és el present, reflecteix la hipotesi
que la interaccié gravitatoria s’ha de propagar amb ve-
locitat infinita, suposicié coherent amb la hipotesi dels
solids rigids ideals.

En l'espaitemps newtonia els observadors (e) sén ab-
solutament privilegiats per a la formulacié de les lleis de
la fisica, tant respecte als observadors (7), que es mouen
amb velocitat constant respecte als (e), com respecte als
observadors (a). Newton considerava l’espai absolut la
font de les forces inercials, les quals podia detectar un
observador accelerat. Per tant, segons va explicitar A.
Einstein, es va introduir en la fisica una entitat, I’es-
pai absolut, que podia actuar sobre els sistemes fisics,
pero que mai no podia ser influenciada per ells. Potser
per raons semblants Newton també emprava arguments
teologics per defensar-lo. Pero, tant el principi de relati-
vitat galileia, com les tres lleis de la dinAmica newtoni-
ana, no singularitzen com a privilegiats els observadors
(e). En canvi, si que permeten seleccionar com a privi-
legiats tots els moviments rectilinis i uniformes enfront
dels accelerats. En resum, en l’estructura d’espaitemps,
anomenada galileiana newtoniana M (G'N), s’incorporen
els observadors (e) a la familia dels moviments inercials




o lliures de forces, com un més, bé que de velocitat nulla:

{M(GN),V, (dt,dl*);
Absoluts

coordenades de les particules, pressions, etc.}

Dinamics

Aquesta inclusié, (e) € {(i)}, implica que el grup
de transformacions que preserva lestructura fisico-
geometrica de M(GN) és el grup de Galileu, mentre
que el corresponent grup de M(N) = E x T és el pro-
ducte directe del grup de les rotacions i translacions de
E, iel grup aff de T Es a dir, el grup d’automorfis-
mes de M (N) és un subgrup del de Galileu. Sota un
punt de vista fisic s’Tha emprat la llei de la inercia, o
primera llei de Newton, per definir 'estructura afi de
Pespaitemps via la definicié dels moviments estandards
o inercials. Les dues lleis de Newton restants pressupo-
sen aquesta estructura i no ’enriqueixen més. Per tant,
no és licit, dins d’aquest context, considerar la primera
llei de Newton inclosa en la segona F = ma. Per aquest
motiu A. Einstein qualificava la llei de la inércia com la
clau de la fisica classica. L’existéncia dels dos models
d’espaitemps M (N) i M(GN) considerats i d’altres que
no s’han explicat planteja la qliestié: Quin és el que re-
presenta més fidedignament 'estructura geométrica de
la natura?

El desenvolupament de ’electromagnetisme maxwel-
lid, en la segona meitat del segle XIX, va donar espe-
rances als fisics per poder detectar finalment el repos
absolut, ja que ’espai absolut es va identificar amb 1’-
hipotetic eter o suposat suport mecanic del camp elec-
tromagnetic. Es pensava que sols respecte a l'eter la
velocitat de la llum seria igual a c(~ 3,0010°ms™).
En definitiva es va apostar pel model M (N) enfront de
M(GN).

Aquest programa, que va ser defensat fins a les
dltimes conseqiieéncies racionals pel gran fisic H. A. Lo-
rentz, no va reeixir. Ni la teoria de Maxwell-Lorentz, ni
les de D’éter deformable, ni les d’emissié de Ritz, eren
capaces d’explicar el conjunt dels fenomens mecanics,
electromagnetics 1 optics. L’eter o espai absolut esde-
venia indetectable i cada vegada més innecessari. Pero
van ser les incoheréncies teoriques a que conduia el pro-
grama basat en el model M (N), per exemple duplicitat
asimetrica d’explicacions d’un mateix fenomen fisic, i
no pas els resultats experimentals negatius per detectar
I’espai absolut o éter, les que van guiar A. Einstein el
1905 per a la creacid de la relativitat especial. A. Ein-
stein va adoptar el principi de relativitat per a tots els
fenomens fisics i la independencia de la velocitat de la
llum respecte a la velocitat de la seva font. Les con-
seqliencies cinematiques d’aquests dos principis impli-
quen un canvi radical en les nocions d’espai i de temps.
Cada moviment lliure, i. e. observador inercial, té el

seu propi espai i el seu propi temps, per tant s’elimina
Pestructura estratificada dels models M(N) i M(GN).
Tres anys després, el 1908, H. Minkowski va reformu-
lar la relativitat especial dins del context d’espaitemps,
anomenat espaitemps minkowskia, M:

{M,V,{ds® = napda®dz® = —di® + di*);
Absoluts

Linies de mén, camp electromagnetic, etc. }

Dinamics

Cal observar que M és estructuralment més senzill
que M(N) i M(GN), ates que els dos absoluts dt i
dI? s’unifiquen en un tnic absolut ds? = nupdz®da® =
—c2dt? + di? essent (14) = diag.(—1,1,1,1) la metrica
minkowskiana respecte a qualsevol referencial inercial.
Les transformacions que deixen invariant l’estructura
geometrica de M sén les del grup de Poincaré-Lorentz,
que quan (v/c)<1 es pot aproximar amb el grup de Ga-
lileu. Per tant, la fisica basada en M(GN) esdevé una
bona aproximacio a la relativitat especial quan (v/c)<1.

Recordem que en M les linies rectes del genere temps
(ds® < 0) representen les linies de mén de les particules
lliures, i. e., els moviments estandards o inercials. Els
cons de llum (ds? = 0) descriuen la propagacié dels se-
nyals electromagnetics en el buit i alhora defineixen I'es-
tructura causal de M, i. e., substitueixen ’estratificaci6
dels models M (N) i M(GN). Qualsevol particula des-
criu en M una linia de mén del genere temps (ds* < 0),
sent la longitud d’arc entre dos esdeveniments A i B:

B ta
SAB = / V —Napdztdzb = / V1 — (T/c)?dt
A ty

el temps propi mesurat per un rellotge estandard trans-
portat per la particula. Els trets caracteristics de
I’espai-temps minkowskid es poden representar de la

seglient manera:
(a) (i)

(12)

(1)
(n)

L

1

Figura 2: BEspaitemps minkowskia. (il) i (i2) representen
particules Illiures, (1) un raig de llum, (n) una linia recta del
génere espai. Els esdeveniments de I’hiperpla E1 son simul-
tanis per a I'observador (il). Els esdeveniments de I’hiperpla
E2 sén simultanis per a I'observador (i2)
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El desenvolupament de la fisica del segle XX ha de-
mostrat que, llevat precisament de la interaccid gravi-
tatoria, totes les lleis de la fisica, ja siguin classiques o
quantiques, que es basen en el model M condueixen a
prediccions que han estat ratificades pels resultats ex-
perimentals. Per ubicar el present article dins d’aquest
context més ampli, es fara us del cub de R. Penrose
(fig. 3). Les diferents teories fisiques se situen en els
vertexs del cub i els tres eixos es corresponen amb les
tres constants fonamentals de la fisica: la constant gra-
vitatoria G (eix horitzontal), la inversa de la velocitat
de la llum 1/c (eix diagonal) i la constant de Planck h
(eix vertical cap a baix).

Fisica galileiano— G - | Gravitacié newtoniano—
newtoniana o cartaniana
| 1./c
1/c I h /
(6 |
B Relativitat ﬁ\ Relativitat
especial | general
|
| [
|
Y Y |
|
Mecadnica G 3 |
quantica [T T T T T T[T T T L 2 I h
|
\\ |
> |
1/¢
Y /e TNy
7/C Quantica de Gravetat
camps "“'—_5___ quantica

Figura 3: Cub de R. Penrose, la cara superior del qual és
D'objecte de les reflexions del present article

Si es consideren nulles les constants (G, 1/c, h), que
son nombres vertaderament petits en el sistema duni-
tats S. I., s’obté la dindmica galileianonewtoniana, ba-
sada en el model d’espaitemps M (GN). La inclusié
de la constant G porta horitzontalment a la teoria de
la gravitacié newtoniana, basada en el model d’espai-
temps M (N), i també, com es demostrard en I'apartat
darrer, en un model d’espaitemps corbat creat per E.
Cartan el 1923. Si permetem que 1/c sigui diferent de
zero s’arriba a la teoria de la relativitat especial sostin-
guda en el model d’espaitemps minkowskia. Si les dues
constants (G, 1/c) es consideren no nulles, s’obté la te-
oria de la relativitat general, objectiu basic de la resta
de I'article. No obstant aixd, aquesta generalitzacid té
les seves subtileses, com R. Penrose ho vol simbolitzar
amb segments no rectilinis en el seu cub. En els apar-
tats segiients s’intentara d’exposar, d’'una manera el més
senzilla i didactica possible, 'estrategia que A. Einstein
va emprar per arribar a la creacié de la relativitat gene-
ral, procés al qual va dedicar deu anys, del 1905 al 1915.
Segons C. Lanczos, els fisics haurien de coneixer aquesta
decada com la década d’A. Einstein, ja que va contri-
buir amb formulacions i idees revolucionaries a I’aveng
de tots els camps de la fisica.

Analisi de la interaccié gravitatoria
newtoniana

«<Here and elswhere in science, as emphasized
not least by H. Poincare, that view is out of
date which used to say ‘Define yours terms be-
fore you proceed’. All the laws and theories
of physics, including Newton’s laws of gravity,
have this deep and subtle characther, that they
both define the concepts they use and make
statements about these concepts.» C. W. Mis-
ner, K. S. Thorne, J. A. Wheeler. Gravitation.
(1973)

La formulacié i analisi de les teories fisiques empren
des de Newton dos metodes matematics complementa-
ris: el global i l'infinitesimal. A grans trets la meto-
dologia global estudia les propietats de les magnituds
fisiques en un domini, o en tot I’espaitemps, mentre que
la metodologia infinitesimal estudia les propietats de les
magnituds i les de les seves derivades en un esdeveni-
ment arbitrari de ’espaitemps. El metode infinitesimal
condueix a les equacions diferencials de la fisica, bé que
per solucionar-les s’han de concretar préeviament les con-
dicions inicials i de contorn que necessariament han d’
incorporar aspectes globals de 1’espaitemps. Comple-
mentariament, el metode global condueix a equacions
integrals, que ja de bell antuvi incorporen l’estructura
pressuposada de ’espaitemps aixi com les condicions ini-
cials i de contorn.

A. Einstein va idear el que els autors considerem un
tercer metode. Aquest metode, en contraposicié als dos
anteriors, és essencialment fisic i es pot qualificar de lo-
cal. El seu objectiu és analitzar les propietats de les
magnituds fisiques en l'entorn fisic d’'un esdeveniment
arbitrari de I'espaitemps. La mida de ’entorn, en lloc
de definir-la 'estructura matematica del problema, la
defineix la precisi6 dissenyada pels experiments que me-
suren les magnituds objecte d’estudi. I a més a més,
els experiments s’han d’efectuar en un laboratori en cai-
guda lliure, per exemple una nau espacial.

Segons J. A. Wheeler, la gran lli¢é que es deriva d’a-
questa metodologia és que: La fisica esdevé més senzilla
st s’analitza i s’observa localment. Es a dir:

1) En caiguda lliure.
2) En un entorn petit de ’espaitemps.

Quan l’entorn convergeix cap a un esdeveniment,
com a conseqliencia d’anar incrementant cada vegada
més la precisié dels experiments, la metodologia local
esdevé infinitesimal. Els tres dibuixos segiients (figura
4), esquematitzen els trets més rellevants de les tres me-
todologies.

A continuaci6 s’ampliara el contingut de cada una de
les tres figures.
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Esquema simbolic de les tres metodologies

Figura 4:
d’analisi de la interaccié gravitatoria: a) global (accié a
distancia, espaitemps M (N), llei de la gravitacié universal),
b) infinitesimal (accié a través d’un camp ¢(7), espaitemps
M (N), equacions diferencials per al camp) i c) local (in-
gravidessa, accié a través de camps de marea, espaitemps
localment minkowskia, equacions diferencials per als gradi-
ents dels camps)

Metode global: Newton

Sigui M la massa d'un cos, per exemple la Terra, dis-
tribuida en un volum 7 segons la funcié densitat de
massa p(7'). Si m és la massa d’'una particula mono-
polar situada en 7, llavors, segons la llei de la gravitacié
universal de Newton, s’exerceixen mutuament una forga
definida per la cadena d’igualtats segiients:

= 5 GF -7 2
Fn=Fyom = —?71/ ﬁﬂ( Nder:
T
= _F‘vn—ﬂ\/[ = "Fl\/[ .

L’energia potencial de m, associada a la forca F,, es
defineix com

G ,
Vin = —m / -_,—_,//)(7"'”)(1'3,,'.'17
S =71

ja que F,,, = —=VV,,. Per tant I’equacié de moviment de
la particula m és

= B

. VV,
F4 —"= =0,
m

on, atés que my = myg, no s’ha fet cap discriminacié
entre les dues masses. Newton, com ja s’ha explicat
en l'apartat anterior, per desenvolupar i interpretar la
seva teoria va postular ’existencia de l'espai i el temps
absoluts, i. e. de 'espaitemps M (N).

Metode infinitesimal: Laplace, Poisson

Quan hom s’apercep que tant E,, com V,, sén proporci-
onals a m, cal fer abstracci6 de m i definir les magnituds
intensitat de camp gravitatori §() i potencial gravita-
tori ®(7), de manera que sols siguin funcié de la seva
font (p(7), 7) i de les propietats geometriques de I'espai-
temps en que estan definits:

— Vm /)(FI) 3 =1
=" =-G | —= 2
D(7) - G : F—f”|dr (2)
P e - ﬁm _ (F_T_N) =1\ 33 =1
gir) = e G/T |'F—F’|3p(r Ja T (3)

Aquesta formulacié evidencia un fort parallelisme
matematic amb les equacions del camp electrostatic
E(F). Per exemple el camp §(7) es representa mit-
jancant linies de flux (d7//g(7)) i ®(F) mitjancant les
superficies equipotencials (®(7) = constant). Si s’ac-
cepten les equacions globals {2) i (3), llavors quan s’hi
aplica els operadors vectorials divergencia (densitat de
flux) i rotacional (densitat de circulacid), s’obtenen les
equacions diferencials per a () i ®(7), similars a les
de la formulacié diferencial de 1’electrostatica:

V- §(F) = —4nGp(F), VAGF)=0—=

§(@) = —Ve(F), V>*®=4nGp.

Aquestes equacions, tenint en compte el teorema de
Helmholtz, o bé el teorema d’unicitat de l'equacio de
Laplace-Poisson, defineixen univocament § i ® respecti-
vament. Per tant aixo condueix a la metodologia infini-
tesimal.

L’equaci6 de moviment de la particula de massa 1m
esdevé explicitament independent de m, 7 "+V® = 0. Es
a dir, es retroba el principi d’equivalencia galileia: totes
les particules cauen en un camp gravitatori () amb la
mateixa acceleracié 4 = G(i') = —V&(F).

Molts autors extrapolen ’analogia matematica en-
tre les equacions de l’electrostatica i les de la gravitacié
newtoniana al domini fisic, en el sentit d’atribuir a §(7")
el mateix nivell de realitat fisica per al camp gravita-
tori que el camp electrostatic posseeix per a la interaccié
electrostatica. Tant és aix{ que en molts tractats d’intro-
duccié a la fisica universitaria s’expliquen ambdds camps
simultaniament. Pero per bé que I’analogia matematica
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de les equacions anteriors és manifesta, estimem que la
fisica, adhuc dins del model newtonia, no ho és tant com
els arguments segiients intenten explicitar:

1). Ja s’ha explicat en 'apartat primer, en discutir 1'e-
quacié (1), que g i A no sén mesurables independent-
ment. La magnitud que mesuren els accelerometres és
G- A

2). L’autoenergia d’un sistema gravitatori U, i. e. el
treball quasiestacionari de formacié del sistema (p,7) a
partir dels seus constituents infinitesimals, infinitament
allunyats uns dels altres, és sempre negativa, a causa de
la natura atractiva de la interaccié gravitatoria.

-3 [ [ et -
%/Tp(f") (7)d3F = —/T (98(7:6),) $F<0.

Es a dir, s’ha d’associar al camp g(7) una densitat d’e-
nergia negativa

au _ (§)?

dr ~ 8nG’
en contraposicié a la densitat d’energia del camp elec-
trostatic, que sempre és positiva. L. Brillouin va idear
una teoria gravitatorioestacionaria basada en la teoria
electrostatica, pero per defugir incoherencies fisiques va
haver d’assignar al buit una constant diagravitatoria

e =—1/G.

3). La realitat fisica, irreductible, del camp electro-
magnetic rau en la parella camps electric i magnetic
(E,B) i no en cadascun d’ells considerats ailladament.
Com és ben conegut, no és possible construir una teoria
dinamica del camp gravitatori basant-se en el forma-
lisme matematic maxwellia, formalisme que sempre ha
de tenir en compte tant forces atractives com repulsives,
i. e., carregues positives i negatives. Potser reflexions
d’aquest tipus van forcar A. Einstein a idear el metode
local que tot seguit s’explicara.

Meétode local: A. Einstein

Poc després de crear la relativitat especial al 1905,
A. Einstein i altres fisics es van proposar construir la
teoria relativista de la interaccié gravitatoria, que per a
velocitats petites, (v/c)?<1, i baixes energies,

GM @
a2 §<<1’

contingués les acurades prediccions i concordanga ex-
perimental de la gravitacié Newtoniana. S’ha de tenir
present que el 1905 la concordanca entre la teoria de la
gravitacié newtoniana i ’experiéncia era quasiperfecta.
Sols es coneixia una petita discrepancia de 43” d’arc per
segle en el corriment del periheli de Mercuri, ja que la
teoria newtoniana, via calcul pertorbacional, explicava
satisfactoriament els 5.557” d’arc per segle restants.

El mateix any de la publicacié de la relativitat especial,
el 1905, i en el mateix volum 17 dels Annalen der Phy-
sik, A. Einstein, en un article de menys de tres pagines,
demostra la inercia del contingut energetic d'un cos ar-
bitrari (AE = Amc?). Aquest resultat té profundes
implicacions per a la interaccié gravitatoria, ja que si
les masses soén les seves fonts, llavors també ho ha de ser
qualsevol forma d’energia, i alhora tot camp gravitatori
ha d’actuar, o sia, s’ha d’acoblar a qualsevol sistema,
fisic. Per tant, aix0 condueix a considerar el bucle logic
segiient:

Tot sistema fisic

Interacciona Genera

Camp gravitatori
Figura 5: Bucle de la interaccié gravitatoria

D’aqui la primera frase del present article i el poema
de J. A. Wheeler que I’encapcala. Ambdds manifesten
la singular relacié de la interaccié gravitatoria amb la
resta de la fisica. Aquest bucle, tipic d’un procés de
realimentacié, ha de conduir a equacions de camp no
lineals. Pero, com es pot descobrir la seva estructura
interna? En altres paraules, com es pot entrar dins del
bucle i descobrir els seus mecanismes interns de funci-
onament? A. Einstein el 1907 va idear la metodologia
local per fer-ho. Com és logic, primer va aplicar la me-
todologia local a I’analisi de la gravitacié newtoniana,
que en aquells anys ja es considerava una bona aproxi-
macié lineal, i no relativista, a la teoria relativista que
s’estava recercant.

A continuacié es concretara el metode local, també
conegut com a principi d’equivaléncia fort o d’A. Ein-
stein.! Com ja s’ha anticipat abans, la concrecié del
metode local és essencialment fisica, i els aspectes ma-
tematics passen a un segon terme. La formulacié ma-
tematica rigorosa es desenvolupara en ’apartat segiient.

La materialitzacié del metode local inclou:

1) Un laboratori en caiguda lliure sense rotar, per exem-
ple una nau espacial en orbita al voltant de la Terra, amb
els motors apagats i guiada mitjangant giroscopis.

2) La nau va equipada amb els aparells d’un laboratori
de fisica. El fisic astronauta limita els experiments a
dins de la nau i els prepara de curta durada.

Els resultats dels experiments es poden resumir en

L Alguns relativistes rellevants de forta inclinacié matematica
rebutgen el principi d’equivalencia. Per exemple, J. L. Synge opi-
nava: <[...] el principi d’equivaléncia va fer el paper d'una lleva-
dora en el naixement de la relativitat general [...] ara suggereixo
que la llevadora sigui enterrada amb tots els honors i els fets de
P’espaitemps pseudoriemannia s’encarin de bell antuvi>.




els punts segiients:

a) Els accelerometres del laboratori marquen zero, o sia
respecte a la nau el camp gravitatori § és nul. El fisic
es troba en un entorn d’ingravidesa.

b) Tota particula deixada en repos en el laboratori resta
en repos, i si es mou amb velocitat constant continua
amb la mateixa velocitat fins que xoca amb les parets
del laboratori. Es a dir, si el fisic deixa lliure una poma
enfront del seu nas resta en repos enfront del seu nas.
c) Dels experiments de xoc amb particules ma-
croscopiques observa que pot jugar al billar tridimensio-
nal, i. e., es verifiquen totes les lleis dels xoc (conservacié
del vector energia-moment lineal). Els experiments de
dispersié de particules a altes energies corroboren que
també es verifiquen les lleis del xoc en els dominis de la
fisica atomica i nuclear, adhuc amb més precisio.

d) El fisic continua amb experiments electromagnetics.
Observa que els senyals electromagnetics es propaguen
dins de la nau en linia recta i que no hi ha cap corriment
de freqiieéncies, i. e., no detecta cap efecte Doppler. En
general corrobora totes les prediccions de les equacions
de Maxwell.

Aquests quatre punts obliguen a inferir que I'interior
de la nau representa, amb els seus equips, un referencial
inercial, bé que local i dins els limits de precisié disse-
nyats pels experiments realitzats. Evidentment aquesta
conclusié implica que els moviments estandard o lliures,
que permeten passar de la cinematica a la dinamica,
segons s’ha explicat en els apartats anteriors, es con-
verteixen en els moviments de les particules monopolars
en caiguda lliure. Es a dir, implica una reinterpretaci6
radical de la llei de la inércia, que alhora qiiestiona la
significacié de § com a forca per unitat de massa.

El fisic comunica els resultats dels experiments i la

seva agosarada conclusié a l'enginyer en cap del centre
de seguiment de la Terra, el qual li contesta:
«Recorda que estas caient amb una acceleraci6 A= gi
que, segons el principi d’equivalencia galileia , m [ =My,
conjuntament amb lequacié (1), és obligat que 7= =0,0
sia que et trobis en un entorn ingravid; pel que fa a la
resta de resultats experimentals...>

El fisic, després d’esperar una estona prudencial la
contraargumentacié a la resta de resultats, li contesta
sobtadament:

«<Oblida’t de I'acceleracio...! Aixo és paradoxalment la
llic6 que s’ha d’extreure del fet que tots els cossos cauen
amb la mateixa acceleracié. No hi ha res de més natural
en 'univers fisic que la caiguda lliure. Quan la nau sigui
aturada per la Terra, llavors si que hi ha d’intervenir
la fisica, i sobretot per a la meva seguretat, la fisica
aplicada. També li he d’anticipar que quan incrementi
la precisié dels experiments no dubto que detectaré els
efectes fisics associats als gradients de §, pero no de g.»

La metodologia local obliga a focalitzar la descripcié

de la gravitacié newtoniana no en g, siné a considerar

com a magnitud basica els gradients de §. Per exemple,
una gota petiteta de liquid deixada lliure dins de la nau
adoptara una forma no esferica, ja que les parts de la
gota més properes a la Terra sén més atretes que les
parts més allunyades. La manca d’esfericitat és deguda
a les forces de marea o gradients de g. Per simplificar
la descripcié matematica d’aquests efectes, es conside-
rarad una particula lliure dins de la nau, situada a una
distancia 177 respecte a l'origen del referencial local, per
exemple el centre de la nau. Respecte al centre de se-
guiment de la Terra, si i 7y s6n els vectors posicié de la
particulail’origen del referencial local, llavors 77 = 7—7%.
L’aplicacid de 'equacié (1) proporciona la llei del movi-
ment de la particula respecte a l’astronauta:

BT L o e i .
dT‘-J = §(7o +17) — (7o) =7~ Vi(io) + O(®) . (4)

Negligint els termes quadratics en 7 (que sén d’ordre
n*/re<1), l'equaci6 (4) mostra que I'acceleracié de la
particula respecte a l'astronauta depen linealment de 77
i del gradient de g en l'origen. Per tant, sols en 'origen
del referencial local, o bé si les inhomogeneitats de § son
negligibles, I'equacié de moviment es reduira a 77 = 0.
Aquest resultat condueix a interrogar la natura en el cas
més senzill de tots, o sia el cas ideal § = constant, com
s’ho va plantejar A. Einstein el 1907.

Primer es considerara un laboratori en caiguda lliure
segons s’esquematitza en la figura 6.

Figura 6: Laboratori en caiguda lliure en un camp § cons-
tant

Dels experiments del fisic astronauta es pot inferir
que per a ’observador del laboratori en caiguda lliure,
es verifiquen totes les lleis de la relativitat especial,
per exemple un raig de llum es propaga en linia recta
de A a B, un senyal electromagnetic de freqliencia v
manté la freqiiencia, els accelerometres marquen zero,
etc. Aquests resultats exemplifiquen la sentencia del
fisic: «Oblida’t de I'acceleracié.>

En canvi, per a un observador en repos respecte a
les fonts de § = constant, mentre el raig de llum es
propaga de A a B el laboratori ha caigut una distancia
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Az ~ gAt2)2 ~ g/2L%/c?, sent L = AB. Es a dir, el
raig de llum deflecteix un angle:

Az
Ao~ tana~r — ~ —=1L.
Ik,

19 é AV =
&

Figura 7: Laboratori en repds respecte a les fonts de § =
constant

Pel que fa a la freqiiéncia del senyal electromagnetic,
ha de mesurar un corriment Doppler a causa de la ve-
locitat diferent, Av =~ gAt ~ gL/c, entre els esdeveni-
ments d’emissio i recepcid; per tant, el desplagament de
freqiiencia és de 'ordre

& ~ & ~ %L.
v c c
En resum, el camp gravitatori considerat ha d’aco-
blar-se als sistemes fisics analitzats com s’esquematitza
ala figura 7. Aquestes conclusions, bé que aproximades,
sols es poden obtenir estrictament dins del context de la
metodologia local, ja que de la infinitesimal i global no
s'infereix cap tipus d’acoblament del camp gravitatori
newtonia amb l'electromagnetic. Pero, per al cas real
d'un camp gravitatori no uniforme, com ’experimentat
per l'astronauta en caiguda lliure al voltant de la Terra,
bé que hom es pot oblidar de I’acceleracié o camp g, com
repetidament s’ha raonat, el que no es pot fer és no te-
nir en compte les seves inhomogeneitats. Precisament la
determinacié de les inhomogeneitats de § s’emprara per
caracteritzar la interaccié gravitatoria. En efecte, si I’e-
quacié (4) s’expressa en funcié del potencial gravitatori
® adopta la forma segiient:
d‘zna
dt?
on s’ha emprat la notacié amb index (o = (z,y, z) o (1,
2,:3) 1.80% = 05-=10/0x%)-
Per tant, el fisic del laboratori en caiguda lliure con-
sidera més pertinent descriure la gravitacié newtoniana

a l'origen del seu referencial local 75 emprant les equa-
cions segiients:

+ (0%95%®)on® =0, (5)

(§(7) — §(7))o = 0, ingravidesa

d
R%50(T0) = (0“0p 22-)0, camp de marea.  (6)

Per facilitar la comparanca amb les magnituds cor-
responents de la relativitat general s’ha inclos en la de-
finicié del tensor camp de marea els dos subindexs zero
addicionals i el factor 1/c¢?; llavors, com que ®/c? és adi-
mensional, les dimensions del camp de marea sén L~2.
Per exemple, per al cas de la Terra de massa M facilment
s'obté:

GM 700§ — 370*Tos

5 k]

Rropilfa) = =
Oﬁo( 0) c2 re

on rg és la distancia entre el centre de la Terra i ’ori-
gen del referencial local en caiguda lliure, per exemple el
centre de la nau, i 6§ la delta de Kronecker tridimensio-
nal. Si s’escull 'eix z en la direccio radial 7, 'expressio
matricial del camp de marea esdevé:

ISR0FGE0
G’]V[Olo

(R%p0(70)) = 5=
5\ giog 2o

Aquesta igualtat, substituida en ’equacié (5) i tenint
en compte la definicié (6), proporciona tres equacions
desacoblades per a 77 = (n*,n¥,n?)

& GM , *n?y GM
—_— = O —— Y =
dt? i 3 " T dt? r3 (=
d*n? GM
—2—n* =0
dt? f N

equacions que determinen, per exemple, com una gota
de liquid ideal (de tensié superficial practicament nulla)
inicialment esférica, es transformara, sota el camp de
marea estudiat, en un ellipsoide de revolucié.

En resum, el camp gravitatori newtonia, quan s’a-
nalitza amb el métode local, cal definir-lo mitjangant
el tensor R%pgp, que, en cada esdeveniment, mesura
les forces de marea i governa l’evolucié temporal de la
distancia n® d’una particula respecte a una altra pro-
pera i ambdues en caiguda lliure:

d’*n®
dt?

A Ra()go?]ﬁ =30 (7)

La substitucié de ’equacié de Poisson 0%0,® =
47Gp en la definici6 de R%oa0, equacié (6), permet re-
lacionar el camp de marea amb les seves fonts:

47 G

traca (R%og0) = R%0a0 = 3“%;; = el (8)
La reformulacié equivalent de la gravitacié newtoniana
mitjancant les equacions (7) i (8) obviament no pot tenir
en compte les conclusions fonamentals del metode local
einsteinia. La conclusié basica, que la fisica és localment
minkowskiana, no estd continguda en les equacions (7)




i (8), ja que ambdues pressuposen un espaitemps estra-
tificat induit pel temps absolut ¢, i d’estructura metrica
(dt,di?). En canvi, s{ que permeten, respectant 'es-
tructura estratificada i metrica anterior, reinterpretar la
llei de la inércia, identificant els moviments estandards
o lliures amb els de les particules monopolars en caiguda
lliure, com ho va demostrar E. Cartan el 1923, i com s’-
explicara en apartat segiient. Amb aquesta formulacid,
l’analogia electrostatica perd tant contingut matematic
com fisic.

En l'apartat segiient es demostrara que la formulacié
de la teoria newtoniana segons les equacions (7) i (8) és
la idonia per comparar-la amb la teoria relativista, ja
que les equacions de la relativitat general es redueixen
a les equacions (7) i (8) en el limit (v/c)*<1i ®/c*<1.

Geometrodinamica einsteiniana

En aquest darrer apartat s’intentara d’explicar les idees
i estructura basica de la teoria relativista de la gravi-
tacié o relativitat general. V. Fock, i més recentment R.
Wald, la qualifiquen de teoria de [’espai, el temps i la
gravitacid, perd considerem que pot ser més ajustat al
seu contingut seguir J. A. Wheeler i anomenar-la geo-
metrodinamica einsteiniana, ja que se sosté en un model
dindmic d’espaitemps, les estructures geometriques del
qual representen i mesuren la interaccié gravitatoria.
En I'apartat anterior s’ha aplicat el metode d’analisi
local a la gravitacié newtoniana, i s’han fet algunes
inferéncies, per necessitat aproximades, de com la in-
teraccié gravitatoria s’ha d’acoblar a la resta de la fisica.
El fisic astronauta ho resumeix en els quatre punts
seglients:
1) Localment les lleis de la relativitat especial, ja siguin
classiques o quantiques, sén valides. O sia, la fisica és
en tot esdeveniment localment minkowskiana.
2) Aquesta simplicitat es mostra molt clarament si s’em-
pra en cada esdeveniment un sistema de coordenades lo-
rentzia, i. e., un referencial inercial local.
3) Per comprovar la inercialitat del referencial local s’ha
de comprovar la ingravidesa, i. e., s’ha de treballar en
un laboratori en caiguda lliure i sense girar.
4) El punt clau per detectar els efectes gravitatoris, en
un entorn prefixat, consisteix a incrementar la precisio
dels experiments, per exemple, fins a arribar a mesu-
rar acceleracié d'una particula de prova en caiguda
lliure respecte a l'origen del referencial inercial local.
L’increment de la precisié dels experiments equival ma-
tematicament a passar del metode local a I'infinitesimal.
En els dos apartats segiients s’ampliara el contin-
gut d’aquests quatre punts i s’analitzaran les seves con-
seqliencies, tant des d’un punt de vista matematic com
fisic.
Model dinamic d’espaitemps

Una primera conseqiiencia rau en ’acceleracié mutua
dels referencials inercials locals; en efecte, sols cal con-

templar dues particules de prova properes en caiguda
lliure i associar a cada una d’elles referencials inercials
locals. Per tant, en lloc del referencial inercial global
de la fisica galileianonewtoniana o de la minkowskiana,
s’han de tenir en compte molts referencials inercials lo-
cals mituament accelerats. En el limit matematic s’ha
de considerar un en cada esdeveniment. O sia, s’ha d’a-
bandonar 'espaitemps minkowskia global de la relati-
vitat especial i com a maxim considerar-lo aplicable en
un entorn infinitesimal de cada esdeveniment. Aquest
fet implica que tant les transformacions de Lorentz A§
com els vectors base (é;) del referencial inercial local sén
funcions de l'esdeveniment P.? Si P és lorigen del re-
ferencial local, llavors es verifica en P i sols en P que el
producte escalar dels vectors base és igual a la metrica
minkowskiana é(P); - é(P); = 1;;. En un esdeveniment
P’ de 'entorn de P, el producte escalar dels correspo-
nents vectors base, i. e., la metrica en P’, incorporara els
efectes de les inhomogeneitats del camp gravitatori i ja
no coincidira amb la metrica minkowskiana. Peroen P, i
en el seu entorn infinitesimal, s’incorpora a l’espaitemps
Pestructura fisica i geometrica de la relativitat especial:
cons de llum i la seva estructura causal, linies de mén
dels generes temps, espai i nul, significacié de I’element
d’arc d’una linia del génere temps com a mesura tem-
poral d’un rellotge estandard transportat segons la linia
de mén, etc. Totes aquestes suposicions, contingudes en
els quatre punts anteriors i corroborades experimental-
ment, mantenen un fort parallelisme matematic amb la
teoria local dels espais corbats (geometria diferencial de
les varietats riemannianes). En efecte, per exemplificar-
ho de la manera més senzilla possible es considerara el
cas tipic de les superficies bidimensionals. Per concretar
les idees, sigui una fina placa de vidre plana i quadrada,
i una esfera segons s’esquematitza en la figura 8.

Figura 8: Aplicacié local d’un espai pla en un espai corbat

La placa plana de vidre representara ’espai euclidia
bidimensional i la superficie de I'esfera un espai bidimen-

2El fet que els elements del grup de Lorentz siguin funcions
de ’esdeveniment és caracteristic de les teories de Gauge, en les
quals el grup de simetria cinematic (algebraic) de la teoria esdevé
dinamic en fer-lo dependre del punt de I’espaitemps. Ja el 1956
Utiyama (Phys. Rev. 101, 1597) va reformular la relativitat gene-
ral dins d’aquest esquema teoric emprant el fibrat dels referencials
ortonormalitzats. Vegeu, per exemple, P. Ramond. Field theory:
A modern primer. Segona edicié. Addison Wesley (1989).
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sional riemannia. Suposem que es vol cobrir ’esfera amb
la placa de vidre. Per fer-ho, es talla la placa de vidre
en quadradets, com més petits, millor per aixi assolir
un bon encaix, 1 es cobreix 'esfera amb ells. En l'a-
nalogia fisica, la placa de vidre simbolitza 1’espaitemps
minkowskia; I'esfera, un possible espaitemps corbat i els
quadradets, referencials inercials locals. Evidentment
ambdds espais sén quadridimensionals i la signatura de
la metrica és (—, +, +, +), enfront de 'exemple bidimen-
sional de meétrica amb signatura (+, +).

El cobriment de 'esfera amb quadradets representa
un model del procés de descripcié d’un espai corbat (su-
perficie de l'esfera) mitjancant aplicacions locals amb
Pespai pla (pla euclidia). El pla euclidia pot descriure’s
amb una sola aplicacié (sistema de coordenades cartesia
global), mentre que ’esfera no. Per aquesta rad s’han
hagut de tallar petits quadradets (aplicacions locals) per
poder-los situar sobre els punts de ’esfera el més ajusta-
dament possible. Com més petits siguin els quadradets
més precis sera l’encaix. Procedint d’aquesta manera
es pot reemplagar 'esfera per un conjunt de petites su-
perficies planes, que han d’estar interrelacionades, pero,
d’una manera definida, per exemple, mitjancant la de-
terminaci6 de ’angle de gir dels vectors base d'un qua-
dradet envers els vectors base dels quadradets veins. En
altres paraules, la diferencia entre el conjunt de qua-
dradets situats en la placa plana i el mateix conjunt
localitzats sobre la superficie de l'esfera, és que ’angle
de rotacié és zero en el primer cas, pero no ho és en
el segon cas. Traslladat, emprant llenguatge geometric,
significa que un espai corbat es pot considerar com un
conjunt d’espais plans soldats mitjancant la prescripcio
d’uns coeficients connectors que determinen com s’han
d’ajuntar. Aquests coeficients o connexid, com sén ano-
menats pels matematics, defineixen la magnitud de la
rotacié relativa dels espais plans locals. Es a dir, 'es-
fera és equivalent al conjunt de plans més el camp de
connexio.

Per formular matematicament el concepte de con-
nexié se suposara que en el pla euclidia s’empra un
sistema global de coordenades cartesianes, els vectors
base del qual es representaran segons é; = (éy,éa),
é; - é; = 4;;. Llavors en cada quadradet i per a tot
el pla es verifica dé; = 0. Perd en Pesfera, com que é;
és funcié del punt, sols es verificara dé; = 0 en l'origen
del sistema cartesia local del quadradet soldat a ’esfera
en aquest punt. En efecte, si P i P+ AP sén dos punts
que pertanyen a quadradets veins, s’ha de verificar:

Aé; = &;(P+ AP) — ;(P)= wlé; = TY é;Az*(P) (9)

on w] = ngAa;’“ son els coeficients de la connexié entre
quadradets veins. En el limit infinitesimal, quan el qua-
dradet tendeix i es confon amb el pla tangent a ’esfera,
la connexi6 és zero en 'origen P del sistema cartesia lo-
cal, pero necessariament és diferent de zero en qualsevol

altre punt per proper que sigui a P. En altres parau-
les, les diferencials de la connexié d’un espai corbat no
poden ser nulles.

En aquest punt és pertinent observar que la magni-
tud connexié no apareix explicitament identificada en
I’analisi local de la gravitacié newtoniana efectuada en
l’apartat anterior. Aix0 és degut al fet que la connexio,
dins del context de la teoria newtoniana, és proporcio-
nal a la intensitat del camp gravitatori g% = —9“®, com
va demostrar E. Cartan i com s’explicara més endavant.
Per tant, com que en 'origen del referencial local en cai-
guda lliure (ingravidesa), g% és zero, també ho sera la
connexi6 en aquest esdeveniment i referencial. En canvi
les seves diferencials, com que sén proporcionals al camp
de marea, necessariament son diferents de zero.

Tornem ara a l'exemple de la placa plana i la su-
perficie de l'esfera, amb l'objectiu d’esbrinar el signi-
ficat geometric dels camps de marea. Primer recor-
dem que les linies rectes del pla, també anomenades
geodeésiques, es caracteritzen pel fet de ser les de longi-
tud minima entre dos punts, o bé pel trasllat parallel del
vector tangent. Les linies rectes es transformen en cer-
cles maxims sobre la superficie de I'esfera mitjancant les
aplicacions locals (quadradets). Els cercles maxims sén
les geodesiques de la superficie de V'esfera, ja que, igual
que les rectes del pla, es caracteritzen per minimitzar la
distancia entre dos punts i també pel trasllat parallel del
vector tangent a elles. La realitzaci6 del trasllat parallel
sobre la superficie de ’esfera s’ha de fer intrinsecament,
sense sortir de la superficie, o sia, mantenint sempre el
vector tangent a l'esfera. Aixo vol dir que si el trasllat
es fa emprant el triespai euclidia en el qual la superficie
de Dlesfera esta immersa, llavors s’ha d’anihilar en el
procés de trasllat el component perpendicular a la su-
perficie, com si no existis. De facto, per a la superficie
no existeix, ja que trivialment és un espai bidimensional.
En 'equaci6 (9), que defineix la connexid, aquest fet ja
s’ha tingut en compte, ja que Aé; s’expressa linealment
en funcié de (é; 1 é2). Per tant, ’equacid diferencial
de les geodesiques s’obté anullant la variacié del vector
tangent quan es trasllada parallelament al llarg d’elles.
Sigui @ = u'é; = é;dx*/dl el vector unitari tangent a la
geodesica i dl I’element d’arc; llavors aplicant la definicié
de connexid, equacié (9), s’obté:

0 @ e B(Ui*,) 2 du’ S i Déi
Tl e ey
du? L
= (2 410 ubum) e = ulViu, (10)
dl
on s’ha emprat la notacié D/dl = u!V,, per recor-

dar que 4 s’estd derivant intrinsecament, sense sortir
de la superficie de l’esfera. En resum, I’equacio de les
geodesiques del pla




es transforma en els espais corbats (superficie de ’esfera,

en I'exemple analitzat), com segueix:

d*z’ i da® da™ 0 (11)
az kT A T

Com es pot deduir facilment, pel que s’acaba d’expo-
sar, la connexié s’empra en general per efectuar la deri-
vacié intrinseca, o també anomenada covariant, de qual-
sevol magnitud en els espais corbats. Tot seguit es con-
sideraran dues geodeésiques properes, o cercles maxims
per al cas de la superficie de I’esfera. Com abans, sigui
u? el vector unitari tangent a la geodeésica de referencia,
i ' el vector que les connecta. Llavors la teoria dels es-
pais corbats proporciona la seglient equacié diferencial
per a n': L

D=ne

dl?

on D?nt/dl? = u'V(u™V n?), i Ripkm és el tensor de
Riemann o de curvatura de l’espai corbat, que s’obté
com una derivacié antisimetritzada de la connexié I"fml.
Si {e,} sén els vectors base associats al sistema de coor-
denades {z?} llavors, e, R%ca = (VcVa — VaVe)ey. La
comparanca de 'equaci6 (12) amb 'equacié (7) induira a
identificar els camps de marea, tant newtonians com re-
lativistes, amb la curvatura dels respectius espaitemps.
La teoria matematica dels espais riemannians o pseu-
doriemannians proporciona les equacions que defineixen
lestructura geometrica en els tres nivells: metrica, con-
nexié i curvatura.

Ja s’han exposat totes les eines matematiques im-
prescindibles per formular la teoria relativista de la gra-
vitacié o relativitat general, perd abans es considera per-
tinent completar de manera coherent amb el metode lo-
cal la interpretacié de la gravitacié newtoniana, per faci-
litar aixi la inferéncia de la teoria relativista. Es recorda
que el metode local descriu la gravitacié newtoniana
mitjancant les equacions (7) i (8), les quals resten defini-
des en un espaitemps d’estructura estratificada i plana
definida pel temps absolut ¢. En aquest espaitemps, 1’e-
quacié (1) determina el moviment d’una particula en
caiguda lliure referida a un referencial galileia global de
coordenades (t,z%), on

e Rinkmunnku?n — O, (12)

d?>z® ®
et
c2dt? c*
Aquesta equacié es pot formular de la manera equivalent
seglient, si es té en compte que el temps absolut resta
definit llevat transformacions afins t — \ = at + b:

dPct . d’z® o @ detdet
Xz d\? ok

A=0,3=0iF=0: = 0.

2

Si es comparen amb l'equacié (11) de les geodesiques
d’un espai corbat, permeten definir una connexié, que
respecte al referencial galileia global emprat és: I'fy =
9%® /c?; la resta de components sén zero.

Evidentment, la connexié s’anulla en ’origen del refe-
rencial local en caiguda lliure definit per la particula,
ja que de la mateixa equacié (1) es dedueix la llei
de transformacié de la connexié a aquest referencial
(A% = g® = —9*D):

A~ d
=T+ =0°5 —0°

- = ()5
c? (o

Q|

La identificacié matematica acabada d’efectuar té
profundes repercussions en la interpretacié fisica de la
gravitacié newtoniana, ates que selecciona com a movi-
ments estandards o lliures els que tenen les particules
monopolars en caiguda lliure, moviment que s’ha iden-
tificat amb les geodesiques de l'espaitemps, en que la
connexio és l'estructura geometrica addicional. Es a dir,
com ens ha ensenyat el fisic astronauta, els referencials
inercials passen a ser els laboratoris en caiguda lliure i no
els galileians globals. Aquesta reinterpretacié de la llei
de la inércia implica una geometritzacié de la gravitacié
newtoniana, ja que la intensitat del camp gravitatori
g%/c? = —9°®/c? s’ha identificat amb la connexid i el
camp de marea, amb el tensor curvatura de ’espaitemps
estratificat. S’ha de tenir present que ’entitat que es
corba és ’espaitemps, perd resten invariables i euclidi-
anes les simultaneitats definides pel temps absolut ¢t =
constant, que s’identifiquen amb l’espai. Amb aquesta
interpretacié, la causa, tant de les forces gravitatories
com de les inercials, s'ubica en estructura geometrica
(connexi6, curvatura) de I'espaitemps, i s’ha d’explicitar
que deixaria de ser valida si no es verifiqués la igualtat
exacta entre les masses inercial i gravitatoria, i. e., el
principi d’equivaléncia galileia. Perque sols es requereix
un sols tipus de massa, atés que les equacions de mo-
viment de les particules lliures s’han identificat amb les
geodesiques de 1’espaitemps.

Obviament aquesta formulacié no és localment
minkowskiana, ja que la seva estructura metrica és de-
finida a priori per la parella d’absoluts globals (dt, dl?)
independents de la connexi6 i curvatura. No obstant
aix0, si aquesta estructura metrica se substitueix lo-
calment per la minkowskiana, com requereix i demana
el metode local einsteinia, porta a postular la igualtat
simbolica segilient, base de la teoria de la relativitat ge-
neral:
espaitemps minkowskia local + interaccio gravitatoria
(métrica, connexid, curvatura)= espaitemps pseudorie-
mannia.

Aquesta igualtat condueix a transcriure d’'una ma-
nera matematicament rigorosa la metodologia local sin-
tetitzada en els quatre punts de contingut fisic que han
iniciat aquest apartat; en efecte, amb les eines ma-
tematiques dels espais corbats, es poden reformular,
punt per punt, de la manera segiient:

1) En cada esdeveniment P i respecte a un referen-
cial inercial local, la meétrica adopta en P la forma
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minkowskiana (1;;) = diag. (=1,1,1,1). En un esdeve-
niment P’ proper a P i de coordenades inercials respecte
a P &' = (ct,x®), expressié de la metrica exacta fins a
segon ordre en |#] és:

; 1 N e o
ds? = (@ + gRiUk.f?l.f'l')d.de;EJ :

2) Les primeres derivades dels components de la metrica
s’anullen en P.

3) Els components de la connexié també s’anullen en P.
4) L’equaci6 que en P obeeix el vector separacié n' entre
dues geodesiques properes és equacié (12), en que u® és
el vector unitari tangent a la geodésica de referencia, i.
e., la quadrivelocitat si la geodesica és del genere temps.

Les tres primeres senténcies defineixen univocament
el nou model d’espaitemps: 'espaitemps és una varietat
quadridimensional (conjunt de tots els esdeveniments)
amb una metrica g,p pseudoriemanniana de signatura
(=,+,+,+). Les geodeésiques nulles representen raigs
de llum, les geodesiques del génere temps representen
les linies de mon de les particules en caiguda lliure i 'arc
de longitud de qualsevol linia del genere temps mostra
el temps mesurat per un rellotge estandard. El quart
punt es dedueix dels tres primers. O sia, hom ha d’ac-
ceptar la realitat d’un espaitemps dinamic, ’estructura
geometrica del qual (metrica, connexié i curvatura) des-
criu completament la interaccid gravitatoria relativista.
S’ha de tenir present, pero, que aquests tres nivells des-
criptius de la interacci6 gravitatoria estan directament
relacionats, ja que a partir de la metrica g, es dedueix
univocament la connexié I'}, en verificar-se V.gqs = 0,
i tal com ja s’ha explicat, la curvatura es dedueix de la
connexio.

Emprant la terminologia del primer apartat, el model
d’espaitemps és:

{M; (gabs T%ec, R%cq), camp electromagnetic, linies de
moén, - --}.

L’tinic absolut és lespaitemps M despullat de tota
Iestructura metrica; per tant, el grup d’automorfismes
de 'espaitemps i de les equacions de la fisica definides en
ell és el grup de totes les transformacions difeomorfiques
de coordenades (principi de covariancia). Cal observar
que la metodologia didactica emprada en el present arti-
cle es pot esquematitzar simbolicament mitjancant una
trajectoria seqiiencial nitida que connecta els vertexs del
pla superior del cub de R. Penrose, figura 3, com segueix:

(G=0,(1/c)=0,h=0) = (G,(1/c)=0,h =0) —
Galileu-Newton Newton-Cartan
= (G,1/c,h=0)

Einstein

enfront de trajectories en ziga-zaga emprades per molts
autors; potser per aixo es difumina ’amplitud i potenci-
alitat fisicomatematica del metode local einsteinid. Esti-
mem que el metode didactic emprat, basat en les aporta-
cions d’Elie Cartan (1923) a la teoria gravitatoria, déna

resposta a les critiques raonables de J. L. Synge al prin-
cipi d’equivaléncia einteinia, (vegeu el peu de pagina
num. 1).

Ara sols resta inferir les equacions que determinen
la dinamica de ’espaitemps, cosa que es fara en el sub-
apartat segiient.

Equacions de la relativitat general

Per comencar aquest darrer subapartat és pertinent tor-
nar a considerar el bucle de la figura 5, el qual amb
paraules de J. A. Wheeler es pot expressar de la ma-
nera segiient: l'espaitemps actua sobre la matéria dient-
li com s’ha de moure, i alhora la matéria reacciona sobre
Uespaitemps dient-li com s’ha de corbar.

Ja s’ha explicat com operativitzar la part esquerra
del bucle o primera part de la sentencia anterior: totes
les lleis de la fisica, ja siguin classiques o quantiques,
adopten en cada esdeveniment P de l’espaitemps la
forma matematica que posseeixen en la relativitat es-
pecial, si en P es refereixen a un referencial iner-
cial local, i. e., la fisica és localment minkowskiana.
Matematicament equival al fet que en les equacions
minkowskianes es facin les substitucions 7;; — gap 1,
0; = D, si s’empra en 'espaitemps un sistema de co-
ordenades arbitrari. S’ha de tenir present que aquestes
substitucions no proporcionen una transcripcié univoca
per a equacions que contenen derivades de segon o or-
dre superior, ates que les derivades covariants D, no
commuten.

Tot seguit es desenvolupara la segona part de la
sentencia de J. A. Wheeler, o sia, la part dreta del
bucle de la figura 5. Per fer-ho, primer s’han d’iden-
tificar les fonts de la interaccié gravitatoria, (metrica,
connexio, curvatura). En 'aproximacié newtoniana, ve-
geu l'equacié (8), les fonts sén les densitats de massa;
per tant, un candidat podria ser la densitat de massa-
energia. Pero és impossible construir una teoria rela-
tivista, i. e., localment minkowskiana, en la qual la
densitat d’energia sigui I'inica font. Sols cal recordar
que la densitat d’energia és la component Ty del ten-
sor impuls-energia. El que es manifesta com a densi-
tat d’energia pura p = Tpo, respecte a un referencial
inercial local en P, esdevé una barreja lineal de totes
les components Tj; quan la densitat d’energia es cal-
cula respecte a un altre referencial inercial local en P,
ja que p' = Ty = A§(P)AY(P)T;;. Per tant aixd porta
a postular que la font de la interaccié gravitatoria és el
tensor impuls-energia de tots els sistemes fisics, llevat el
del mateix camp gravitatori, ja que la interacci6 gravi-
tatoria s’ha identificat amb l'estructura geometrica de
I'espaitemps.

Finalment, per tal d’inferir les equacions d’Albert
Einstein de la relativitat general, es tindran en compte
les tres suposicions restrictives seglients:

1) Les equacions relativistes han de contenir les predic-
cions de la gravitacié newtoniana en el domini en que




aquesta teoria és aplicable, és a dir, per a velocitats pe-
tites (v/c)®*<1 i camps febles o baixes energies
GM @

2R r:_'~’<<1 ’

2) Atés que en relativitat especial el tensor impuls-
energia d'un sistema tancat verifica lequacié de
conservacié 3, 7% = 0, llavors en D'espaitemps corbat,
i. e., en acoblar-se al camp gravitatori que genera, s’ha
de substituir per D, 7" = 0.

3) Tenint en compte que les fonts de la interaccio gra-
vitatoria s’han identificat amb el tensor impuls-energia
Tap, se suposara U'estructura matematica segiient per a
les equacions de camp:

(Tensor associat a la geometria de 'espaitemps,

funcié de la métrica i les seves derivades) = Gy = 6T ap -

El punt segon anterior implica que la divergencia de
G ha de ser nulla, D,G® = 0.

Les tres restriccions anteriors, conjuntament amb la
teoria matematica dels espais pseudoriemannians, con-
dueixen univocament a les equacions d’Albert Einstein
de la relativitat general:

Ga.b = Bap— %gabR = BZrTGTnh . (13)
Gap = Gpa es coneix com a tensor d'Einstein. Ry, =
RC.cp = Ry, és el tensor de Ricci, i B = RS I'escalar cur-
vatura. S’ha de recalcar que el tensor d’Einstein sempre
verifica D,G" = 0; per tant, les equacions d’Einstein in-
clouen automaticament la llei D, T = 0. Les equacions
(13) expressades en funcié de la métrica gqp constituei-
xen un sistema acoblat d’equacions diferencials de segon
ordre en les derivades parcials de g.,. Aquest sistema
és no lineal en les derivades primeres, pero lineal en les
derivades segones, 1 ates que les equacions sén tensorials

Referéncies

qualsevol transformacié de coordenades transforma so-
lucions en solucions.

Les conseqiiencies i les aplicacions que es deriven de
les equacions d’Einstein son d'una gran potencialitat i
riquesa, potser com cap altre sistema d’equacions de la
fisica. Per exemple, governen l'estructura de l'espai-
temps extern a un cos estacionari, governen la generacio
1 propagacié d’ones gravitacionals, determinen la propa-
gacid, a través de I'Univers, de qualsevol tipus d’ones
i la formacié d'imatges de cossos galactics radiants per
les anomenades lents gravitacionals, governen 'expansio
i recontraccié del mateix Univers, governen el collapse
d'un estel fins a formar un forat negre, i aixo determina
univocament la geometria de 'espaitemps del seu exte-
rior, contenen les equacions de moviment dels sistemes
fisics, ja que D,T% = 0 es verifica automaticament, i
molt més. Pero també resta molt a fer; sols cal tenir
present el cub de R. Penrose, figura 3, per evidenciar
que encara no existeix cap teoria quantica satisfactoria
de la gravitacié, bé que des de la década dels setanta
s’han fet avengos rellevants en aquesta direccid. Fins i
tot en el domini classic les equacions d'Einstein amaguen
sorpreses, ja que ni en el buit es coneix la solucié general
de les equacions; tampoc no existeix una teoria coherent
dels sistemes termoelastics i en general de la teoria de
materials, encara que hi ha candidats prometedors.

Per acabar I'article, i deprés de més de 85 anys d’e-
xistencia de la relativitat general, potser és pertinent
recordar la resposta de P. A. M. Dirac a un collega que
li va preguntar: <Quan podia dir-se que s’entenia una
teoria fisica?» Dirac li va respondre que: «Quan hom
és capag de preveure les propietats de les solucions de
les equacions de camp de la teoria sense necessitat de
resoldre-les.»> Estimem que 'assenyada resposta de Di-
rac identifica una de les principals dificultats i alhora
apunta un metode per comprendre i dominar la relati-
vitat general.
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