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Dinamica relativista d'un objecte corpuscular
de massa propia variable. Aplicacions

Josep Graells®i Carme Martin'

Introduccid!

<Tot cal fer-ho tan senzill com sigui possible, pero no
simple> (A. Einstein).

Tot estudiant de fisica sap que, a altes energies, una
primera analisi dels processos de collisi6 de particules es
fonamenta en la cinematica relativista. En els processos
de colisi6 se suposa que la interaccié entre les particules
és d’abast finit, per tant, la suma dels vectors energia-
moment lineal de les particules abans i després del xoc és
igual. Aix0 és, si p®(i) = m(i)u®(i) representa el vector
energia-moment lineal de la particula i-esima, sent m(7)
la massa propia i u®(i) la quadrivelocitat, es verifica:

Zp“[(i), abans del xoc] = Zp“[(j), després del xoc],
@ (4)

1)
equacié que representa la llei de conservacié de ’energia
i el moment lineal totals en el xoc.

Uns exemples tipics d’aplicacié de 'equacié (1), pero
pertinents per als nostres objectius, son els tres seglients:

1. Formaci6 d’isotops d’un atom ™A, mitjancant la
reacccié de captura neutronica:

I e e A
P () + (") = p("F1A).

2. Desexcitacié d’'un atom de sodi, Na, mitjancant
I’emissié d’un fotd v:

Na* — Na +
p*(Na®) = p*(Na) + p*(7).
3. Interaccié d’un electrd e amb un foté v:

G e G
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IEn tot Particle s’empra un sistema d’unitats en el qual la ve-
locitat de la llum en el buit, ¢, és la unitat fonamental (¢ = 1).
També es pressuposa que el lector coneix la formulacié quadri-
dimensional de la relativitat especial. La meétrica minkowskiana
s’escull de signatura +2.

p(e) + p*(v) = p*(e) +p*(7)-

En aquests casos, i en d’altres de similars, és 1til
determinar la variacié del vector energia-moment lineal
que ha experimentat, com a conseqiiencia del xoc, una
de les particules reaccionants. En els tres exemples an-
teriors, es pot plantejar la determinacié de Ap® per a
I’Atom A, per a ’atom de sodi i per a lelectré:

Ap*(A) = p*(™H1A) — p("4) = p*(n)
Ap®(Na) = p®(Na) — p*(Na*) = —p“(v)

Ap®(e) = p*(e) — p*(e) = p*(7) — B*(7)-

D’aquestes igualtats es dedueix que Ap®(A) és un
vector del genere temps, Ap®(Na) és del genere llum i
Ap®(e) és del genere espai. Els dos primers casos sén
exemples de collisions inelastiques, en les quals la massa
propia dels elements amb estructura interna varia, men-
tre que el darrer és un exemple tipic de collisi6 elastica
(efecte Compton), entre objectes sense estructura in-
terna.

Aquestes senzilles consideracions tenen per objectiu
explicitar que, a nivell fonamental, la variaci6 del vector
energia-moment lineal corresponent a una particula, pot
ser de qualsevol genere: espacial, temporal o nul. El
genere de Ap? esta directament relacionat amb el tipus
de particula i la interaccié que experimenta.

En aquest article s’analitzaran les equacions del mo-
viment d’un objecte macroscopic corpuscular de massa
propia M (7) variable, és a dir, s’haura de determinar la
variacié del vector energia-moment lineal respecte al seu
temps propi 7. Ates que M és variable, s’ha de suposar
que la particula posseeix estructura interna, bé que es
considerara puntual i monopolar.

Des de fa decades, és habitual en el mén académic no -
donar massa rellevancia formativa al problema que aca-
bem de plantejar. Per exemple, en 'aproximaci6 newto-
niana, es tracta per la via de la resolucié de problemes
més o menys complicats. No obstant aix0, aquest és
el punt de vista oposat a I’enfocament didactic que A.
Sommerfeld va adoptar en el seu curs de fisica teorica
(Sommerfeld, 1952) de les primeres decades d’aquest se-
gle. A A. Sommerfeld el preocupava que els estudiants
de fisica poguessin copsar de bell antuvi la significacié




i abast fisic de la derivada temporal del moment lineal,
en relacié amb la segona llei de Newton.

El present article fara extensiva al mon relativista la
metodologia didactica que A. Sommerfeld va fer servir
per a la mecanica newtoniana.

Forca generalizada de Minkowski

Tornem a centrar 'interes en ’objecte macroscopic cor-
puscular de massa propia variable M (1), corresponent
al temps propi 7, de la seva linia de mén z%(7). La
quadrivelocitat de M (1) és

i dz®
G = I

= (v(u), y(u)d),

sent y(u) = (1 — @*)~'/2, i on el seu vector energia-
impuls es defineix p®(7) = M (1)u®(7).

En relativitat especial, per descriure la interaccio de
M (7) amb el seu entorn és habitual d’introduir el vector
K®, anomenat for¢ca minkowskiana. En funci6 de K¢ ,
la llei del moviment de M (7) es formula de la manera
segiient:

dp*(r) _ d (
dr dr

Mir)ut (@)= K% (2)

Perd com W. Rindler adverteix, ’equacié (2) és en ri-
gor una <semilleis>, ja que esdevé una mera definicié de
K, sino es complementa amb una altra «semillei» que
proporcioni, alhora, una expressié per a K.

Les dues metodologies d’analisi de la interaccid,
representades per la llei de conservacié de l’energia-
moment lineal, segons I'equacié (1), i la llei del movi-
ment, equacié (2), es poden relacionar formalment d’una
manera senzilla. En efecte, sols cal integrar I'equacié (2)
al llarg de la linia de mén de M (), escollint com a limit
inferior d’integracié qualsevol 7 previ a l’actuacié de la
interaccid, és a dir K(7) = 0 per a 7 < 71, i com a limit
superior d’integracié qualsevol 7 posterior a ’actuacié
de la interacci6, és a dir K(7) = 0 per a 7 > 75, per
obtenir:

Ap® = p(75) — p(m) = /T K(7)dr =

> p*[(i),abans ] — > p®[(j),després].
(i)#(M) (4)#(M)

No obstant aixo0, els objectius d’ambddés metodes sén
fins a cert punt complementaris: en els problemes de
collisi6 es poden inferir propietats de la interaccié sense
coneixer-la en tots els seus detalls, mitjancant ’aplicacié
de la llei de conservaci6 de ’energia-moment lineal, men-
tre que I’aplicacié de la llei del moviment pressuposa que
es coneix la interaccié per tal d’obtenir el resultat de la
seva accio.

Es evident que el genere vectorial de K¢, espacial,
temporal o nul, ha de coincidir amb el de dp®, ates que

segons l'equacié (2), dp® = K®r. Sobre aix0, si es
desenvolupa el primer membre de 'equacié (2) i segui-
dament es projecta sobre la quadrivelocitat, s’obté:

AM o, g

u® + M —SeIGE
dr dr
dM 2
—? = ’lLaK ; (3)
on s’ha tingut en compte que u,u* = —1 i, per tant,

Uedu B =10
De l’equaci6 (3) es dedueix que M (7) romandra cons-
tant, aixo és,
dM
e
dr
si 1 solament si u, K* = 0; per tant, ates que u® és del
genere temps, necessariament K® ha de ser del géenere
espai si M roman constant. Per exemple, la forca de
Lorentz

K% = quyF® = qy(u) (E - @, E + T A B)

és d’aquest tipus, ja que verifica automaticament
u, K* = 0, atesa 'antisimetria del tensor camp elec-
tromagnetic.

En resum, per tal de descriure la dinamica de M (1),

sent I
/]
a7

s’haura de recérrer a una forga minkowskiana K® de
genere temps o nul. Alguns autors ’anomenen quasi-
forca o forga impura.

En D’estudi de la dinamica relativista (no quantica)
de les particules, s’accepta com un fet evident que
la massa propia roman constant, ja que com que la
particula és puntual, es considera que no pot tenir es-
tructura interna. Llavors I’equacié (2) condueix al cone-
gut desenvolupament que, per motius de comparacio
posterior, es resumeix seguidament:

dp® d du®

= —(Mu®)=M— =K*=(K° K).
dr d’r( ) dr ( : )

De 0 = u, K% = —y(u) KO +y(u)ii- K, se segueix que
K°=- K. Per tant
dpsy - -duf -

Eepdian s e
dr dr )

o bé, tenint en compte que:

dpfie o e
di v(w)’ v(u)

i definint la triforca:
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s’obté la descomposici6 (1 + 3)-dimensional de ’equacié
del moviment en el cas en el qual M roman constant:

dE d L
@ - aM=Td
dp d R -

En el cas d’una carrega de prova situada en un camp
electromagnetic f=q(E+i@nB) éslaforca de Lorentz.

Tornem a recordar, perd, que l'objectiu de l'arti-
cle consisteix a analitzar 'equacié del moviment d’una
particula puntual de massa propia variable. La metodo-
logia emprada no fara s de les necessaries i inevitables
«complicacions> fisicomatematiques que requereix un
tractament rigorés de la problematica intrinseca als cos-
sos amb estructura interna. Aquest domini de la fisica
relativista, actualment encara és objecte de recerca, ates
que no es consideren resolts alguns dels problemes basics
que planteja, i encara molt menys en relativitat general.
Dins d’aquest context, el present article es podria con-
siderar com un primer atansament a aquest domini, bé
que fent s dels metodes academics estandard i seguint
les pautes didactiques d’A. Sommerfeld.

Equacions del moviment de M (7)

En l'apartat anterior s’ha deduit l'equacié (3) que re-
laciona la forca minkowskiana K® amb la variacié de
massa propia M (1) de la particula, que reproduim se-
guidament:

dM =
— = —uK,.
dr iy

Aquesta equacié es redueix a K° = dM(7)/dr quan
es refereix a la familia de referencials inercials que en
cada instant 7 estan en repos respecte a la particula.
Sén els anomenats propis o comobils, i els representa-
rem mitjancant X (z%(7)), sent z%(7) la linia de mdn
de la particula. Es evident que K ha d’incorporar en
la seva estructura el mecanisme que genera la variacié
de massa propia. Per bé que, si se segueix per aquest
cami, s’arriba a interpretacions del formalisme discu-
tibles i confuses, sobretot quan es fa la quasi sempre
necessaria descomposicié (1 + 3)-dimensional de la llei
del moviment. W. G. Dixon resol, al nostre parer satis-
factoriament, aquesta problematica mitjancant la des-
composicié de K® en dues parts, una parallela a u®, i
Paltra ortogonal a u®. La component parallela a u® es
pot interpretar com una font energetica pura, allunyada
del concepte newtonia de forca. La component orto-
gonal a u®, és a dir, segons la simultaneitat de M (),
en tractar-se d'un vector del genere espai, es pot inter-
pretar com una forca tipicament propulsora que genera
Pacceleracié du®/dr de la particula. Més endavant es
tractara la metodologia de W. G. Dixon. Pero per al
problema concret referent a ’equacié del moviment de

M (7), estimem més pertinent, i didacticament més en-
tenedor, segregar de K* la part que aporta o rep massa
propia de M (7). Es 'enfocament, que A. Sommerfeld va
adoptar per a la mecanica newtoniana.

Per tant, el fet que dM/dr # 0 s’atribuira a la in-
teraccié de M(7) amb un flux d7® d’energia-moment

lineal, tal que
dM om®

= —Ug—-.

dr orT

Per tal de concretar la metodologia proposada, seguida-
ment veurem tres exemples senzills de d7%, pero relaci-
onats amb aplicacions rellevants, com es fara pales més
endavant.

1. Flux unidireccional i homogeni de particules, d7% =
omv?. Flux de massa propia dm i quadrivelocitat
v®, absorbit o emes per M (7) durant Iinterval de

temps propi dr.

2. Flux unidireccional i homogeni de radiacié electro-
magnetica, 07% = dE,.440%, on 1%], = 0. Es habitual
normalitzar [* amb la prescripci6 u,l* = —1. Lla-
vors, respecte a cada X (z%(7)), les components de [*
sén (1,4,), sent 4, el vector unitari que defineix la
direccid i el sentit de propagacié de la radiacié elec-
tromagnetica, respecte a la particula M (7). 0E,qq
és l'energia radiant absorbida o emesa per M (7)
durant dr, segons la mesuren els observadors pro-
pis X(z%(7)), atés que 0E,qq = —uadme.

3. Flux calorific associat a un procés reversible, d7% =
dQu®. Se suposa que M(7), de quadrivelocitat u®,
esta submergida en un bany termic que intercan-
via reversiblement calor amb la particula. Si ’in-
tercanvi de calor no és reversible, llavors dn® =

(5Q, 67) # SQue.

La segregaci6 de 07 /0T, efectuada sobre K¢, permet
de formular I'equaci6 (2) del moviment de M(7), de la
manera segiient:

d i Lo
& s = I

e (4)

on K% ates que

aM om®

T e

queda reduida a una tipica for¢a minkowskiana pura o
propulsora u, K® = 0, com la descrita al final de ’apar-
tat anterior.

Si s’accepta la llei de conservacié de l’energia-
moment lineal com a basica, I’equacié (4) n’és un corol-
lari. En efecte, sols cal efectuar el balan¢ d’energia-
moment lineal experimentat per M (7) durant dr, per
obtenir:

d(M(m)u®(r)) — on® = K%,




on ha calgut ampliar 'abast de ’equacié (1), introduint-
hi I'energia-moment lineal transmes a M (1) per la forca
minkowskiana pura K durant dr. I s’ha escollit com
a conveni de signes positiu, el flux absorbit +d7% per
M(7) durant dr.

Analisi de les equacions del moviment de
M (1) :

En aquest apartat s’analitzara I'equacié del moviment
de M (1) i es demostrara l’equivalencia de la metodologia
seguida amb la de W. G. Dixon.

Per comencar, s’estudiaran les components de l’e-
quacié (4) segons la familia dels successius referencials
inercials ¥(2%(7)), instantaniament en repos amb M (1),
aix0 és, segons un observador associat a la particula
M (7). Matematicament equival a projectar ’equacié
(4), primer en la direccié de u,, i després segons un
hiperpla ortogonal a u“.

La component parallela a u® s’obté multiplicant es-
calarment I'equacié (4) per u®. Si es tenen en compte
les igualtats

du®

U S =10, uau® = —11i Uq =0,
dr
resulta: a0 (r) 5
M (T @
dr i o7 0 (5)

equacié que representa la llei de conservacié de ’energia
en un sistema de coordenades adaptat a M(7), és a dir,
segons la familia d’observadors inercials X (z%(7)).

Per calcular les components ortogonals a u®, aixo és,
segons els hiperplans espacials de ¥(z%(7)) que corres-
ponen a les simultaneitats de M (7), sols cal aplicar a
I'equacié (4) el projector hi = 6 + u®uy. En efecte, si
es tenen en compte les igualtats seglients:

Ldud  du®

heub =0, b heK® = K°,
s’obté facilment:
du® ol
Y gl I
dr b st i (6)

Quan lequacié (6) es refereix explicitament al sis-
tema de coordenades adaptat, esdevé una equaciod
intrinsecament trivectorial, ates que la component tem-
poral, que correspon a l’index a = 0, equival a la igualtat
trivial 0 = 0. En efecte, respecte a la familia de referen-
cials inercials X(z%(7)), es verifica:

du®
dr

= (07 60)7

sent dg I’acceleracié propia de M (1);

5

K8 —(04Fy),

sent ﬁo la triforca exterior;

aéﬂb o7
hb? = (Oa(g;)o> ;

sent §7/07)p el trimoment lineal absorbit per M (7) per
unitat de temps propi. Per tant, és una triforca pura
o propulsora, exercida pel flux 07 d’energia-moment
lineal.

En resum, ’equaci6 (6) es redueix a ’equacié trivec-

torial:
Méy — (5—”) = F. (7)
6 0

o

T

Tant per motius didactics, com per la seva rellevancia
practica, seguidament es particularitzaran les equacions
(5) i (7) del moviment de M(7), per als tres tipus de
flux d7®, estudiats a ’apartat anterior.

1. Flux de particules 7% /0T = v®*dm/dT.

Tenint en compte que:

UnUe— (_170) : (’Y(Urel)yf)/(vrel)ﬁrel) = _’Y(vrel):

sent ¥, la trivelocitat relativa de dm respecte a
M (1), Pequacié (5) s’expressa:

dM  om
N T rel) — Y, 2l
Ty (or) =0 (51)
i Pequacié (7) esdevé:
= om - =
Mdy — —7(vret)Trer = Fo, (71)

0T

ja que

hdv® = v® — uCupv® = (0,7 (Vret)rer)-

L’equaci6 (7.1), aplicada al cas d'un coet, se la co-
neix en la bibliografia especialitzada com a equacié
de Mescersky-Levi-Civita. En aquest cas, pel con-
veni de signes adoptat, s’ha de canviar el signe
del terme del flux, ja que M(7) l'emet en lloc
d’absorbir-lo.

2. Flux de radiacié electromagnetica d7%/oT =
la(SE,-ad/(ST.

Les equacions (5) i (7) esdevenen:

dM  0Fpqq
R el o 2
dr 0T Y 22}
Era ~ i
Mo R e (7.2)
ja que ugl® = —11 hglb = 1% — ulupl® = (0, 4.
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3. Flux reversible de calor 07 /dT = u*dQ4T.

Ates que ugu® = —11 hfu® = 0, les equacions (5) i
(7) es redueixen a les seglients:

aM 5Q
e (5.3)

My = Fp. (7.3)

Cal tenir molt present I’equacié (7.3) en el desenvo-
lupament de la termodinamica relativista de ’equilibri,
ja que, com queda palés, un flux reversible de calor no
porta associada cap forca de reaccié. En conseqiiencia,
en cap referencial inercial, I’efecte del flux calorific pot
contribuir al terme de treball del primer principi de
la termodinamica. Malgrat que en el present context
aquesta conclusié és quasi obvia, molts autors que trac-
ten de la termodinamica relativista de I'equilibri no la
tenen en compte, fet que genera confusié i formulacions
allunyades de Desperit practic d’aquesta disciplina.

Resulta interessant, per finalitzar aquest apartat, de-
duir 'equivaléncia entre el formalisme desenvolupat i el
de W. G. Dixon.

Les equacions (5) 1 (7) expliciten el fet que é7® té
dos efectes ben diferenciats sobre M (7). El primer, com
reflecteix I'equacié (5), quantifica la variacié de massa
propia M (7) de la particula. El segon efecte, com indica
Pequaci6 (7), solament actua si

o
5? # 0,
i contribueix a la variacié de la quadrivelocitat de M (1),
tal com ho fa una forca pura o propulsora. Matemati-

cament, aquesta particié de é7® es pot expressar mit-
jancant la igualtat seglient:

om? o omb : 2 0m?
o = —-Uu Ub(s +h 6 = Gu +th, (8)
s’ha introduit la terminologia de W. G. Dixon:
_dM ol
TS

En substituir la igualtat (8) en I'equacié (4) del movi-
ment de M (7) i, tot seguit, agrupar els termes del se-
gon membre en funcié dels dos efectes abans esmentats,
s’obté:

d om?

— (M & =|K®*—hf— Gu®

£ ey () = (10 - 55 ) + 6w,
equacié que, en referir-la a un referencial inercial ar-
bitrari X(¢,7), no és siné la descomposicié (1 + 3)-
dimensional de les equacions del moviment de M (7) se-
gons W. G. Dixon:

dE ~

E=G+u~]—'

dp
dt

on F estd univocament definida per la igualtat:

.7:+Gu

Y L
K®+ hf— o =vy(u)(@-F,F)

i inclou tant D’efecte de la forga pura externa
K*® = y(u)(@- F, F)

com l’efecte de la forca pura de reaccié del flux d’energia-
moment lineal d7¢

571' o &
= = o (& - 6.5 - ).

Aplicacions del formalisme

Limit newtonia i I'efecte Poynting-Robertson

Estrictament, el limit newtonia sols es pot plantejar per
a les equacions (5.1) i (7.1) corresponents a un flux de
particules, ja que en mecanica newtoniana no s’atribueix
inércia a lenergia. Per tant, caldra centrar-se en les
equacions (5.1) 1 (7.1) que es reprodueixen a continuacio:

dM  om
= o FW(UW!) =0 (5~1)
S i =
May — F’Y(Urel)vrel = Fyp. (7.1)

Cal recordar que aquestes equacions determinen 1’evo-
lucié dinamica de M(7), quan esta sotmesa a 1l’accié
d’una forga

=

K*° = (0, Fp)

1 a ’absorcié d’un flux
O = dmu® = Sm(y(Vrer), ¥ (Vret)Uret)s

segons la descriuen els observadors comobils X(z%(7)).

El limit newtonid s’obté facilment, efectuant el
desenvolupament de 7(ve;) 1 d7 fins als termes de pri-
mer ordre en la velocitat, altrament dm~y(vye) = 0m i
dr = dt. Sén aproximacions que equivalen a menysprear
la inercia de I’energia cinetica, i reintroduir el temps ab-
solut. En conseqiiéncia, tenint present que ’acceleracié
i la forca son invariants galileonewtonians, les equaci-
ons newtonianes del moviment de M (t), referides a un
referencial inercial arbitrari, sén

dM  dm
am sl il
dt ot 0 (9 )
om =
M 2
G~ —TUrel (9.2)

Cal remarcar que la llei de conservaci6 de ’energia,
equacié (5.1), s’ha transformat en la llei de conservacid




de la massa, equacié (9.1), aixo és, dM = dm (absorcid),
dM = —dm (emissio).

En alguns casos practics, com per exemple I'estudi de
la dindmica d'un coet, els parametres basics de control
sén dM /dt i Uy Per tant, 'equacid (9.2) esta adaptada
a les dades, llevat que cal canviar el signe corresponent
al terme del flux, atés que un coet perd/emet un flux
massic: il

Ma = Fy + E’D’rel,

on Fj és la forca gravitatoria, més la de la resistencia de
Paire, 1 +dM /dt(U,e;) és la forga propulsora de reacci6
dels gasos de combustié. Tanmateix, en altres casos,
la dada immediata no és la ¥, de dm respecte a M (t),
sind la velocitat o de dm respecte a un referencial inercial
Y. Si la velocitat de M(t) respecte a ¥ és i(t), llavors
Uper = U — U, 1 Pequacié (9.2) es pot expressar de la
manera segiient:

d : dM s
= (M) - Z-7=F. (9:3)

Un cas tipic d’aplicacié de 'equacié (9.3), el constitueix
l’estudi de la dinamica d’una gota d’aigua que cau en
un ambient quiet i saturat de vapor d’aigua, mentre que
respecte al referencial de 'ambient ¥ = 0.

La formulacié (9.3) de '’equacié del moviment de
M (t) és emprada pels astrofisics per descriure el mo-
viment d’una particula de pols cosmica sotmesa a la
radiaci6 solar. Es lefecte conegut com a Poynting-Ro-
bertson, que tot seguit es resumira, tenint present que,
en aquest context newtonia, s’ha de forcar la introduccid
de la inercia de la radiacié de ’energia solar.

Si E és la poténcia total radiada pel Sol per uni-
tat d’angle solid, el flux de radiacié incident sobre la
particula M (%), que estd a una distancia r del centre
del Sol és EA/4rr?, on A és la seccié transversal de
la particula segons un pla perpendicular a la recta que
uneix el Sol amb la particula. Llavors l'increment de
M (t) és:

dM  EA

dt  4mr?’
Si es té present que la velocitat ' de la radiacié és igual
al vector unitat 4, = 7/r, (¢ = 1), 'equacié (9.3) s’ex-
pressa:

d : EA . GMoM(t).
dt (M (t)u(t)) muv- = _—72—_’“7"7
o bé:
dit BAN G e AL

on Mg és la massa del Sol, i G la constant gravitatoria.
En general, com que la forca radial és la dominant,
I’efecte de la pressié de radiacié redueix 'atraccié solar,

per bé que, sobreposada a aquest efecte, hi ha una pe-
tita forca efectiva en la direccié de —1, que ocasiona un
moviment en espiral cap al Sol. Es proposa al lector in-
teressat, la deduccié d’aquestes equacions, pero a partir
de les equacions relativistes (5.2) i (7.2).

Coet de propulsié fotonica versus estandard

En aquest darrer exemple, s’aplicaran les equacions del
moviment de M (1) per tal de comprovar leficiencia re-
lativa d’un coet que pot ser propulsat per dos tipus de
motors. Es consideraran motors estandard en front de
motors fotonics.

Encara que un flux de fotons és més bon propulsor
que un flux de gasos estandard, veurem que 1'is de mo-
tors fotonics no és suficient per als viatges intergalactics,
suposant fins i tot solucionats els problemes tecnologics.
Aquest fet, I’haurien de tenir present els autors seriosos
de ciencia-ficcid, en les novelles dels quals proliferen les
naus amb propulsié fotonica.

Substituint I’equacié (5) en I’equacié (7), per als dos
tipus de flux, s’obté I’equaci6 del moviment del coet res-
pecte als referencials comobils 3 (z%(7)):

1. Coet amb motors estandard:

aM

M(7)do(r) — ——Bret = Fp. (10.1)
dr
2. Coet amb motors fotonics:
dM =
M(r)do(T) — ?ﬂr = Fo. (10.2)

Per simplificar I’analisi es considerara el coet en l’es-
pal interestellar, fet que permet suposar ﬁo —:0:aBer
tant, es redueix a un problema de moviment unidimen-
sional, per exemple, segons l'eix . Si Upe = —Urert
i 4, = —1i, 1 es reintrodueix en (10.2) la velocitat de la
llum ¢ en el buit, les equacions (10.1) i (10.2) esdevenen:

1. Coet amb motors estandard:

dM agpn

—_— == dr. 1

M Urel % ( )
2. Coet amb motors fotonics:
dM aop

— = ——dr. 1152

" Jar (11.2)

El quocient d’aquestes dues equacions permet com-
parar les despeses de massa dels dos coets, quan tenen
la consigna d’assolir un increment identic de velocitat
CLodT:

(dj\/f)estandard il i % 104’ (9)
(5M)fotb71'ic Urel

on s’ha tingut en compte que la velocitat d’ejeccid dels
gasos de la combustié d’un coet estandard és de 'or-
dre de 10* ms™'. En conseqiiéncia, un coet propulsat
mitjancant un gas de fotons, té una despesa de massa
deu mil vegades inferior a un coet estandard. Aquest
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resultat situa els coets fotonics com a bons candidats
per al disseny de naus espacials, pero probablement no
és suficient, com seguidament s’explicara.

Per a I’analisi que segueix, és convenient transformar
les equacions a un referencial inercial arbitrari, respecte
al qual el coet es desplaca amb una velocitat u diferent
de zero.

Ates que la llei de transformacio de 'acceleracio del
moviment unidimensional és ay = v*(u)a i que dt =
v(u)dr, les equacions (11.1) i (11.2) s’expressen:

dM du

_— e 13.1
M Vper (1 — u?/c?) (257
dM = du (13.2)

M (1-u?/e)

La integracié de les equacions (13) permet deduir el
quocient R(t) = M (t)/M(0) de la massa propia final
respecte a la inicial:

1. Coet amb motors estandard:

_ M@ (l4u/c —¢/2Vrel
it = M(0) ~ (1 —u/c) '

2. Coet amb motors fotonics:

M(t)  (1+ufc -
) M(0) <1-—u/c> ;

Un parametre més significatiu que la velocitat u, és
el factor y(u) de dilatacié temporal, respecte al qual les
equacions anteriors s’expressen de la manera segilient:

1. Coet amb motors estandard:

5 C/‘Uv'el
R(t) = (7 A 1) . (14.1)
2. Coet amb motors fotonics:
R(t) = (7 S farT 1) . (14.2)

Aquestes equacions proporcionen uns factors de dila-

Referencies

tacié temporal y(u) massa petits per ser sensibles als
viatgers intergalactics. En efecte, adhuc per al coet amb
motors fotonics, 'equacié (14.2) implica uns resultats
gens prometedors per a uns vy rellevants:

v =50 R =0,010

=190 R =0,006.

En conseqiiencia, ja en la primera fase del vi-
atge, haurien d’esgotar practicament tota la massa de
la nau! Resulta evident que els autors de ciencia-
ficcié haurien de preveure l’existencia d’estacions de
proveiment materia/antimateéria per tal d’alimentar els
motors fotonics. I no cal ni esmentar els coets de com-
bustible estandard, que no podrien assolir aquests fac-
tors 7, malgrat que empressin la massa biologica de la
tripulacié. Finalment, cal tenir present que si els coets
tinguessin la consigna d’efectuar un moviment d’acce-
leracié ag constant, aixo és, de descriure una linia de
mén hiperbolica, les equacions (13.1) i (13.2) s’integren
immediatament:

1. Coet amb motors estandard:

R(7) = e %7 /vret,
2. Coet amb motors fotonics:
Rm)i= kel

Per tant, les constants de «desintegracié> dels coets

son: -
Urel

agp

(&
Tfotonic — —

Testandard =

En conseqiiencia, la «vida mitjana> del coet fotonic
és de Tordre de 10* vegades més gran que la del coet
estandard:

Tfotonici - € 104

Testandard Urel
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