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Que fan els sistemes dinamics?

Marc Figueras] Josep Rius:f Francesc Pif i Gaspar Orriols®

Introduccié

En aquesta segona part del treball illustrarem que és
el que poden fer els sistemes dinamics i ho farem amb
I’exemple d’una familia de dispositius optics que cons-
titueixen un bon sistema per a l'estudi de dinamiques
de pocs graus de llibertat gracies a dos fets peculiars.
D'una banda, tenim que la seva dimensié efectiva pot
ser escollida a voluntat modificant l'estructura del dis-
positiu i, d’altra banda, resulta que exhibeixen una fe-
nomenologia dinamica molt completa. Aixi mateix, la
descripcid del sistema ens servira per mostrar la relacié
entre un dispositiu real, un model fisic basat en una
equacié en derivades parcials i un model reduit d’equa-
cions en derivades ordinaries.

La familia BOITAL

El nom BOITAL respon a lacronim de biestabilitat
optica induida térmicament amb absorcid localitzada.
Un dispositiu BOITAL consisteix basicament en una ca-
vitat interferometrica del tipus Fabry-Pérot on el mirall
anterior és parcialment absorbent, el mirall posterior és
totalment reflector i I’espaiador de la cavitat consisteix
en un conjunt de N capes de diferents materials trans-
parents. El paper d’aquests materials és produir efectes
termooOptics o variacions del cami optic amb la tempera-
tura, i estan ordenats de tal manera que els seus efectes
sén alternativament contraris. Els sistemes dinamics en
estudi consisteixen en un d’aquests dispositius iluminat
amb un feix continu de llum laser. La potencia de la llum
incident és el nostre parametre de control mentre que la
poteéncia de la llum reflectida ens informa del compor-
tament dinamic del dispositiu (vegeu figura 1).

La llum absorbida genera un focus de calor que es
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troba localitzat al mirall d’entrada i té una potencia
que és sensible a les interferencies entre la llum que
estd entrant i la que esta sortint enrere. Les variaci-
ons de temperatura dins la cavitat afecten el canvi de
fase que experimenta la llum i aixo, a través de les in-
terferéncies, provoca canvis en ’absorcié que modifiquen
al seu torn la temperatura. Observem com aquesta ca-
dena de dependencies es tanca sobre si mateixa de ma-
nera que constitueix un anell de realimentacié que, a
més, és no lineal. On apareix la no-linealitat? Doncs,
exclusivament en la funcié interferometrica que descriu
I’absorcid de llum i que representem per A(¥), on ¥ és
el canvi de fase de la llum en viatjar dins la cavitat (ve-
geu figura 2). D’altra banda, com que l'escalfor arriba
successivament a les diferents capes de l'espaiador, els
efectes termooptics alternativament contraris dels diver-
sos materials presenten retards temporals i el resultat és
Paparicié d’autooscillacions en la resposta del sistema.

El comportament dels dispositius BOITAL sembla
ben descrit per I'equacié homogenia de difusié de la ca-
lor sotmesa a les oportunes condicions de continuitat i
frontera. L’equacié dinamica és
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on T'(z,t) representa la distribucié de temperatures en
funcié de la profunditat dins de 'espaiador i en funcié
del temps, 1 D(z) descriu la difusibilitat téermica en
funcié del material de les diverses capes. La condici6
de frontera rellevant és la que té compte de la font de
calor en la pellicula prima del mirall d’entrada i que es
pot escriure com

& [‘Z_f] = A(W)g ~ hiTmg (2)

on apareixen la conductivitat teérmica k, la funcid in-
terferometrica A(¥) que descriu l'absorcio, la intensitat
lluminosa incident Ir i un coeficient h que caracteritza
unes perdues convectives. Finalment hem d’explicitar la
influeéncia de la distribucié de temperatures sobre la fase
optica ¥ a causa de les variacions en I'index de refraccié
tal que
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on hem suposat que, per comparacié a la propagacio
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Figura 1: Dispositiu BOITAL illuminat per un feix de llum
d’una certa potencia mentre un detector mesura la potencia
de la llum reflectida i ens informa del comportament del sis-
tema. Dins del dispositiu funciona un bucle de realimentacio
entre I'absorcié de llum al mirall d’entrada, la propagacio
termica, els canvis de cami optic per variacions de tempera-
tura i les interferéncies de la llum alla on es produeix ’ab-
sorcio. La no-linealitat sorgeix de la funcié interferometrica
que descriu I'absorcié en funcié del canvi de fase optica. En
escalfar-se, el vidre s’expandeix mentre que els liquids dis-
minueixen el seu imdex de refraccié i, per tant, produeixen
efectes contraris sobre el cami optic davant les variacions
de temperatura. En un dispositiu es posen capes de mate-
rials alternativament contraris. Els efectes de competéncia
entre capes, combinats amb la realimentacio no lineal, origi-
nen fenomens dinamics que poden ser observats en la llum
reflectida gracies a les interferéncies

A(W) |

0 T T T T T T T
0 2n 4r 61 87

Wy

Figura 2: Representacié de I'absorcié que té lloc al mirall
d’entrada en funcié del canvi de fase que la llum experi-
menta en donar una volta dins la cavitat optica. Aquesta
funcié interferomeétrica constitueix la no-linealitat dels siste-
mes BOITAL i logicament sera molt més efectiva com més
gran sigui el contrast interferencial

manera que ’absorcié en un instant donat és determi-
nada per la distribucié de temperatures del mateix ins-
tant.

Fixem-nos en el bucle de realimentacié contingut en
el conjunt d’aquestes tres equacions. L’equacié en de-
rivades parcials és, en aquest cas, lineal pero esta sub-
jecta a una condici6 de frontera que és no local, ja que
U depen de la distribucié de temperatures, i és no li-
neal a causa de la A(V). La variable del problema és la
funcié T'(z,t), amb 0 < z < L, i aixo fa que, en principi,
el sistema matematic sigui de dimensié infinita. Ara
bé, es pot demostrar que aquest sistema admet una re-
duccié a un sistema d’equacions diferencials ordinaries
d’ordre N practicament equivalent a l’original des del
punt de vista dinamic. Aixo ens indica que la dimensié
dinamica efectiva del dispositiu és igual al nombre de ca-
pes introduides a 'espaiador. El sistema reduit es pot
escriure com
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on els coeficients bj; i a; estan relacionats amb els di-
versos parametres fisics del sistema i1 es compleix que
S>a; = 1. Vg és proporcional a la intensitat incident.
Les variables dinamiques ¥; representen els canvis de
fase parcials que la llum experimenta en cada una de
les diverses capes i son proporcionals a les temperatu-
res mitjanes d’aquestes capes. Aixi doncs, un sistema
BOITAL evoluciona en 'espai de fases de dimensié N
definit per les ¥, i la familia BOITAL viu en un espai
de parametres entre els quals els més significatius sén
els gruixos i els coeficients termooptics de les diverses
capes. La resposta observada es caracteritza per la fase

Revista de Fisica / 1r semestre de 1998

13



14 Revista de Fisica / 1r semestre de 1998

total ¥ = > ¥; que determina la reflexié de I'inter-
ferometre a través d'una funcié R(T), semblant pero de
sentit contrari a A(P¥).
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Figura 3: Solucié estacionaria d’un sistema BOITAL amb
uns miralls determinats i un espaiador qualsevol amb un
nombre arbitrari de capes. Per a un valor donat de la
poténcia incident podem tenir mmiltiples respostes, cada una
d’elles corresponent a una distribucié de temperatures au-
toconsistent amb el bucle de realimentacid. La solucio de
partida correspon a la poténcia nulla i les solucions addici-
onals van apareixent i desapareixent per parelles en bifur-
cacions del tipus sella-node. Les branques representacdes en
Iinia continua descriuen els nodes i en linia trencada les se-
lles. En variar la poténcia d’entrada amunt i avall obtenim
un cicle d’histéresi delimitat per dos salts de commutacio
que indiquen la desaparicio de I'estat estable on es trobava
el sistema. En el requadre superior es mostren els retrats de
Pespai de fases per a tres poténcies incidents determinades i
per al cas d’un sistema de dimensié dos

Passem ara a veure alguns dels fenomens que es manifes-
ten en la resposta de la familia BOITAL. Per comencar
s’ha de considerar la solucid estacionaria que correspon
a la condicié d’anullar les derivades temporals en les
equacions dinamiques i que normalment consisteix en

un o diversos punts fixos situats en determinats llocs de
I’espai de fases.

Multiplicitat de solucions. Bifurcacié sella-
node

El primer pas per obtenir dinamica interessant és sem-
pre, i per a qualsevol sistema, I'aparicié de noves so-
lucions. Aixd és possible gracies a les no-linealitats i
acostuma a produir-se mitjancant 'anomenada bifur-
cacid sella-node. Com veurem, aquest tipus de bifur-
cacio es manifesta sobre la solucid estacionaria quan és
analitzada en funcié d’un parametre de control i afecta
només una dimensié de l'espai de fases. Per tant, és
un fenomen possible en sistemes de qualsevol dimensid,
incloent-hi la dimensié u.

A la figura 3 es mostra com és la solucié esta-
cionaria en funcié de la potencia de llum incident per
a un sistema BOITAL amb uns miralls determinats. La
corba representa la poténcia reflectida que és igual a
la potencia incident multiplicada per la reflexié interfe-
rometrica R(¥). Si la ¥ romangués fixa tindriem una
recta de pendent igual a E(¥) i, per tant, el que ex-
pressa la grafica és que la fase Optica ¥ va variant en
funcié de la potencia incident. La solucid estacionaria
reprodueix de forma distorsionada la funcié no lineal i,
si bé no es mostra a la figura 3, la grafica presenta suc-
cessives ziga-zagues d’acord amb el caracter periodic de
la funcié A(¥). Com que aquesta funcié només depen
de les propictats dels miralls, resulta que la mateixa so-
lucié estacionaria correspon a tota la familia BOITAL,
que, amb uns miralls determinats, tenen un espaiador
qualsevol. S’ha de tenir en compte, pero, que els punts
fixos de la solucid estacionaria es troben en un espai de
fases de dimensid igual al nombre de capes i que aquest
podra variar de sistema a sistema.

Fixem-nos ara en els detalls significatius de la so-
lucié estacionaria. Una primera cosa a observar és la
coexisténcia de miiltiples solucions per a un mateix va-
lor del parametre de control. Cada una de les solucions
correspon a una distribucié de temperatures que deter-
mina una fase W, la qual justament fa que hi hagi I'ab-
sorcid que correspon a la distribucié de temperatures en
qiiestié. Sembla un circumloqui pero, de fet, és el bu-
cle de realimentacié i la condicid que es tanqui de forma
autoconsistent alld que determina que tinguem o no una
solucid. La no-linealitat de la funcid A(¥) permet que
la condicié d’autoconsistencia es pugui satisfer per a di-
versos valors de W i d’aqui la multiplicitat de solucions.
Més avall veurem que el sistema es trobari en un o altre
estat depenent del que li hagi passat amb anterioritat.

Un segon aspecte a remarcar és 'estabilitat de les
diverses solucions i aix0 si que pot canviar a mesura que
creix la dimensié. Quan el sistema és de dimensio u
0 es comporta com si ho fos, resulta que les diferents
brangues de la solucid estacionaria corresponen alterna-




tivament a punts node del tot estables i a punts sella
amb una dimensié inestable. En els punts estables la
realimentacié del sistema és negativa, cosa que vol dir
que, si per alguna causa el sistema s’allunya una mica
del punt fix, la realimentacié el fa retornar al mateix
punt (per aixo és estable!). Als punts sella, en canvi, la
realimentacié del sistema és positiva, de manera que, si
una pertorbacié I'allunya del punt, aquest desplagament
s’amplifica i condueix el sistema vers un dels dos nodes,
que serd el de dalt o el de baix segons el sentit de la
pertorbacié inicial.
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Figura 4: Resposta d’un dispositiu BOITAL amb una capa
de 200 pum d’oli de gira-sol entre els miralls. Logicament
només observem les solucions estables i els salts de commu-
tacié entre elles. Hem de suposar que hi ha una branca sella
enmig de cada parell de branques estables. Els tres cicles
d’histéresi que apareixen encavalcats s’han obtingut fent es-
combrades successives amunt i avall de la potencia incident.
També podem suposar amb certesa que el sistema presenta-
ria encara més branques estables per sota de les registrades
si haguéssim continuat les escombrades fins a poténcies més
elevades

Per veure una mica el comportament dinamic del sis-
tema anem variant el parametre de control a fi de
recorrer la solucié estacionaria. Partim de zero i anem
augmentant la poteéncia incident. Al comengament
només tenim una solucio i és estable, pero podem ob-

servar com a una certa potencia apareixen dues noves
possibles solucions. Hi ha hagut un canvi qualitatiu a
I’espai de fases: dos punts fixos, un node i una sella, han
nascut simultaniament i en el mateix lloc de 'espai de
fases a través d’una bifurcacio sella-node. De moment,
perd, el sistema segueix la mateixa solucié d’abans men-
tre que les altres dues solucions es van separant entre
si. Arriba un moment que la sella s’acosta fins a to-
car el node on es troba el sistema i totes dues solucions
desapareixen en una nova bifurcacié sella-node de sentit
contrari a la primera. En esvair-se I’atractor que el rete-
nia, el sistema es troba de sobte dins la conca d’atraccié
d’un altre punt node i se n’hi va fent el que s’anomena
un salt de commutacio.
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Figura 5: Resposta d’un dispositiu BOITAL espaiat amb
una bicapa de vidre i oli de gira-sol, amb gruixos respec-
tius de 400 i 350 pm. En aquest cas el registre recull dues
branques de la solucié estacionaria amb un cicle d’histéresi,
semblant als de la figura 4 perd més curt. La novetat és que,
en una zona concreta de la segona branca, la solucié esta-
cionaria es fa inestable i el sistema entra en un estat oscil-
latori. Si observem el comportament en funcié del temps per
a una poténcia incident fixa, obtenim una evolucié temporal
com la que mostra el requadre. Representant aquest senyal
temporal en funcié d’ell mateix pero desplagat un cert inter-
val de temps T, podem obtenir un simil de I’atractor en un
espai de fases de dimensié dos
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Si seguim augmentant el parametre de control el sis-
tema seguira sobre aquest node fins que torni a trobar
una bifurcacié sella-node i hagi de fer un nou salt de
commutacié. Si en lloc de seguir augmentant-lo tornem
enrere, el sistema es manté en la solucié estable en que
es troba fins que aquesta desaparegui en la bifurcacié
corresponent. Fixem-nos que, en aquest viatge d’anada
i tornada per sobre de la solucid estacionaria, no hem
anat 1 tornat pel mateix lloc, siné que hem fet un cicle
d’histéresi definit per dues bifurcacions sella-node que
han produit dos salts de commutacié. Aquest tipus de
comportament és el que s’observa en la resposta d’un
dispositiu BOITAL amb un espaiador unicapa (vegeu
figura 4).

d@ Bifurcacio
de Hopf

- >
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parametre de control
Figura 6: IMustracié del fenomen de la bifurcacié de Hopf.
Hem representat esquematicament els canvis qualitatius que
es produeixen en un espai de fases bidimensional en funcio
del pararuetre de control. Un node estable es converteix en
focus i la convergencia del flux en espiral es va fent cada
vegada més lenta. A la bifurcacié de Hopf, el flux en espiral
passa de convergent a divergent, el focus s’ha fet inestable i
un nou tipus d’atractor s’ha format al seu voltant per recollir
el flux emergent. Ha nascut un cicle Iimit que descriu una
evolucié temporal periodica de les dues variables amb un
cert desfasament entre elles. En aquest estat el sistema es
manté en oscillacio autosostinguda gracies a la realimentacio
no lineal i als efectes de competeéncia entre els dos graus de
llibertat

AutoosciHacions. Bifurcacié de Hopf

Quan la dimensié dinamica del sistema és dos, a més a
més de les coses que hem comentat anteriorment, poden
succeir-ne de noves. Una d’elles és el fet que, per a un
cert valor del parametre de control, el sistema es pot
posar a oscillar de forma autosostinguda i aix{ ho mani-
festa en la potencia de llum reflectida (vegeu figura 5).

El pas d’un comportament estacionari a un d’oscillatori
té lloc mitjancant ’anomenada bifurcacio de Hopf, que
és un fenomen que afecta dues dimensions del punt fix
(vegeu figura 6). En variar el parametre de control el
node estable primer es transforma en focus i després s’i-
nestabilitza, mentre que al seu voltant apareix un nou
tipus de solucié atractiva: una orbita periodica també
anomenada cicle limit. La inestabilitat bidimensional
del punt fix s’ha produit perque la competencia entre
els dos graus de llibertat permet un efecte de realimen-
tacié positiva que amplifica les petites fluctuacions. El
flux emergeix del focus inestable pero, a mesura que s’a-
llunya, tendeix a ser frenat pel creixement dels efectes
no lineals i el resultat és un nou atractor en forma de
corba tancada on el sistema déna voltes periodicament.
Aquesta corba o cicle limit correspon a dos graus de
llibertat que han entrat en oscillacié periodica amb la
mateixa freqiiencia perd amb un cert desfasament mutu.
La freqiiencia d’oscillacié és determinada pels mecanis-
mes de la dinamica interna i s’ha de remarcar que el
sistema va oscillant tot i que el parametre de control
romangui constant.

L’amplitud de l'oscillacio i, per tant, del cicle limit
és al principi petita pero pot créixer notablement a me-
sura que ens allunyem de la bifurcacié. Aixo ens recorda
el que va succeir el 7 de novembre de 1940 amb el pont
sobre el riu de Tacoma Narrows, el qual va entrar en
oscillacié de tipus torsional sota l’accié d’un vent i va
acabar ensorrant-se. Aquest fet a vegades s’ha atribuit
erroniament a una ressonancia forcada induida per un
vent oscillant del qual, pero, ningt té constancia. Tot
sembla indicar que es va produir una bifurcacié de Hopf
amb la mala sort que 'amplitud de l'oscillacié va su-
perar la resistencia de l'estructura. L’exemple ens per-
met remarcar la diferencia entre la bifurcacié de Hopf i
la ressonancia d’un oscillador forgat.

Les propietats de qualsevol fenomen dinamic sén ge-
nerals i, a la practica, podem prescindir completament
dels detalls concrets del sistema que estiguem estudiant.

De fet, aixi ho farem al llarg de l'article i sovint
perdrem de vista les temperatures i la llum. Aixo no
obstant, de tant en tant convé pensar en que és el que
esta succeint dins d’un sistema dinamic concret. Con-
siderem, per exemple, un dispositiu BOITAL en oscil-
lacié autosostinguda després d’haver fet una bifurcacid
de Hopf. Tenim que 'absorcié de llum va variant en el
temps perque les interferencies aixi ho manen i en re-
sulta una ona de variacions de temperatura que es pro-
paga per 'espaiador. Les variacions de temperatura fan
variar el cami optic de les dues capes amb un cert des-
fasament entre elles i el canvi de fase que experimenta
la llum en resulta conseqiientment afectat. Les varia-
cions en el canvi de fase optica afecten la potencia de
llum en el mirall absorbent a través de les interferencies
i ja tenim tancat el bucle de realimentacié. Com que




I'oscillacio funciona de forma estable, aixo vol dir que hi d’atraccié del cicle limit i la d’un altre atractor situat

ha sincronitzacié temporal i balang energetic entre les en un altre lloc de l'espai de fases. En el moment
variacions en la potencia absorbida i el transport teérmic just d’entrar en contacte, la varietat atractiva i la
a través de les capes de l'espaiador. En aquest cas la repulsiva coincideixen una amb Daltra i ambdues es
freqiiencia d’oscillacié esta relacionada amb el temps de confonen amb el propi cicle limit, i constitueixen el que
difusi6 termica dins la cavitat. Tot aix0, no ho oblidem, s’anomena orbita homoclinica. El periode de 1'0orbita
amb la potencia incident fixa. ha anat augmentant en apropar-se a la sella i acaba

De tota manera el lector curids encara 1no esti fent-se infinit en el moment de la connexié homoclinica.
satisfet 1 es pregunta per que ho fa aixo el dispositiu?, Aixo és degut a l'efecte ralentitzador del punt fix ja
per qué no s’estd quiet?, per que ha fet la bifurcacié que, recordem-ho de quan tractavem del pendol, tant
de Hopf? Doncs, resulta que la solucié estacionaria on larribada com la sortida del punt sén asimptotiques
el sistema podua estar quiet s’ha fet inestable. Aixo en el temps. Duent el parametre de control més enlla
vol dir que la solucié. el punt fix. existeix pero el sistema de la connexié homoclinica el que tenim és la desaparicié
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Figura 7: IHustracié del fenomen de bifurcacié homoclinica en una seqiiéncia de cine retrats de Iespai de fases. a) El node
d’una parella sella-node s’ha fet focus. b) El focus ha fet una bifurcacié de Hopf i fent-se inestable ha generat un cicle limit.
c¢) Mentre el cicle limit va creixent i es va acostant a la sella, aquesta plega una branca de la seva varietat invariant atractiva
i tendeix a embolcallar el cicle Iimit. d) El cicle limit entra en contacte amb la sella i, alhora, les seves varietats invariants es
connecten entre si i es confonen amb el cicle lIimit. L’0orbita periodica s’ha convertit en homoclinica i el periode s’ha fet infinit
perque el pas pel punt sella és doblement asimptotic. e) El cicle Iimit ha desaparegut i les varietats invariants de la sella s’han
creuat. En la zona no hi ha cap atractor i el flux se’n va cap a l'altra banda de la sella

no s’hi esta perque qualsevol pertorbacié el fa marxar. del cicle limit i, ara, totes les trajectories que surten del
Els mecanismes dinamics a través de la realimentacié focus inestable escapen cap a ’altre atractor. Ha succeit
tendeixen a amplificar I'efecte de les pertorbacions un nou tipus de bifurcacié que ha afectat una zona ex-
externes i a convertir-lo en un moviment oscillatori a tensa de l’espai de fases i, en particular, ha destruit una
una determinada freqiiencia. orbita periodica fent-li el perfode infinit. Es parla d’una

< . . L. bifurcacio homoclinica.
Influéncia de la sella. Bifurcacié homoclinica

En el cas de dimensié dos que estem considerant no
succeeix gaire cosa més del que acabem de dir i aixi ho
illustra la figura 8 per a un dispositiu BOITAL bicapa.
Ara bé, en sistemes de dimensié més alta les bifurcaci-
ons homocliniques poden generar dinamiques complexes
de tipus caotic. El fet essencial és que quan la sella s’a-
costa a la connexié homoclinica es i produeix un flux
que circula de forma recurrent a prop seu. Es a dir, hi
ha un conjunt de trajectories que passen a la vora de
la sella, s’allunyen i tornen a acostar-s’hi tot seguint les
varietats invariants d’aquesta.

La bifurcacié de Hopf d’un punt estable és un fenomen
que implica necessariament que el punt en qiiestié parti-
cipi també en una bifurcacié sella-node. Aixo vol dir que
I’orbita periodica té o tindra un punt sella en les seves
proximitats. Imaginem-nos, doncs, una orbita periodica
que, en anar variant el parametre de control, va crei-
xent a la vora d’un punt sella. Que passara si ’orbita
s’acosta a la sella fins a tocar-la?

Per comprendre bé la situacié ens ajudarem dels
diagrames de la figura 7 que illustren el cas d’un
sistema de dimensié dos. Recordem que un punt sella

té una varietat invariant atractiva o d’entrada i una També és important saber que la bifurcacié ho-
varietat repulsiva o de sortida. Aquestes varietats sén moclinica és un fenomen lligat a la bifurcacié de Hopf, i
corbes que van modificant-se en canviar el parametre ambdds a la bifurcacié sella-node. De fet, el conjunt de
de control i el seu paper és essencial en el fenomen que les bifurcacions que pugui arribar a fer la familia d’'un
ara considerarem. Abans de produir-se el contacte, la sistema dinamic forma una estructura ben lligada a ’es-
varietat repulsiva de la sella va a morir al cicle limit pai de parametres. Es com un trencaclosques amb dife-
i la varietat atractiva fa de separatriu entre la conca rents nivells que mai s’arriba a resoldre completament.
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Figura 8: Observacié d’una bifurcacié homoclinica en la res-
posta d’un dispositiu BOITAL amb una bicapa de vidre i oli
de 140 i 75 pm respectivament. Els registres presenten una
sequéncia d’evolucions temporals de la llum reflectida obtin-
gudes per a diferents poténcies incidents. L’estat oscillatori
ha nascut d’una bifurcacié de Hopf a una poténcia inferior.
L’amplitud de I'oscillacié va creixent amb la poténcia i el
periode es va allargant sota la influéncia de la sella cada ve-
gada més propera. Els plegaments que apareixen primer en
els maxims i després en els minims del senyal son efectes in-
terferencials sense significacié dinamica. Al mig de la panxa
que s’estira és on 'evolucié passa prop de la sella i, per aixo,
s’hi entreté. A causa de les fluctuacions en la poténcia del
feix laser no som capagos de seguir el creixement asimptotic
del periode fins al final i ens adonem que la bifurcacié ho-
moclinica ja s’ha produit quan observem el que mostra el
registre de baix de tot. L’orbita periodica ha desaparegut i
tenim una evolucié transitoria que déna unes voltes al focus
inestable i s’acosta cada vegada més a la sella fins a passar a
Paltra banda per dirigir-se a un altre atractor que, en aquest
cas, és també un estat oscillatori

(a) cicle limit

)
B~
3 qe\po\
In"aré

(c) orbita periddica B C—
sobre un torus secci6 de Poincaré
O d'una orbita
> quasiperiodica

(e)
el secci6 de Poincaré
¢ . % duna orbita
* .. periodica sobre
: un torus

Figura 9: IHustracié d’una bifurcacié de Hopf sobre un cicle
Iimit, que provoca el naixement d’un torus. En una seccio
de Poincaré el fenomen és equivalent a la bifurcacié de Hopf
d’un punt fix. L’evolucié del sistema damunt del torus és una
oscillacié associada a dues freqiiéncies. Si el quocient entre
aquestes freqiiéncies és un nombre racional, la trajectoria es
tanca sobre si mateixa i constitueix una orbita periodica i a
la seccié de Poincaré apareixen un nombre discret de punts
d’interseccid. Si les dues freqiiéncies sén incommensurables
tenim una orbita quasiperiodica que no arriba mai a tancar-
se 1 omple de forma densa tota la superficie del torus. En
aquest cas la seccié de Poincaré mostrara una corba continua
i tancada, com si fos un cicle Iimit

Orbites quasiperiodiques i torus invariants.
Bifurcacié de Hopf d’un cicle limit

Fins a dimensié dos ja hem vist tots els atractors pos-
sibles: punts fixos i cicles limit. Que més pot passar
quan augmentem la dimensié de Pespai de les fases? Els
torus invariants son 'extensié natural d'un cicle a una
dimensié superior.

Que representa un torus? Un cicle limit descriu una
oscillaci6 periodica a una freqiiencia determinada que ha
sorgit d’una bifurcacié de Hopf ocorreguda en un subes-
pai de dimensié dos de l'espai de fases. Un torus és un
objecte nascut d’un cicle limit que s’ha inestabilitzat i
ha experimentat una segona bifurcacié de Hopf en un pla
transversal al sentit del cicle (vegeu figura 9). Un torus
necessita, per tant, un espai de fases de dimensio tres,
com a minim, i expressa que el sistema esta evolucionant
amb dues freqiiencies d’oscillacié. Pero hem d’anar amb
compte amb els torus. Si les dues freqiiencies sén com-
mensurables (el seu quocient és racional), atractor no
és el torus, sind una corba tancada que esta sobre la su-
perficie del torus i I'oscillacié és peridodica amb periode
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Figura 10: Evolucions temporals que mostren com una oscillacié periodica esdevé quasiperiodica a través d’una bifurcacié de
Hopf que genera una segona oscillacié més lenta que la inicial. També es mostren els atractors corresponents obtinguts en un
simil d’espai de fases amb la técnica de representar el mateix senyal perd amb retards successius sobre tres eixos ortogonals.
Els registres descriuen la resposta d’un dispositiu BOITAL quatricapa (vidre, gel optic, vidre i oli de gira-sol amb gruixos de
140, 35, 400 i 350 jun) per a tres poténcies incidents diferents
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Figura 11: Evolucions amb dues freqiiéncies d’oscitlacié observades en la resposta de dispositius BOI TAL de dimensio tres. En
ambdds casos la situacié correspon a una orbita periodica que ha estat generada per bifurcacié de Hopf d’un punt node i que
ha crescut fins a apropar-se molt a una sella, la influéncia de la qual ha introduit la segona freqiiéncia i ha fet que I’evolucié
deixés de ser periodica. En el cas de dalt, la sella és un punt focus amb una espiral atractiva i, en el cas de sota, tenim un cicle
Ifmit sella que ha sorgit d’una bifurcacié de Hopf del focus sella. L’aperiodicitat d’ambdds senyals es manifesta en el nombre
d’oscillacions rapides que cada cop és diferent
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igual al minim comu multiple dels dos periodes com-
binats. Si les dues freqiiencies sén incommensurables,
aquesta corba no es tanca mai sobre si mateixa i acaba
omplint tota la superficie del torus, de manera que en
aquest cas si que podem dir que el torus és l'atractor.
L’orbita que dona voltes al torus sense tancar-se corres-
pon al que se’n diu una oscillacié quasiperiodica.’

El torus que acabem de descriure és un objecte de di-
mensié dos, una superficie, i com a minim necessita tres
dimensions per viure. Es parla d’un torus-2 i, suposant
que les amplituds de les dues oscillacions superposades
es mantinguin uniformes, tenim la tipica imatge d’un
“donut”. S’ha de remarcar, pero, que els torus poden
presentar formes diverses i, a més a més, a mesura que
augmenta la dimensié del sistema sén possibles torus
multidimensionals que contenen orbites basades en un
nombre superior de freqiiencies.

Els torus sén molt corrents en els sistemes conser-
vatius, fins i tot torus de dimensié arbitrariament alta.
En preseéncia de dissipacié la situacié és diferent. Per
exemple, I'observacié d’un torus-2 constitueix un feno-
men relativament rar i quan es produeix acostuma a ser
en sistemes de dimensié quatre com a minim. Aquest és
el cas que es mostra a la figura 10 i que correspon a la
resposta d’un dispositiu BOITAL amb quatre materials
dins de la cavitat.

OsciHacions amb estructura complexa.
Maultiples bifurcacions de Hopf

En aquest apartat toquem la qiiestié de fins a quin punt
pot fer-se complexa la resposta d’un sistema dinamic
si considerem dimensions cada cop més elevades. Ja
hem parlat, i més endavant hi tornarem, del caos de-
terminista que es pot produir a partir de dimensio tres.
Ara, perd, ens interessa un aspecte diferent. Volem sa-
ber quantes freqiiencies diferents pot arribar a exhibir
I’evolucié temporal d’un sistema de dimensié N i quin
tipus de senyals poden resultar de la combinacié no li-
neal de les oscillacions a les diferents freqiiencies. Quan
parlem de freqiiencies diferents no pensem en ’espectre
de Fourier d’un senyal que per alguna rad ha deixat de
ser harmonic o fins i tot periodic, sin6 en oscillacions
intrinsecament diferents. Oscillacions associades a di-
ferents graus de llibertat del sistema, que sorgeixen de
forma autonoma unes de les altres pero que, quan ad-
quireixen una mica d’amplitud, sén acoblades pels me-
canismes no lineals i originen senyals d’estructura com-
plexa. Aix0 no treu que, d’altra banda o a més a més,
el sistema entri en régim caotic cosa que fa que la seva
evolucié es torni aperiddica i doni una certa impressié
d’aleatorietat.

Acabem de veure a I’apartat anterior que, mitjancant

tQuasiperiodica no equival a aperiodica encara que ambdues
siguin no periodiques. Un senyal quasiperiodic té un espectre
de Fourier discret amb les freqiiencies caracteristiques i les seves
harmoniques.

diverses bifurcacions de Hopf produides successivament
una sobre el resultat de 'anterior, es poden obtenir to-
rus de dimensié igual al nombre de bifurcacions i que
I’orbita que viu sobre un d’aquests torus descriu una
oscillacié periodica o quasiperiodica basada en tantes
freqiiencies diferents. També hem dit, pero, que els to-
rus sén escapols i dificils d’observar en els sistemes dis-
sipatius. D’altra banda, també s’ha de dir que un cicle
limit pot experimentar altres dos tipus de bifurcacions
a més de la de Hopf. El doblament de periode, que es
pot veure a la figura 2, i la sella-node de cicles limit, que
és equivalent a la de punts fixos. Ambdues bifurcacions,
perod, no introdueixen noves freqiiencies en el comporta-
ment del sistema. En aquest sentit la bifurcacié de Hopf
és tnica.

Ara veurem que hi ha una forma més basica, de fet
prévia a la dels torus, per generar senyals dinamics amb
multiples freqiiencies. Considerem una parella de punts
fixos, sella i node, que han sorgit d’una bifurcacié sella-
node en un espai de fases de dimensié N. El node en
principi és estable en totes les direccions mentre que el
punt sella té només una direccié inestable que el con-
necta amb el node. De dues en dues, les direccions
estables es poden anar inestabilitzant en diferents bi-
furcacions de Hopf i d’aquesta manera els dos punts en
conjunt poden arribar a experimentar fins a N — 1 bi-
furcacions. Es a dir, als voltants dels punts fixos es van
formant, per a diferents valors dels parametres, uns flu-
xos en forma d’espiral que donen lloc primer a un com-
portament tipus focus convergent i després a un cicle
limit que sorgeix del punt. Cada un d’aquests processos
es produeix en un pla de diferent orientacié a ’espai de
fases i genera una freqiiencia d’oscillacié diferent. La
majoria dels cicles limit sén inestables, de fet son selles,
i no s’observen directament pero, en canvi, si que mani-
festen la seva influéncia sobre el cicle limit estable que
puguem estar observant. A més a més, si la dimensié
ho permet, també es poden formar torus a partir dels
cicles limit, perd s’ha de remarcar que les freqiiencies
generades seran les mateixes que les dels punts fixos.

El que acabem de dir de forma tan generica ens ho
illustren els senyals de la figura 11 per a un sistema
de dimensié tres i els de la figura 12 per a un cas de
més complexitat corresponent a dimensié sis. En un es-
pai tridimensional no poden manifestar-se més de dues
freqiiencies, 'una associada al node i I’altra a la sella, ja
que els plans de les dues bifurcacions de Hopf cobreixen
tot I’espai. En un espai de dimensié sis el punt node
com a maxim podra inestabilitzar-se en tres plans dife-
rents i podra originar fins a tres freqiiencies. El punt
sella només ho podra fer en dos plans, ja que de nai-
xement té una direccié inestable. En total el sistema
podra exhibir fins a cinc freqiiencies diferents en la seva
evolucié temporal. No cal que ens fixem gaire en els de-
talls, ni tampoc en el fet que els senyals de la figura 111




el de la banda dreta de la figura 12 siguin aperiodics. El
que ara ens importa destacar és que tenim una evolucid
determinista amb un cert grau de complexitat. La repe-
titivitat estructural del senyal expressa clarament que el
sistema estd evolucionant sota el control dels seus meca-
nismes interns, és a dir, de forma determinista. El grau
de complexitat és dificil de quantificar pero el podem
posar en evidéncia fent-nos la pregunta de que dirien els
que estan escodrinyant els confins de l'univers si detec-
tessin senyals com els de la figura 12 provinents d’una
galaxia llunyana. I cal no oblidar que, en el nostre cas,
el responsable no és altre que un entrepa de vidres i
liquids entre dos miralls, ni tampoc que el nombre de
pisos d’un entrepa no sembla que tingui limit des d’un
punt de vista fonamental.
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que pot arribar a fer un sistema dinamic de dimensié
N. Aixo si, donant per suposat que N pot ser tan gran
com convingui, que, d’aixo, ja se’n cuida la realitat. Tot
seguit, pero, s’ha de dir que entre els sistemes dinamics
correntment estudiats no se’n coneixen gaires que facin
senyals semblants al de la figura 12. De fet, els sistemes
BOITAL han estat els primers i, fins ara, els unics. Pero,
és clar, estem parlant de sistemes estudiats al laboratori
o a lordinador. Potser a fora el carrer les coses sén més
riques, qui sap! Ara és’hora de notar una particularitat
dels sistemes BOITAL que és en gran part responsable
de la seva riquesa dinamica: la no-linealitat A(¥) és
funcié d’una combinacié lineal de totes les variables ¥ ;.
Aixd no és corrent i, de fet, en els models normalment
estudiats les no-linealitats acostumen a afectar una o,
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Figura 12: Dues evolucions temporals de certa complexitat observades en la resposta d’un dispositiu BOITAL de dimensio
sis. Aquests senyals formen part d’una série per a diferents poténcies incidents que mostra un procés d’aparicié de les cinc
freqiiéncies d’oscillacié del sistema. El cas de I’esquerra correspon a una poténcia a la qual només s’observen tres freqiencies.
Totes provenen del node i atractor que estem observant és encara lluny de la sella. En augmentar la poténcia incident, I'atractor
s’apropa a la sella i manifesta la seva influéncia en les dues freqiiéncies addicionals que es poden apreciar en el cas de la dreta.
En aquest cas la sella encara no ha fet cap bifurcacié de Hopf pero conté dues espirals atractives que sén responsables de les
oscillacions. Les freqiiéncies de la sella tenen valors intermedis a les del node i totes estan identificades sobre els registres amb
uns nimeros que expressen l'ordre de petita a gran. Noteu que el periode més llarg és unes 16.000 vegades el periode més curt i,
si voleu una idea més intuitiva, penseu que aix0 significa que, si el periode rapid fos un dia, la seqiiéncia d’oscillacions tornaria

a comencar de nou al cap de 45 anys

Bé, hem arribat a un punt que no tenim clar. Es-
tem a la frontera del nostre treball d’investigacié. Ens
fem la pregunta de si realment hem trobat un cami a la
complexitat a través de les N — 1 bifurcacions de Hopf

com a maxim, dues variables del sistema. En contrast,
si pensem en sistemes de naturalesa economica o social
els mecanismes d’acoblament global semblen a l’ordre
del dia.
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En particular, potser tenim un cami relacionat amb
lorigen de la turbuléncia o, dit d’altra manera, un cami
que condueixi a la turbuléncia dins de la teoria dels sis-
temes dinamics. L’origen de la turbulencia, ja sigui en
fluids i en les equacions de Navier-Stokes, o en altres
equacions en derivades parcials més simples, és un pro-
blema encara pendent de resoldre. Rayleigh i Reynolds
van ser dels primers a plantejar-lo ja fa més d'un segle.
Landau i el mateix Hopf van postular fa cinquanta anys
que una forma d’arribar a respostes amb caracteristiques
de turbuléncia podia ser a través d’una cadena indefi-
nida de bifurcacions que d’un punt fix duguessin a torus
de dimensions successivament més elevades amb tantes
i tantes freqiiencies diferents d’oscillacié. Aquesta idea
va ser abandonada definitivament al llarg dels anys se-
tanta perque, com ja hem dit, en els sistemes dissipatius
els torus sén objectes molt fragils i sobretot perque, en
aquell moment, es va descobrir el caos. Durant un cert
temps es van veure molts punts en comu entre el caos
i la turbuléncia, i els dos termes van ser usats com a
sindnims en no poques ocasions. Els punts en comu hi
sén i és possible que hi hagi caos en els regims turbu-
lents, perd els processos de generacié de caos no im-
pliquen la participacié de gaires graus de llibertat i no
serveixen per introduir un nombre elevat de freqiiéncies
caracteristiques del sistema.

Caos determinista i atractors fractals. Cas-
cades de bifurcacions

Ara volem diferenciar entre evolucions regulars i irregu-
lars, i aix0 independentment del seu grau de complexi-
tat. Hem parlat de solucions estacionaries en els punts
fixos, orbites periodiques en els cicles limit, i orbites
periodiques i quasiperidodiques damunt dels torus invari-
ants. Totes corresponen a comportaments regulars, fins
i tot les quasiperiodiques, que, recordem-ho, no s’arri-
ben a tancar mai perque resulten de la combinacié de
dues o més oscillacions amb freqiiencies incommensura-
bles entre si. Totes viuen sobre objectes de dimensi6
ben definida. Els punts sén de dimensié zero, els ci-
cles de dimensié u i els torus poden ser de qualsevol
dimensié entera a partir de dos. També hem parlat de
les evolucions irregulars dels estats caotics i d’algunes
de les seves caracteristiques, entre les quals la més sig-
nificativa és la sensibilitat a les condicions inicials i la
consegiient limitacié de predictibilitat. Com veurem, les
evolucions caotiques es desenvolupen damunt d’objectes
de dimensié no entera, és a dir, fraccionaria. Objectes
embolicats fets a base de plegaments i entortolligaments
successius i que formen part del mén dels fractals. Els
atractors que tenen aquest comportament sén anome-
nats atractors estranys i, malgrat que no és gens facil de-
terminar D’existéncia matematica d’'un d’aquests atrac-
tors, des del punt de vista practic s’acostuma a suposar
que n’hi ha un sempre que s’observa una evolucié caotica

que es desenvolupa atrapada en una zona ben definida
de 'espai de fases. En el garbuix de ’atractor es tro-
ben imbuides un nombre illimitat d’orbites periodiques
inestables, la qual cosa vol dir que per arribar-hi ha fet
falta un nombre indefinit de bifurcacions que les hagi
creat. Es podria pensar que, de fet, ’evolucié aperiodica
no és res més que una trajectoria que va seguint mo-
mentaniament les diferents orbites periodiques i saltant
entre elles de forma aleatoria. Perd aquesta interpre-
tacié no explicaria el comportament determinista obser-
vat en molts casos, tant numericament com experimen-
talment. El sistema en estat caotic evoluciona sota con-
trol de la seva dindmica i a I’espai de fases hi ha alguna
cosa ben definida vers la qual aquest sistema tendeix
asimptoticament.

Tradicionalment es diu que es coneixen tres tipus de
processos que duen al caos o, dit d’altra manera, en
tota situacié de caos sempre s’hi troba involucrat un
d’aquests processos com a minim. Sén les anomenades
rutes al caos: el doblament de periode, la ruta quasi-
periodica i les intermiténcies. No entrarem en detalls
sobre aquestes rutes, excepte pel que fa al doblament
de periode mostrat a la figura 2, i referim el lector a
qualsevol dels textos indicats a les referencies. Un fet
remarcable d’aquests processos és que presenten unes
caracteristiques generals independents del sistema con-
cret. Des d’un punt de vista més general se sap que, com
a rerefons de qualsevol procés al caos, sempre hi ha una
connexié homoclinica d’una solucié sella i és aquesta
connexié la que provoca la seqiiéncia d’esdeveniments
que transformen la resposta del sistema en caotica.

Passem ara a la qiiestié de com caracteritzar les evo-
lucions observades a fi i efecte de determinar si sén o
no cadtiques. Abans de res hem de recordar el fet que,
a lespai de fases, dues trajectories no es-poden tallar
si no és de forma asimptotica en una singularitat com,
per exemple, sén els punts fixos. Aixo ho demostra el
teorema d’unicitat de les equacions diferencials i aixo
implica que en espais de dimensié dos només poden
existir solucions regulars, ja siguin punts fixos o orbites
periodiques. El mateix succeeix damunt la superficie
d’un torus dos. Sén necessaries, com a minim, tres di-
mensions perque l’evolucié pugui ser aperiodica.

El primer indicador d’un possible comportament
cadtic és senzillament la propia irregularitat de 1’evo-
lucié observada. La transformada de Fourier del senyal
permet comprovar fins a quin punt ’espectre és continu i
quin rang de freqiiencies cobreix. La situacié més tipica
consisteix en un senyal que va variant, creixent i dismi-
nuint, d’una forma que sembla imprevisible o aleatoria
com és I'tiltim cas de la figura 2. Altres vegades la ir-
regularitat consisteix en variacions de detall en una es-
tructura més o menys complexa que es va repetint en
Ievolucid, com serien els casos de les figures 11 i 12.
Tan cadtic pot ser un tipus de senyal com l'altre. La




riquesa estructural 1 Paperiodicitat sén dues coses in-
dependents. Vista a ’espai de fases, ’evolucié caotica
consisteix a anar repetint indefinidament un determi-
nat tipus d’orbita pero fent cada volta diferent de les
anteriors. L’estructura i el contingut en freqiiéncies de
I’orbita basica és una cosa i el fet que les orbites suc-
cessives no siguin iguals n’és una altra. Aixo dltim és
lorigen de l'aperiodicitat i de ’espectre continu en la
transformada de Fourier. Allo primer determina el nom-
bre de freqiiencies caracteristiques i posa en evidencia el
nombre de graus de llibertat que participen efectivament
en la dinamica. Per exemple, en sistemes de dimensio
tres els estats caotics poden arribar a contenir fins a
dues freqiiencies caracteristiques i moltes vegades una
de les dues predomina clarament, tot i que la transfor-
mada de Fourier doni un espectre continu. Que ningui
es pensi que cada volta a I’atractor correspon a una de
les freqliencies de 'espectre continu o, dit d’altra ma-
nera, que el sistema en estat cadtic presenta infinites
freqiiencies caracteristiques.

Simulacié numeérica

Penseu, per exemple, en la llum reflectida pels dispo-
sitius BOITAL. Afortunadament, pero, esta demostrat
que un tnic senyal temporal conté tota la informacid
qualitativament significativa sobre l’evolucié dinamica
del sistema i, també, que és possible convertir aquest
senyal en una trajectoria dins un succedani de l’espai
de fases del sistema. Aquesta técnica, anomenada em-
bedding en angles, consisteix simplement a representar el
mateix senyal sobre diferents eixos, pero considerant va-
lors del senyal successivament separats en el temps per
una seérie de retards fixos que en cada cas s’han d’es-
collir apropiadament (vegeu exemples a les figures 2, 5,
101 11). L’espai de fases aixi definit pot tenir dimensié
arbitraria i en cada cas s’ha d’escollir la que sembli més
convenient. La trajectoria obtinguda déna una idea vi-
sual de la forma de l'atractor i de la possible presencia
de singularitats en el decurs del flux i, sobretot, per-
met observar detalls estructurals de 'atractor efectuant
seccions de Poincaré.

El que estemn dient es pot veure illustrat a la figura

Resultats experimentals

B

Figura 13: Estudi de latractor d’un sistema BOITAL que es troba emmig d'una bifurcacié homoclinica associada a un focus

sella que satisfa les condicions per generar caos. Els resultats de la simulacié numeérica i de ’experiment sén qualitativament

equivalents i les diferéncies sén degudes al fet que les dues representacions sén en espais diferents. Les seccions de Poincaré

realitzades en diferents zones de Iatractor iHustren els processos de contraccid, estirament i plegament que sofreix el flux en

donar-hi voltes i suggereixen la seva estructura fractal

Un segon grup d’indicadors es pot tenir a partir de
les propietats de I'atractor en que es troba el sistema.
Ara bé, mentre que en una simulacié numerica les re-
presentacions a ’espai de fases s6n immediates, la cosa
no és tan evident en un cas experimental on normal-
ment s’observa ’evolucié temporal d’una tnica magni-
tud que, a més, no té per que ser una de les variables.

13 on es presenten alhora un exemple numeric i un re-
sultat experimental, ambdds corresponents a una evo-
lucié temporal com la de la part superior de la figura
11. Es tracta d’una orbita que va passant repetidament
a la vora d’un focus sella que té una varietat atractiva
bidimensional del tipus espiral i una varietat repulsiva
unidimensional. La sella esta a punt de fer connexi6
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homoclinica, és a dir la varietat de sortida es plega i re-
torna cap a la sella prop de la varietat d’entrada. Aques-
tes varietats no estan representades en la figura pero
practicament coincideixen amb 'atractor i de fet 'estan
embolcallant. A cada passada vora la sella, la trajectoria
fa un nombre determinat de voltetes que depen de la
seva distancia relativa a la varietat atractiva. Si arriba
just per la varietat atractiva anira fent espirals indefini-
dament fins a tocar asimptoticament el punt i, en canvi,
en fara un nombre molt reduit si arriba molt allunyada
de la varietat. D’altra banda, podria ser possible que la
trajectoria es tanqués sobre si mateixa i llavors tindriem
una oOrbita periodica, pero en el cas de la figura 13 no
és aixi i la trajectoria observada és aperiodica. Aixo vol
dir que, des del punt de vista matematic, la trajectoria
no es repeteix mai i que a cada volta gran fa un nombre
(real) diferent de voltetes en lespiral. El fet que sigui
aixi depen dels detalls del flux a la vora del punt sella,
concretament depen de si 'apropament és més o menys
rapid que 'allunyament. El cas de la figura 13 correspon
a una situacié propera al limit en que podriem tenir una
orbita periodica estable i I’hem escollit perque atrac-
tor presenta una estructura molt clara. De fet, sabem
que, d’orbites periodiques, n’hi ha moltissimes, cada una
amb una forma lleugerament diferent, pero totes sén in-
estables i no sén observades en ’evolucié del sistema.
No obstant aixo, mitjancant tecniques de pertorbacid
polsada sobre un parametre, és possible mantenir 1’e-
volucié del sistema damunt d’una de les seves orbites
periodiques inestables. Es el que s’anomena control del
caos.

Considerem ara les seccions de Poincaré fetes en di-
ferents plans de I'atractor. Els punts de cada seccié re-
presenten les interseccions successives que la trajectoria
ha anat fent amb el pla escollit durant un cert interval
de temps i, si aquest interval és prou llarg, tenim una
descripcié aproximada de com és ’atractor en cada un
dels plans. Aquestes seccions posen de manifest les ope-
racions geometriques que tenen lloc a ’espai de fases en
una situacié de caos. Tenint en compte que 'escala de
les representacions va canviant, podem veure que des de
la seccié A fins a la C hi ha una forta contraccid que,
sent més pronunciada en una certa direccid, tendeix a
convertir l'atractor en una cinta. Des de la seccié C a
la D es pot apreciar un estirament que ha allargat I’am-
plada de la cinta i, finalment, de la seccié D a la A s’ha
produit un plegament que entortolliga I’atractor com un
cargol. En la contraccié posterior, el cargol es fica dins
del gruix de la cinta i, després, la cinta s’estira i fa un
cargol que la contraccié de nou ficara dins de la cinta.
Totes aquestes operacions estan associades a les propi-
etats del punt sella i van fent feina gracies que el flux
retorna de forma recurrent a la seva vora. D’una banda,
sembla que ’atractor sigui practicament una superficie,
és a dir, un objecte de dimensié dos, pero no és aixi ja

que la cinta té un cert gruix. Per tant, semblaria que
ocupa un volum, és a dir, que té dimensid tres. Ara bé,
si la trajectoria, en donar voltes, va passant successi-
vament per uns punts ben determinats del gruix de la
cinta sense omplir-la del tot i, alhora, els espais ocupats
son discontinus, llavors la dimensié de atractor no és
ni dos ni tres i tenim un objecte fractal. Les limitaci-
ons de precisio en el cas experimental i les limitacions
de la representacié a base de punts en el cas numeric,
fan que aquesta microestructura es difumini dins de la
cinta, en el cas experimental, i no pugui ser observada
en la simulacié numerica. Per exemple la dimensié de
Iatractor numeric de la figura 13 és 2.03, la qual cosa
vol dir que, contrariament a la impressié que déna la
seccié de Poincaré, la cinta esta més buida que no pas
plena.

La sensibilitat a les condicions inicials tipica d’una
evolucid caotica pot ser facilment posada en evidencia
en la simulacié numerica. N’hi ha prou de considerar un
conjunt de condicions inicials molt properes i compro-
var que els mecanismes del sistema dinamic fan que, a
mesura que transcorre el temps, es vagin separant fins
a distribuir-se per tot P'atractor (vegeu figura 14). Es
a dir, el futur pot ser molt diferent per a punts inici-
alment molt propers. Ara bé, un futur diferent vol dir
que passara per la sella més tard o més d’hora i que en
un moment concret fara un nombre determinat de vol-
tetes que seria diferent si hagués sortit d’un altre punt.
El fet és que les condicions inicials no modifiquen I’a-
tractor i que el sistema evolucionara al seu voltant fent
practicament el mateix, encara que la seqiiencia tempo-
ral podra ser molt diferent per a cada condicié inicial.
Més critic podria ser si variéssim els parametres del sis-
tema ja que, enmig del régim caotic, I’atractor si que
és sensible a determinats parametres i pot patir canvis
tant radicals com desapareixer. També podem imagi-
nar situacions en que convisquin diversos atractors molt
propers, de manera que una petita fluctuacié de les vari-
ables pugui fer saltar el sistema de la conca d’un atractor
ala d’un altre, o situacions en que un unic atractor pre-
senti una estructura amb multiples branques on el flux
a vegades vagi per un canté o per l'altre. Es en aquest
context on agafa un cert sentit ’anomenat efecte papa-
llona: una papallona en un camp de flors pot fer que
dema hi hagi un huraca a l’altra banda del mén. Seria
qiiestié d’imaginar com funciona el sistema atmosferic
de cara als efectes climatics, veure com és ’espai de fa-
ses 1 com son els atractors i, finalment, entendre com
una papallona podria intervenir-hi. Sense arribar a tant
si que volem dir que ’efecte papallona és una exage-
racié un xic perillosa des del punt de vista divulgatiu.
Fa pensar coses que no sén. Tornem a fixar-nos en el
conjunt de punts que descriuen diverses condicions inici-
als i com es modifica el volum ocupat per aquests quan
el sistema es troba en un estat caotic. Es evident que




el volum s’estira moltissim en la direccié del flux pero,
d’altra banda, sabem que la dissipacié 'obliga a dismi-
nuir globalment i, per tant, hi ha d’haver una contraccié
en altres direccions encara més pronunciada que ’estira-
ment. En aquest sentit, ’atractor pot ser caracteritzat
mitjancant una serie de valors numerics, tants com la
dimensié del sistema, que es poden obtenir a partir de
I’evolucié temporal i que sén els anomenats ezponents de
Lyapunov. Aquests nimeros indiquen el grau d’expansi6
o contracci6é del flux en les proximitats d’una oOrbita o
d’'un atractor i en relacié amb les diferents direccions.
Els exponents negatius indiquen contraccié i els posi-
tius expansié. Per exemple, en un espai de dimensié
tres, un punt fix estable té els tres exponents negatius
mentre que un cicle limit estable en té un igual a zero,
que correspon a la direccié de I'orbita, i dos més de ne-
gatius. Un atractor caotic té un exponent positiu, que
expressa la divergencia de les trajectories, un d’igual a
zero i un tercer de negatiu. D’aquesta manera, doncs,

Cursa de punts en un atractor caotic

1a passada
vora la sella
g,

(b)
\ sortida
o agues't. /ﬁ aquest
Tey,  ésl'lltim / e va primer

1 volta ‘- 3 voltes

Figura 14: IMustracié del fenomen de la sensibilitat a les
condicions inicials en una cursa celebrada numéricament a
la vora d’un atractor caotic. Tenim un sistema en evolucié
caotica I sobre ’atractor corresponent hem representat qua-
tre instantanies de les posicions d’un conjunt de 12 corredors
que inicialment es trobaven molt propers els uns dels altres.
Es a dir, hem escollit un conjunt de punts com a condici-
ons inicials, els hem deixat evolucionar sota les equacions
del model matematic i hem marcat les seves posicions en
determinats instants posteriors. Després de tres voltes, els
corredors ja es troben escampats per tot atractor i, per més
Jjunts que els haguéssim posat a I’hora de la sortida, també
s’escamparien encara que necessitarien més voltes

I’aparicié d’un exponent de Lyapunov positiu assenyala
un comportament propi de dinamica caotica. En espais

de dimensié superior a tres fins i tot és possible tenir
atractors amb més d’un exponent de Lyapunov positiu:
és ’anomenat hipercaos.

Finalment, veurem un tercer tipus d’indicadors que
permeten caracteritzar una evolucié potencialment cao-
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Figura 15: Demostracié de la correlacié determinista d'una
evolucié caodtica mitjangant una aplicacié de primer retorn
corresponent al cas numeric de la figura 13. La seccié de
Poincaré de I’atractor és un corba molt més llarga que grui-
xuda i cada un dels seus punts pot ser caracteritzat per una
inica coordenada definida al llarg de la corba. Recordem
que els punts de la seccié descriuen les successives intersecci-
ons de la trajectoria amb el pla de Poincaré. L’aplicacié de
primer retorn relaciona el pas d’una volta amb el de la volta
anterior i la forma ben definida de la representacié garanteix
que la dinamica del sistema controla I’evolucié futura. Per
exemple, després de passar per la posicié 1, el sistema passara
a la propera volta per la posicié 2, a continuacié per la 3 i
aixi successivament. Si insistim una mica en la iteracié i con-
siderem dos punts de partida lleugerament diferents, es pot
comprovar la sensibilitat a les condicions inicials. L’aplicacié
proporciona també informacié sobre com sén les successives
orbites ja que hi ha una relacié entre cada una de les ondula-
cions de la representacié i el nombre de voltetes en espiral que
fa la trajectoria en passar vora la sella. Els niimeros entre
pareéntesi al damunt de les ondulacions indiquen el nombre
de voltetes corresponents als punts dels maxims. Si ens fixem
en I'exemple, podem veure que la seqiiéncia de posicions 1,
2, 3 correspon a unes orbites que aproximadament han fet
7,1, 6,4 1 8,25 voltetes, respectivament
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tica. Es tracta d’analitzar la correlacié entre el present i
el futur o, dit d’altra manera, fins a quin punt és deter-
minista ’evolucié que a simple vista sembla aleatoria.
Suposem un cas, com el de la figura 13, en que la
dissipacié fa que latractor aparegui a les seccions de
Poincaré com una linia de gruix molt més prim que la
seva longitud. Aixo vol dir que podem caracteritzar els
punts per on successivament va passant la trajectoria
mitjancant una tnica coordenada i, d’aquesta manera,
tenim una seqiiencia ordenada de valors, sia X, que ens
descriu I’evolucié. La relacio entre la coordenada d’'una
interseccié respecte a la de la precedent ens déna una
aplicacié de Poincaré que, en aquest cas, és definida per
una unica variable i, per tant, pot ser facilment repre-
sentada en un grafic. Tenim el que també s’anomena
una aplicacid de primer retorn. Si la representacié de
X +1(X;) mostra una forma ben definida voldra dir que
Pevolucié té lloc de forma determinista ja que la podrem
anar aplicant de forma iterativa indefinidament. Aixo
ho illustra la figura 15 amb una simulacié numerica i la
figura 16 amb dos exemples experimentals. Els detalls
sén un pel complicats pero ens hi entretenim perque il-
lustren com 'aplicacié de primer retorn és el control més
segur de la presencia de caos determinista. Ens interessa
remarcar les situacions de la figura 16. Fixem-nos que en
el cas de baix apareix una estructura ben definida men-
tre que a dalt només és un nivol de punts. En el primer
cas tenim una evolucié determinista mentre que a dalt
la correlacié de ’evolucié es veu interrompuda en algun
punt de I’orbita per alguna causa. Curiosament, pero,
en ambdds casos el calcul de coeficients de Lyapunov
en déna un de positiu, un de practicament zero i un de
negatiu. El cas de dalt correspon a 'evolucié temporal
mostrada a la part superior de la figura 11 i a 'atrac-
tor de la dreta de la figura 13. L’estructura del senyal
temporal i de Patractor i el fet del coeficient de Lya-
punov positiu indiquen a bastament que el sistema esta
evolucionant en relacié amb un atractor caotic. Pero no
n’hi ha prou per tenir caos determinista. Per entendre
el que esta passant ens hem de fixar en la seccié C de
I'atractor de la figura 13 i hem de saber que el soroll en
la poteéncia del feix laser incident és suficient per produir
fluctuacions de lordre del gruix de la secci6 de 'atrac-
tor. Aixo significa que quan la trajectoria del sistema
passa per la zona C, hi ha una elevada probabilitat que
una fluctuacié aleatoria interrompi la correlacid i llavors
la volta segilient no sera conseqiiencia de ’anterior. La
sensibilitat al soroll és una caracteristica intrinseca del
caos i, en moltes ocasions, és dificil distingir entre caos
i soroll.

Aixo és tot? No hi ha res més?

Francament, si aquest és el tipus de preguntes que s’esta
fent el lector en aquest moment és que hem aconseguit
entrar en ressonancia. Satisfaccié total. Perdo només per
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Figure 16: Representacio de dues aplicacions de primer re-
torn corresponents als resultats experimentals de la figura
11. En aquest cas la variable representada no és la posicio
sobre la seccié de Poincaré sind el temps que transcorre en-
tre dues passades successives per la seccié de Poincaré. Esa
dir, s’ha representat el temps de vol d’una orbita en funcié
del temps de 'anterior. Son representacions qualitativament
equivalents pero la del temps de vol resulta més directa en els
casos experimentals. En la representacio de sota es pot veure
clarament una estructura amb set branques, que garanteix
el comportament determinista de I’evolucié aperiodica. En
canvi, el nivol de punts de la representacié de dalt indica
que no hi ha correlacié entre orbites successives 1 que, per
tant, no tenim caos determinista. No obstant aixo, altres
indicadors suggereixen que el sistema esta evolucionant so-
bre un atractor caotic i que és el soroll el que interromp la
correlacié de la trajectoria alla on I'atractor es fa molt estret
a causa de la contraccio

un instant, perque el lector s’haurd de quedar amb les
ganes. I nosaltres també. No sabem gaire cosa més
del que ja hem dit i ens haurem de conformar amb un




comentari generic com el que segueix.

A grans trets la recerca de fenomens dinamics més
complexos pot dirigir-se vers dos tipus diferents de situ-
acions que, no cal dir-ho, illustrarem amb el contrapunt
de la familia BOITAL. D’una banda, fixem-nos en el
fet que aquests dispositius corresponen a un mon uni-
dimensional en el sentit fisic de I’espai. Es a dir, tenen
Pactivitat dinamica associada a la propagacio termica
en la direccié perpendicular als miralls i, en canvi, les
dimensions transversals no hi tenen cap paper. En altres
paraules, el que hem anat veient al llarg de tot 'article
correspon a una dinamica estrictament temporal. Pero
imaginem-nos un dispositiu illuminat per un conjunt de
feixos parallels de llum que generen una matriu de sis-
temes semblants acoblats per la difusio termica o, més
en general, suposem que illuminem uniformement una
seccié amplia del dispositiu en lloc de focalitzar el feix
de llum. Estem parlant dels sistemes extensos, ja siguin
discrets o continus, on els efectes transversals combi-
nats amb els longitudinals poden donar lloc a fenomens
de dinamica espaciotemporal. En aquesta problematica
destaquen la formacié d’estructures i els comportaments
collectius i també és de remarcar la possible relacié amb
els efectes de turbulencia.

D’altra banda, fixem-nos també que els graus de lli-

bertat d’un dispositiu BOITAL participen en un unic
bucle de realimentacié i, a més a més, tots hi represen-
ten el mateix paper. En contraposicié, imaginem-nos
una xarxa de dispositius, diferents els uns dels altres
i acoblats mutuament a través de les seves llums re-
flectides. També podriem imaginar dispositius BOITAL
acoblats amb celles termoconvectives de Bénard i amb
alguns circuits electrics no lineals. Aqui la complexitat
arriba a través dels entrecreuaments i superposicions en
I’estructura de bucles de realimentacié i, també, en la
combinacié de sistemes diferents. Aquestes xarxes cons-
titueixen sistemes extensos distribuits, d’alguna manera,
jerarquitzats. Aqui la imaginacié es difumina i els estu-
dis s6n practicament inexistents, potser impossibles. Hi
ha treballs que fan referencia a conjunts nombrosos d’e-
lements dinamics iguals i molt senzills, i que es troben
acoblats collectivament a mode de xarxes neuronals, ja
sia en sistemes tipus cervell o en agregacions d’individus
que semblen simples com, per exemple, les formigues.

Bé, per acabar podriem comengar a parlar sobre el
que ha de ser un article de divulgaci6 i sobre fins a quin
punt nosaltres aqui ho hem aconseguit, perdo aixo ho
deixarem per un altre dia, que ja és hora d’anar a dormir
i nosaltres encara hem de passar pel laboratori a donar
el sopar a la familia BOITAL.
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