Qué sén els sistemes dinamics?
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Introduccid

En els tltims anys s’esta sentint a parlar, cada vegada
amb més forga, d’'una serie de conceptes relativament
nous com ara “teoria del caos”, “complexitat” o “siste-
mes dinamics”, i aixo es fa des de camps de coneixement
tan diversos com la fisica, les matematiques, la biologia,
l’ecologia i, fins i tot, ’'economia i la sociologia. Ens tro-
bem davant d’un problema clarament interdisciplinari.
Fins i tot, hi ha qui pretén desenvolupar noves disci-
plines independents de les ciencies establertes amb el
proposit d’explicar de forma general els anomenats sis-
temes complexos. Aixo contrasta amb la tendencia do-
minant en els darrers decennis en que els cientifics s’han
anat especialitzant cada vegada més i més, restringint-se
a una parcella del coneixement cada vegada més petita i
practicament oblidant que passa als altres camps i, fins
i tot, a altres parcelles de la propia disciplina.
L’objectiu d’aquest treball, que presentem dividit en
dues parts, és orientar el lector en un aspecte concret de
la problematica que estem comentant. Pretenem donar
una introduccidé al moén dels sistemes dinamics, presen-
tant en primer lloc queé sén i com es poden descriure,
per passar posteriorment a veure que és el que poden
arribar a fer. Aix0 darrer ho illustrem amb resultats
experimentals obtinguts amb un sistema dinamic que
estem estudiant al nostre laboratori. La primera part
pretén ser general i, probablement, al lector se li fara
densa i bastant abstracta. Recomanem llegir-la a mode
d’introduccié per tornar-la a llegir un cop acabada la
segona part. La segona part no és que sigui facil pero
estem convencguts que al lector li resultara més entretin-
guda. En qualsevol cas, convé fer-ne la lectura després
de ben sopat i, sobretot, amb el televisor ben tancat.
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De qué estem parlant?

Els sistemes dinamics tenen el do de la ubiqiiitat. Aixo
és degut al fet que practicament qualsevol cosa que
se'ns pugui acudir pot ser considerada com un sistema
dindAmic. N’hi ha prou que tingui estructura interna,
amb graus de llibertat que li permetin transformar-se i
que aquests graus de llibertat s’'influeixin entre ells men-
tre evolucionen. Sén necessaries, pero, algunes condici-
ons si volem que el sistema faci coses interessants. D una
banda, fa falta que les influéncies entre graus de lliber-
tat es tanquin formant bucles de realimentacio. D’altra
banda, és necessari que entre les influencies hi hagi de-
pendeéncies no lineals. No cal que el sistema posseeixi
gaires graus de llibertat. Com veurem, fins i tot un tnic
grau de llibertat ja permet fer alguna cosa sorprenent.
Ara bé, és clar que, com més graus de llibertat, més
possibilitats hi ha de diversitat de comportaments. En
aquest sentit, és necessari que les interdependencies in-
trodueixin efectes de competéncia a fi que en resultin
fenomens interessants.

La naturalesa d’un sistema dinamic és determinada
per la dels mecanismes d’interacci6 entre els seus graus
de llibertat. Podem imaginar sistemes estrictament
fisics o quimics, que poden ser relativament senzills, pero
també n’hi ha de molt complicats com el de I'atmosfera
i els seus fenomens metereologics. També tenim siste-
mes biologics o psicologics dins d’un individu, o sistemes
ecologics, econdmics 1 socials en collectius d’individus i
de coses. Els sistemes dinamics més ben estudiats sén
de naturalesa matematica 1 consisteixen en equacions
que descriuen I'evolucié de variables matematiques aco-
blades entre si per operacions matematiques. La resta
de sistemes, diguem-ne reals, s’han d’estudiar experi-
mentalment, observant-ne ’evolucio i possible transfor-
macié. També podem intentar construir un model ma-
tematic que es comporti de forma semblant al sistema
real. Aixo normalment no és trivial, ni tan sols suposant
que es disposi d'una teoria per descriure els mecanismes
involucrats, com serd normalment el cas en la majoria de
sistemes fisics. No cal parlar de les dificultats que podem
tenir si objecte en estudi és de naturalesa economica,
social o psicologica.

Variables i parametres del sistema

Definir un sistema dinamic vol dir establir la seva estruc-
tura i identificar les magnituds que determinen el seu




comportament i les interdependencies que entre elles hi

Alguns sistemes dinamics de renom
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El model de Lotka-Volterra

Modelitzacié de la dinamica d'una poblacié de
dues especies en competici6. EI model pot ser
discret o continu.
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Model de Lotka-Volterra discret per a
dues espécies tipus presa-depredador

pugui haver. Cada una de les magnituds caracteristiques
pot descriure una propietat global de tot el sistema o
només d’alguna de les seves parts. Sovint es tracta de
magnituds amitjanades que obvien una subestructura
més intima sense incidencia en la dinamica observada.
Aquelles propietats que no canvien mentre el sistema
evoluciona son anomenades parametres i les que si que
ho fan son les variables. Els graus de llibertat correspo-

nen a les variables que evolucionen amb una certa au-
tonomia unes de les altres. L’espai de fases, definit pel
conjunt de variables que descriuen els graus de llibertat,
resulta molt convenient per analitzar el comportament
del sistema. Cada punt d’aquest espai correspon a un
possible estat del sisterna i la seva evolucid, en forma de
trajectoria, déna una imatge grafica del que esta pas-
sant. La dimensi6 de ’espai de fases, és a dir, el nombre
de variables associades a graus de llibertat, constitueix
la dimensio del sistema dinamic en estudi.

D’altra banda, si considerem la familia de siste-
mes d’identica estructura pero amb diferents valors
dels parametres, tenim 'anomenat espai de parametres.
Cada punt d’aquest espai representa un sistema de la
familia que, donades unes certes condicions inicials per
a les variables, evolucionara per l’espai de fases d'una
forma determinada. Ara bé, en considerar sistemes amb
parametres diferents resulta que es poden observar com-
portaments qualitativament molt diferents. En certes
zones de espai de parametres els comportaments sén
senzills i facils d’entendre, mentre que en altres zones
poden arribar a ser extraordinariament complicats. El
fet significatiu és que els canvis es produeixen per a uns
valors concrets dels parametres. Aquests canvis con-
sisteixen en l'aparicié de nous tipus de respostes i sén
anomenats bifurcacions. El seguiment de les successives
bifurcacions, que, en variar algun parametre, connecten
un comportament elemental amb un de complicat, és
una forma d’arribar a entendre que és el que ha passat
i per que el sistema esta fent el que fa.

A la practica, pero, els parametres normalment no
sén facils de variar ni tampoc sén fixos del tot. L’analisi
experimental només és factible quan es disposa d’algun
parametre de control facilment manipulable des de I'ex-
terior, com és el cas d’aquells sistemes que tenen una
entrada regulable d’energia o de material. Els experi-
ments seran més afinats com més fixos estiguin la resta
de parametres i com més precisié es disposi en la vari-
acio del parametre de control. S’ha de tenir en compte
que, quan hi ha dinamica complexa, les bifurcacions es
produeixen de forma acumulada i poden succeir mol-
tes coses en un petit rang de valors d’un parametre.
Logicament, en les simulacions numeriques de sistemes
matematics tots els parametres son controlables i, a més,
ho s6n amb molta precisié. Es per aixd que la gran ma-
joria dels experiments s’han fet i es fan dins d’un ordi-
nador. D’altra banda, fora del laboratori, els sistemes,
diguem-ne naturals, no acostumen a tenir parametres
controlables i, per tant, no admeten experimentacid.!
Linica cosa que podem fer és observar i prendre’n nota.
A partir de I'analisi del comportament observat i d’altra
informacié que tinguem, podem intentar establir un mo-
del matematic del sistema. De fet, delimitar un sistema

De aixd no n’estem segurs. Potser si que hi ha qui experimenta
fora del laboratori.
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dinamic dins la realitat natural no és gens facil, ja que
les interaccions amb el medi fan sovint indestriable el
sistema en qiiestié d’un sistema més ampli. Aixo ddéna
importancia a les experiencies de laboratori.

Sistemes dinamics matematics

Es clar que tot el que estem dient només ho podem ex-
pressar de forma concisa i segura si ens situem en I’ambit
matematic. Els sistemes dinamics matematics més cor-
rents sén sistemes acoblats d’equacions diferencials or-
dinaries que descriuen l’evolucié temporal d’un conjunt
de variables, X, tal que
dX;
dt
on la u representa el conjunt de parametres i les funci-
ons f; contenen alguna no-linealitat en les variables X;.
En apartats posteriors veurem alguns exemples concrets
de no-linealitats. Fixem-nos ara que I’acoblament de les
equacions significa anells de realimentacié entre les va-
riables i que I’espai de fases (Xi,..., Xy) és obviament
de dimensié N. El fet que les derivades temporals de
les variables defineixen el vector tangent a la trajectoria
en cada punt permet veure el conjunt de trajectories
com formant part d’un flux que circula per l'espai de
fases. Aquesta imatge resulta molt suggestiva i ajuda a
interpretar els fenomens.

Moltes lleis de la naturalesa establertes pels cientifics
tenen la forma d'una equaci6 diferencial com la (1). Es
a dir, les lleis acostumen a expressar el ritme de variaci6
temporal de certes variables en funcié de 'estat en que
es troba el sistema. Ara bé, a I’hora d’establir un model
d’una situacié real, sovint ens trobem que la descripcié
dels mecanismes involucrats du a sistemes d’equacions
diferencials en derivades parcials. Aixo és degut al fet
que tot sistema s’ha de trobar per forca distribuit per
una certa zona de ’espai i que normalment les interac-
cions impliquen fluxos d’un lloc a ’altre. Les equacions
en derivades parcials son sistemes dificils de tractar. Per
comencar, tenen dimensié dinamica infinita ja que les
variables sén funcions de I'espai. Dit d’altra manera, si
es vol determinar l’estat inicial del sistema s’ha de donar
un nombre infinit de valors. La formacié d’estructures
espaciotemporals i els fenomens de turbuléncia posen
de manifest la potencialitat dinamica de la multitud de
graus de llibertat de determinades equacions en deriva-
des parcials. Ara bé, el fet és que en molts casos la
dimensié dinamica efectiva del sistema és relativament
baixa i llavors és possible reduir el sistema original a un
model en derivades ordinaries.

Fins i tot moltes vegades no cal considerar les va-
riables de forma continua i n’hi ha prou de fixar-se en
el seu valor en uns moments concrets. Com es fa, per
exemple, quan s’estudia ’evolucié de poblacions o d’es-
tocs i es considera el seu valor el primer dia de cada
any o de cada mes. Aixd matematicament correspon als
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Figura 1: Representacié d’una trajectoria en un espai de
fases de dimensié tres i obtencié d’una aplicacié de Poin-
caré a partir de les interseccions de la trajectoria amb un
pla oportunament escollit. La seqiiéncia ordenada de punts
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tatge que hem reduit el nombre de variables en una

caracteritza ’evolucié del sistema amb ’avan-

sistemes dinamics discrets que estan definits en forma
d’aplicacions o equacions iteratives, tals que

I = ™ G, =12, (@)
on les funcions f; contenen les no-linealitats i el nombre
de variables N determina la dimensié del sistema. La
teoria de sistemes dindmics estd, de fet, més sustentada
en els sistemes discrets que en els continus. A més, un
sistema continu es pot sempre simplificar reduint-lo a un
de discret. La idea la va desenvolupar Henri Poincaré
ara fa tot just un segle i consisteix a seleccionar infor-
macié de la trajectoria a I’espai de fases fixant-se només
en les seves interseccions amb un hiperpla de dimensié
inferior en una unitat a la del sistema. Per centrar idees
limitem-nos a considerar el cas d’un sistema de dimensi6
tres, tal com ho illustra la figura 1. El resultat del procés
és un sistema discret o aplicacid de Poincaré que ens va
donant els punts successius, cada un en funcié de I’an-
terior. Les variables de I’aplicacié sén les coordenades
sobre el pla de la seccié i, per tant, el seu nombre és
inferior en una unitat al del sistema continu original.
El fet més significatiu és que, si hem escollit correcta-
ment el pla, no perdem gens d’informacié sobre que li
passa al sistema quan variem un parametre de control

‘i, en canvi, hem reduit el nombre de variables. D’altra

banda, si només ens fixem en el retrat de fases en el pla,
sense preocupar-nos de I’evolucié temporal, tenim el que
s’anomena seccid de Poincaré, que, com veurem en els
exemples, permet veure els detalls de la trajectoria amb
més precisio.




De debo que tot el que ens envolta son sis-
temes dinamics?

“Fins i tot tu mateix!”, li va contestar el cavall del Lucky
Luke al seu amo un dia que els germans Dalton els te-
nien rodejats. Nosaltres no serem tan categorics. Pero si
que convé remarcar el fet significatiu que en el compor-
tament de sistemes reals de naturalesa radicalment di-
ferent es poden observar fenomens essencialment iguals
i que, en particular, aquests fenomens tenen molt en
comu amb els dels sistemes dinamics matematics.

Per exemple, fenomens que es produeixen en una per-
sona com enfadar-se i desenfadar-se recorden molt els
salts de commutaci6 entre dos estats diferents que defi-
neixen un cicle d’histeresi que, com veurem, és el feno-
men més elemental de la dinamica de sistemes. Aquest
parallelisme es pot estendre als estats animics en gene-
ral i també, per posar un exemple una mica diferent,
a les aixetes de les manegues de regar. El segon feno-
men més elemental de la dinamica de sistemes son les
oscillacions autosostingudes o respostes que evolucionen
periodicament en el temps mentre les pertorbacions ex-
teriors sobre el sistema romanen constants. Els tipics
cicles economics del sistema abans anomenat capitalista
fan pensar en les autooscillacions. També podem citar
algunes reaccions quimiques que van canviant de color
repetidament, o diversos ritmes biologics com la ma-
teixa contraccié del muscul cardiac o les foguerades de
les cuques de llum o les oscillacions en la concentracié de
determinades substancies en el metabolisme cellular, o
vibracions induides pel vent en estructures mecaniques
com les ales d’un avié o les fulles d’una persiana veneci-
ana. La sincronitzacié d’un collectiu de cuques de llum
ens ofereix un exemple del fenomen tipic d’'un conjunt
de sistemes dinamics lleugerament acoblats. La llista
d’exemples és llarga tant pel que fa al tipus de fenomen
com pel tipus de sistema que ’experimenta. Arribats en
aquest punt, pero, s’ha de deixar ben clar que un sistema
real només adquireix la condicid de sistema dinamic en
el moment en que es disposa d'un model matematic que
es comporta de forma semblant. Aix0 no s’ha aconse-
guit en alguns dels exemples que acabem de citar i, per
tant, la categoria de sistema dinamic en aquests casos
és, de moment, no gaire més que una suposicio.

Des d'una perspectiva encara més general, tenim el
concepte de sistemes complexos que, dit de forma sim-
plificada, cobreix tots aquells sistemes el comportament
dels quals les ciéencies establertes no han sabut o no han
pogut explicar prou satisfactoriament a causa de la seva
complexitat. Aix0 va des de les turbulencies en fluids
i el clima de I'atmosfera terrestre fins a objectes d’es-
tructura més embolicada com el cervell d’una persona,
una colonia de formigues, un bosc, un equip de futbol
o una aglomeracié urbana. La complexitat sovint es
manifesta en fenomens d’ordenacié collectiva que emer-
geixen a partir de les interaccions entre els components

individuals. Hi ha qui s’esta esforcant a intentar es-
tablir teories que puguin explicar de forma general els
trets basics del comportament dels sistemes complexos.
La teoria de sistemes dinamics, també anomenada teoria
del caos, ha estat una de les candidates perdo també n’hi
ha d’altres. El fet és que, de moment, no existeix cap te-
oria dels sistemes complexos pero, en canvi, si que hi ha
tot un seguit de camins bastant ben establerts que per-
meten estudiar i, fins i tot, explicar aspectes de la com-
plexitat. Citem la teoria de catastrofes, els models dels
automats cellulars o de les xarxes neuronals, la criticitat
autoorganitzada, els models amb formacié d’estructures
espaciotemporals en sistemes extensos. Els problemes
als quals s’han aplicat aquests models, especialment en
biologia i ecologia, sén nombrosos: per exemple, control
de lexpressié genica, extincions i macroevolucié, com-
portaments collectius d’individus simples com bacteris
o formigues, neurodinamica del cervell, distribuci6 de
clarianes en un bosc, etc. En aquest article, pero, no
ens hi entretindrem i, tal com hem dit, ens limitarem a
parlar dels sistemes dinamics, la teoria dels quals és la
més ben establerta matematicament.

Caos si, caos no

Al caos li passa com als forats negres, que tenen un nom
i un rerefons intellectualment provocatius. D’aqui el seu
exit popular. Recorden certs programes de televisid, que
a ningu agraden perd que tothom se’ls mira, i que en el
nostre cas seria que ningu els entén pero que tothom en
parla. Bé, feta la broma, convé que siguem valents i to-
quem alguns aspectes de I’anomenat caos determinista.

Hem de comencar dient que el caos és un tipus
de comportament de determinats sistemes dinamics els
quals, en anar variant un parametre de control, van
transformant la seva resposta fins a arribar a exhi-
bir una evolucié temporal irregular que no es repeteix
periodicament i que, en molts casos pero no sempre,
sembla dirigida per 'atzar. D’aqui el nom de caos. Es
important remarcar que no calen gaires graus de lliber-
tat, com correspondria a un problema estocastic on les
fluctuacions es manifesten de forma aleatoria, siné que
amb tres variables ja n’hi ha prou per obtenir caos. L’e-
volucié del sistema continua en tot moment ben deter-
minada pels seus mecanismes interns, per les equacions
en el cas matematic, i d’aqui la denominacié de caos de-
terminista. Hi ha tres coses a entendre: i) les propietats
generals dels estats caotics, ii) com sén els camins per
arribar fins a un estat caotic i, la més dificil, iii) per
que el sistema ha fet el que ha fet i s’ha tornat caotic,
cosa que té molt a veure amb el perque de les propietats
peculiars dels estats caotics. Aqui parlarem alhora una
mica dels punts primer i tercer.

Imaginem-nos un sistema la trajectoria del qual a
l’espai de fases passa per una zona critica on poden
ocOrrer una infinitat de possibilitats depenent del lloc
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per on s’entra. La trajectoria dins de la zona critica pot
ser molt diferent tant pel que fa a la seva forma com

Senyal Atractor Espectre
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Figura 2: Série d’evolucions temporals que iHustren un
procés de doblament de periode a través del qual un sistema
dinamic arriba fins a un estat caotic. Cada senyal s’acom-
panya d’una representacio de la trajectoria a 'espai de fases
i del corresponent espectre de descomposicié harmonica ob-
tingut mitjancant la transformada de Fourier. Els senyals re-
presenten la llum reflectida per un dispositiu interferomeétric
no lineal iHuminat amb un feix laser d’una certa poténcia.
Els senyals successius corresponen a poténcies amb valors
creixents. L’iltim senyal és aperiodic i mostra un espectre
continu

pel temps que triga fins a sortir-ne. A més a més, hi
ha algun mecanisme de recurrencia que fa que la tra-
jectoria que surt de la zona critica hi retorni de nou i
aixi repetidament. Com veurem més endavant, les zones
critiques ho sén perque contenen alguna solucié de tipus
sella i la recurrencia de sortir i tornar esta associada al

que se'n diu connexions homocliniques de la propia se-
lla. Es en relacié amb aquest tipus de circumstancies
que 'evolucié del sistema pot ser aperiodica i pot arri-
bar a semblar aleatoria. La transformada de Fourier del
senyal aperiodic déna lloc a un espectre continu que co-
breix un rang més o menys ample al voltant d’unes cer-
tes freqiiencies caracteristiques (vegeu figura 2). D’altra
banda, el futur del sistema en estat cadtic és molt sensi-
ble a les petites fluctuacions que es puguin produir tant
en les variables com en els parametres. Una petita vari-
acid en el valor d’una variable es pot traduir en una gran
diferencia més endavant en el temps, a causa de les pas-
sades successives per la zona critica. En conseqiiencia,
un sistema en estat caotic presenta una limitacié en la
predictibilitat del seu futur, ja sia a causa del soroll
que, per petit que sigui, sempre actua sobre les variables
o perque les condicions inicials que puguem considerar
sempre tindran una precisié limitada. Aquesta impre-
dictibilitat es produeix malgrat que I’evolucié del sis-
tema sigui determinista i que matematicament segueixi
a ulls clucs unes equacions concretes. Es ’anomenada
sensibilitat a les condicions inicials i constitueix la pro-
pietat més intrinseca del caos. D’altra banda, els estats
caotics d’un sistema apareixen en zones de espai de
parametres on hi ha cimuls de bifurcacions i aixo fa
que la resposta del sistema depengui també molt sensi-
blement de les fluctuacions en els parametres.

El caos és un comportament que es troba entre 1’or-
dre i el desordre, la qual cosa és una caracteristica bas-
tant comuna dels sistemes complexos, 1 aix0o ha fet sos-
pitar que la complexitat es podria explicar a partir del
caos. Fins i tot, coses semblants al caos pero més com-
plexes poden ser possibles a mesura que creix la di-
mensio del sistema i la teoria de sistemes dinamics segu-
rament en podra donar compte amb rigor. Actualment,
perd, no sembla que el caos ni 'anomenat hipercaos, que
pot tenir lloc a més altes dimensions, puguin explicar els
comportaments complexos en general. Aix0 no exclou
que la teoria de sistemes dinamics pugui contribuir en-
cara a l'explicacié de parcelles de la complexitat, pero
tot fa pensar que han de trobar-se nous camins pels
quals un sistema pugui produir respostes d’estructura
més complexa que 'aperiodicitat del caos.

D’altra banda, el caos ha tingut implicacions de caire
epistemologic que han afectat en particular la fisica. El
caos determinista ha estat un dels elements que han
debilitat el reduccionisme cientific que durant molt de
temps ha entes la fisica com el substrat, la base de qual-
sevol altra ciencia que pretengués explicar alguna cosa
real de forma rigorosa. Aixo ha fet perdre protagonisme
central a la fisica pero ha obert camins que probable-
ment seran fructifers més endavant, fins i tot per a la
mateixa fisica.

Passem ara a considerar dos exemples concrets que
ens illustraran els conceptes elementals que més amunt
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hem introduit per caracteritzar i analitzar els sistemes
dinamics.

Un exemple ben conegut: el sistema plane-
tari

En un conjunt de N cossos (ue es mouen sotmesos a
la for¢a gravitatoria tenim 6N variables independents:
les posicions i velocitats vectorials dels cossos. Si ens
movem dins la mecanica classica, el model matematic
resulta de tenir en compte la definicié de velocitat i la
segona llei de Newton, tal que

dr; dv; s i
*‘} = ’_'j y J Z . (3)

dt = |1,—1J|°

()

per a j des de 1 fins a N. Els parametres sén les N
masses i la constant de la gravitacié. La no-linealitat no
és altra que la dependencia inversa en el quadrat de la
distancia de la forga gravitatoria. L’evolucié dels cossos
pot ser realment complicada i, de fet, n’hi ha prou amb
tres cossos de masses comparables per obtenir caos i
també situacions de desintegracio del sistema. En el cas
del nostre sistema planetari, el predomini de la massa
solar fa que el conjunt es comporti basicament com una
serie de sistemes a dos cossos de manera que 1’evolucié
és molt repetitiva. No obstant aix0, es coneixen alguns
efectes associats a problemes de tres cossos com, per
exemple, la influencia de Jupiter en lestructura de les
orbites dels asteroides al voltant del Sol o la de les llunes
de Saturn sobre els anells d’aquest planeta.

mg sind
pes

Figura 3: Péndol movent-se sotmes a la gravetat. La tensio
de la corda compensa la component radial del pes i fa que la
for¢a total depengui no linealment de I'angle 0

Un exemple encara més conegut: el péndol

Considerem ara un pendol sense friccié sobre la Terra
i, suposant que es mou en un pla, caracteritzem la seva
posicié a partir de 'angle 6 entre la linia del pendol i la
vertical en direccid avall. Les variables sén la posicié i
velocitat angular, i les equacions dinamiques es poden

!

escriure aixi

10 dw :
(d_t =w, ?i% = —w? siné (4)
on wi = g/l descriu la relacié entre I’acceleracié de

la gravetat i la longitud del pendol i constitueix I'tinic
parametre del sistema. La no-linealitat esta continguda
en la funcié sin 6, que prové de la forca total que actua
sobre la massa del pendol.

®/m,

N
7]
/Tl

>>
)

-3

Figura 4: Retrat de I'espai de fases d’un péndol sense friccié
sotmes a la for¢a de la gravetat. Els eixos descriuen la posicié
i la velocitat angular, aquesta iiltima normalitzada respecte
a wg. L’origen de coordenades representa el péndol a baix
i quiet, 1 al seu voltant tenim una serie de trajectories per
a diverses condicions inicials o energies. Les fletxes indi-
quen el sentit del flux. Les orbites tancades descriuen oscil-
lacions i les trajectories obertes corresponen a moviments
de rotacio. La separacié entre els dos tipus de moviments
es déna a les trajectories que connecten els punts (£m,0)
entre si. Aquests dos punts representen el péndol quiet a
dalt, havent-hi arribat per una o altra banda. Son punts
no estables amb trajectories d’entrada i de sortida, ambdues
asimptotiques en el temps. Son punts sella, un element es-
sencial per a la dinamica de sistemes

Una idea global del que pot fer el pendol ens la
déna Panomenat retrat de l'espai de fases, que no és
res més que el conjunt de trajectories que el sistema
pot descriure en aquest espai. En absencia de friccio,
les trajectories corresponen a linies d’energia constant
i sén tal com mostra la figura 4. La primera cosa a
fer és no confondre ’espai de fases amb I’espai real on
es mou el pendol i per aix0 convé tenir clara la relacié
entre les trajectories en un espai i en altre. Comen-
cem pels anomenats punts fizos en els quals les deriva-
des temporals de les variables s’anullen. Aixo ho satis-
fan els punts (f,w) = (0,0) i (£m,0) que corresponen
al pendol quiet a baix o a dalt, respectivament. La
solucié (0,0) és estable ja que, si el pendol hi és col-
locat, s’hi queda i al seu voltant tenim tot un seguit de
circumferéncies de radi (2E/mgl)'/? que corresponen a
oscillacions harmoniques amb freqiiencia wy i energia
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E. Aquestes oscillacions constitueixen el regim lineal
del pendol, que és valid mentre #<1 i sinf ~ @ i en
que el perfode és igual a 27 (l/ ¢)'/? independentment de
Pamplitud d’oscilacid. El conjunt del punt fix estable
i el continu d’orbites periodiques és anomenat centre.
A mesura que "amplitud va creixent les circumferencies
es distorsionen i el periode d’oscillacié va aungmentant,
fins que arribem a la trajectoria d’energia E = 2mgl
que connecta entre si els altres dos punts fixos (4w, 0)
que, recordem-ho, corresponen al péndol quiet a dalt.
Una part d’aquesta trajectoria va de (+m,0) a (=7,0) i
Ialtra va en sentit contrari. Ambdds recorreguts sén do-
blement asimptotics, ja que requereixen un temps infinit
tant per sortir del punt amb velocitat inicial nula, com
per arribar-hi i parar-s’hi. Els punts (+,0) sén selles 1
les trajectories que hi arriben o en surten constitueixen
les seves varietats invariants estable o inestable, respec-
tivament. Cap altra trajectoria arriba o surt dels punts
sella. Les varietats invariants de les selles també fan el
paper de separatrius de dos tipus diferents de moviment
del pendol: 'oscillatori i el de rotacid. Les oscillacions
tenen lloc a U'interior de la separatriu mentre que les tra-
joctories de més energia corresponen a estats de rotacio
indefinida en un sentit o en el contrari.

Fixem-nos en el fet que Uenergia no és un parametre
del sistema dinfmic i que el seu paper és determinar les
condicions inicials. D’altra banda, la variacié de 1"inic
pardmetre del péndol, que és el quocient g/l = w, no
provoca cap canvi a l'espai de fases. No hi ha bifur-
cacions. Llavors, si no hi passa res, per qué ens hem
entretingut tant en el péndol? Doncs, perqué ens ha
permes introduir el concepte de sella, que és essencial
per entendre la generacié de fenomens dindmics.

Sistemes conservatius i sistemes dissipatius

En els dos exemples que acabem de considerar 1'energia
total del sistema es manté constant. Son sistemes con-
servatius o hamiltonians, en els quals la dinamica consis-
teix en el moviment indefinit d'uns cossos als quals en
un cert moment s’ha donat una energia determinada.
Remarquem les peculiaritats dels sistemes conservatius:

* la dimensié dinamica minima és dos, una posicio i
una velocitat,

* a l’espai de fases podem tenir centres, punts sella i
trajectories obertes,

* gl volum ocupat per un conjunt de punts a l’espai
de fases es conserva en la seva evolucié en transcorrer el
temps, tal com ho expressa el teorema de Liouville, i,

* 'evolucié és reversible en el temps, la qual cosa vol
dir que les equacions dinamiques no canvien si invertim
el signe del temps o que el moviment contrari és tan
possible com el que tenim.

S'ha de fer notar que l'estudi dels sistemes conser-
vatius ha resultat molt productiu i, en particular, els
problemes de la mecanica celeste van constituir el camp

de eultin on Henri Poincaré va fermentar molts dels ele-
ments matematics de la teoria de sistemes dinamics no
lineals.

el
_‘_,._’—4'4"’!/ sella

node atractiu

node atractiu

focus atractiu

sella
node atractiu

focus atractiu

Figura 5: Representacié d’alguns punts fixos en espais de
fases de dimensié 1, 2 i 3. Les fletxes indiquen el sentit
del flux i, en el cas de les selles, representen les varietats
invariants atractiva i repulsiva. Segons els casos, el flux al
voltant d’un punt pot ser radial, fer espirals o una combinacio
d’ambdds. Recordem que les varietats invariants d’una sella
contenen totes les trajectories que arriben o surten del punt
mentre que a un atractor [i arriben trajectories per totes
bandes. Els repulsors sén iguals als atractors pero amb el
sentit del Alux invertit. En un espai unidimensional les selles
no tenen varietat atractiva i de fet son repulsors, pero els
mantenim el nom per un motiu que ara no explicarem

Ara bé, deixant de banda alguns sistemes fisics molt
particulars, és clar que la resta de sistemes dinamics
reals contenen mecanismes que tendeixen a relaxar les
variables vers uns valors determinats i ho fan amb més
eficiencia com més lluny es troba el sistema d’aquests va-
lors. Aquests mecanismes, en el cas d’un sistema fisic,
tendeixen a conduir-lo vers I'equilibri térmic i normal-
ment li provoquen perdues d’energia. Estem parlant dels
anomenats sistemes dissipatius, que, des d’'un punt de
vista general, es caracteritzen perqué contenen una mi-




croestructura amb nombrosos graus de llibertat, la gran
majoria dels quals, perd, evolucionen de forma tal que
els seus efectes poden ser descrits estadisticament com a
mecanismes de relaxacié sobre un nombre reduit de va-
riables dinamiques realment significatives. Pel que aca-
bem de dir, els sistemes dissipatius tendeixen a ’equili-
bri, estat en el qual el sistema dinamic com a tal és mort
o0, dit de forma més suau, no fa res. Si volem fenomens
dindmics hem d’alimentar el sistema amb un subminis-
trament exterior que faci créixer alguna de les variables
en contraposicié a la dissipacié i el mantingui lluny de
Pestat d’equilibri. Dins de la fisica aixo té a veure amb
la termodinamica lluny de Pequilibri o, també dita, de
processos irreversibles.

Com a peculiaritats dels sistemes dissipatius en re-
lacié amb els conservatius sén de remarcar:

* frreversibilitat en el temps, a causa de la unidirec-
cionalitat de la dissipacid,

* possibilitat de sistemes amb dimensié igual a 1, ja
que les variables no sén necessariament la posicié i la
velocitat de cossos en moviment, i

* existeéncia a ’espai de fases dels anomenats atrac-
tors, a més de les selles i els contraris dels atractors o
repulsors.
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conques d’atraccié separades per les varietats estables
d’ens sella (vegeu figura 5). Les conques d’atraccié co-
breixen tot l'espai de fases de manera que si, colloquem
un sistema en unes certes condicions inicials i el deixem
evolucionar, anira a parar, inevitablement, a 'atractor
corresponent. D’atractors, n’hi ha de molts tipus —ja els
anirem veient més endavant— i, com és logic, el nombre
de possibilitats creix amb la dimensié de l’espai de fases.
Aqui és instructiu recordar que els sistemes conservatius
no tenen atractors. Per exemple, el punt (0,0) en el cas
del péndol no és atractiu i, si el sistema no s’hi troba,
no hi va a parar. El lector pot intentar imaginar com
seria I’espai de les fases per a un pendol amb friccié.
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