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Analisi de la correlacio electronica mitjancant funcions intraculars
Electronic correlation analysis using intracule functions
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Resum: Aquest treball explora la correlacio electronica, un concepte fonamental en I'analisi de les aproximacions que s'empren
en mecanica quantica per fer simulacions de processos quimics. La correlacio electronica afecta tots els observables fisics, i en-
tendre aquest concepte és cabdal per poder realitzar simulacions cada cop més realistes. Per tal d'estudiar la correlacio electroni-
ca presentem la densitat de parells, que conté informacio explicita sobre la interaccio entre dues particules. La densitat de pa-
rells, pero, té la complicacio d'estar definida en un espai de vuit dimensions i la seva analisi directa esdevé molt feixuga tant de
calcular com d'interpretar. Per aquesta rao, introduim el concepte forat de McWeeny, que fixa la posicio d'un electrd, i el con-
cepte funcio intracular, que porta a la definicio del forat de Coulson. Ambdos métodes redueixen la dimensionalitat del problema
i ofereixen un dibuix intuitiu de la correlacio electronica, que analitzem en sistemes model. No obstant aixo, I'estudi s'acaba cen-
trant en la descomposicio del forat de Coulomb, que té I'avantatge de reduir a una les dimensions que cal estudiar i ofereix una
relacio directa amb un component de I'energia del sistema. Finalment, presentem un sistema model de la molécula d'hidrogen
que el lector pot analitzar d'una manera exacta. Aquest marc conceptual permet aprofundir en la comprensid de la correlacio
electronica i contribuir al desenvolupament de métodes d'estructura electronica que possibilitin fer simulacions més acurades.

Paraules clau: Correlacio electronica, funcions intraculars, densitat de parells, quimica teorica.

Abstract: This study explores electronic correlation, a fundamental concept for analyzing the approximations used in quantum
mechanics to simulate chemical processes. Electronic correlation affects all physical observables, and understanding this con-
cept is key to enabling increasingly realistic simulations. To study electronic correlation, we present the pair density, which
contains explicit information about the interaction between two particles. However, the pair density is defined in an eight-
dimensional space, and its direct analysis is computationally demanding and difficult to interpret. For this reason, we intro-
duce the concept of the McWeeny hole, which fixes the position of one electron, and the concept of the intracule function,
which leads to the definition of the Coulson hole. Both methods reduce the dimensionality of the problem and offer an intui-
tive picture of electronic correlation, which we analyze in model systems. However, we ultimately focus the study on the de-
composition of the Coulomb hole, which has the advantage of reducing the analysis to a single dimension and offers a direct
connection to a component of the system’s energy. Lastly, we present a model system based on the hydrogen molecule that
the reader can analyze exactly. This conceptual framework allows for a deeper understanding of electronic correlation and
contributes to the development of electronic structure methods that enable more accurate simulations.

Keywords: Electronic correlation, intracule functions, pair density, theoretical chemistry.

Introduccio portament es pot descriure en esséncia mitjancant la mecanica
quantica. En particular, |a resolucié de I'equacio de Schrdodinger
a quimica és una ciéncia purament empirica o fe- electronica independent del temps permet determinar I'estat
nomenologica, basada en |'observacio i en la for- quantic dels electrons i proporciona una base teorica per en-
mulacid de lleis que descriuen el comportament tendre com es distribueix la densitat electronica, com es for-
de la matéria. Tanmateix, les propietats i la reac- men els enllacos i com interaccionen les moleécules entre si.
tivitat dels atoms i de les molécules tenen I'origen Aquesta equacio es pot expressar de la manera segiient:

en el comportament de les particules que els for-
men, principalment, els electrons. Aquest com- HY =EY, (1)
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d'ona electronica, i juntament amb £, I'energia del sistema,
son la solucio d'aquesta equacid. ¥ conté tota la informacio
sobre els electrons del sistema. Aplicar el hamiltonia H sobre
la funcio d'ona ens proporciona I'energia total de I'estat del
sistema electronic que representa ¥. Podem obtenir altres
propietats, com, per exemple, el moment dipolar, aplicant
I'operador que correspongui a I'observable que es vol mesurar.

Ara bé, aquesta equacié només es pot resoldre exactament
per a sistemes amb un nucli i un sol electrd, com I'atom d'hi-
drogen. Per a sistemes amb més d'un electro, la preséncia
del terme \ZE,
electro, fa que I'equacio esdevingui impossible de resoldre
analiticament. Es en aquest punt que la quimica teorica re-

corre a metodes aproximats per estimar la funci6 d'ona i

que defineix el potencial de repulsié electro-

I'energia del sistema. Algunes d'aquestes aproximacions, com
el métode de Hartree-Fock (HF) [1, 2] i els seus derivats (cone-
guts com a métodes post-Hartree-Fock) o la teoria del funcio-
nal de la densitat (DFT, de I'anglés density functional theory)
[3], han esdevingut fonamentals per fer calculs practics sobre
molécules i materials.

El métode de HF és una de les aproximacions més basiques
utilitzades en quimica quantica. En aquest marc, la funcio
d'ona del sistema s'aproxima com un sol determinant de
Slater, que és una combinacié antisimetrica d'orbitals mono-
electronics ocupats per cadascun dels N electrons de la molé-
cula. En concret, la solucié de HF és aquella on s'ocupen els

N espin-orbitals de més baixa energia. Aquesta forma assegura
que es compleixi el principi d'exclusio de Pauli i que els elec-
trons siguin indistingibles, perd assumeix que els electrons es
mouen en un camp mitja efectiu generat pels altres electrons.

Aquesta descripcié implica una limitacié important: la repul-
sid electro-electrd es tracta d'una manera incompleta. En par-
ticular, els electrons d'espin oposat no presenten correlacio en
aquesta aproximacio —com veurem més endavant— i la corre-
lacio entre els electrons del mateix espin, encara que conside-
ra el principi d'exclusié de Pauli, tampoc no esta completa-
ment descrita. Per tal d'obtenir aquests efectes de correlacio i
apropar-nos a una funci6 d'ona més exacta, es poden conside-
rar combinacions lineals de multiples determinants de Slater.
Cada determinant representa una configuracio electronica al-
ternativa —és a dir, una distribucié concreta dels electrons en
els M espin-orbitals disponibles, que venen determinats per la
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._ dimensid de la base que emprem per fer el calcul.

Una funcié d'ona correlacionada es pot expressar com:

on ¢_son els orbitals moleculars (o espin-orbitals) que definei-
xen la posicio i I'espin de cada electro, D, es dona explicita-
ment i correspon al determinant HF que utilitza els orbitals
@,...9,, D, son altres determinants construits a partir d'orbitals
moleculars excitats i (1,2,...,N) son les coordenades electroni-
ques que representen cada electrd en una posicio r=(x, y, 2) i
un espin @ € (¢, B) donats. Cada determinant és multiplicat
per un factor que indica la importancia de cada configuracio
electronica a la funcio d'ona total, i la suma del quadrat de
tots els coeficients sempre ha de ser igual a la unitat, Z,-sz =1,
per garantir la normalitzacio de la funcio d'ona. Si afegim to-
tes les configuracions possibles, és a dir, si considerem totes
les opcions de distribuir els N electrons en els M espin-orbitals
disponibles, tindrem la funcid d'ona exacta mitjancant una
base de M espin-orbitals, també anomenada funcid d'ona FCI
(de I'anglés full configuration interactions). Quan el factor

¢, =1, tots els altres coeficients son zero i, per tant, la funcio
d'ona és descrita per un sol determinant. El determinant aillat
que minimitza l'energia electronica és la funcié d'ona de HF.

La correlacio electronica engloba tots els efectes que I'aproxi-
macié de HF no és capag de descriure. Més especificament,
Lowdin va definir I'energia de correlacio com la diferencia en-
tre I'energia obtinguda amb una funcié d'ona exacta i una
funci6 d'ona de HF [4]:

corr = Eexacta = Eie (3)
Aquesta diferencia d'energia reflecteix I'efecte de les interac-
cions electro-electro que no son captades pel camp mitja del
metode de HF. Analitzar la correlacié electronica i entendre
com afecta |'addicié de determinants de Slater a la funcioé
d'ona no és una tasca senzilla. Les funcions d'ona sén objectes
altament complexos: per cada electrd hi ha tres coordenades
espacials i una d'espin, de manera que per a un sistema amb
N electrons, com el formaldehid (amb quinze electrons), la
funcié d'ona viu en un espai de seixanta dimensions. Aquesta
complexitat fa que comprendre i visualitzar la funcio6 d'ona si-
gui una tasca altament complexa.



Segons la interpretacio de Born [5], el quadrat de la funcid
d'ona representa la densitat de probabilitat conjunta de tro-
bar els electrons a unes coordenades determinades. Si inte-
grem les coordenades de N - 1 electrons, obtenim una funcio
de tan sols una coordenada electronica (és a dir, tres d'espai i
una d'espin), coneguda com a densitat electronica, que s'ex-
pressa d'aquesta manera:

p(1)=N[d2..[dN¥ (12,...N)¥ (12...N). ()

El factor N normalitza adequadament la funcio i p(1) és pro-
porcional a la densitat de probabilitat d'electrons a la coorde-
nada electronica 1. Aquesta funcio permet visualitzar com es
distribueix la carrega electronica en una molécula i calcular
propietats importants —com el nombre total d'electronsi la
densitat d'espin— o propietats derivades —com el moment
dipolar. Aixi, podem fer una certa connexio entre la funcio
d'ona i conceptes quimics tradicionals [6]. Més enlla del seu
interés teoric, la densitat electronica és un observable fisic i,
per tant, es pot mesurar experimentalment, per exemple, mit-
jancant técniques de difraccio de raigs X. Aixo estableix un
vincle directe entre la descripcio quantica i els resultats ex-
perimentals. Atés que la densitat es defineix en |'espai real, es
pot representar mitjancant isosuperficies. Per exemple, a la fi-
gura 1, representem la densitat de la molécula H,:

Ficura 1. Representaci6 mitjancant isosuperficies de la densitat de la molécula H,,
amb valors de 0,001, 0,005, 0,01, 0,05 i 0,1 bohr. El color verd clar correspon a les
regions de densitat baixa i el color taronja indica valors alts. Elaboracio propia.

Podem veure que la carrega electronica se centra als nuclis i
que també hi ha carrega al llarg de I'enllag H-H.

Tanmateix, la densitat electronica és una quantitat obtinguda
a partir de la funcié d'ona total que integra les coordenades
de tots els electrons excepte un. Aquest procés redueix la in-
formacid disponible i elimina qualsevol detall explicit sobre la

manera com es correlacionen les posicions dels electrons en-
tre si. En conseqliencia, és dificil obtenir informacio directa
sobre la correlacio de parells d'electrons. Tot i aix0, alguns au-
tors, com Cremer, han suggerit que certes caracteristiques de
la densitat electronica poden estar associades amb la correla-
cio electronica [7], si bé la informacid que se'n pot treure és
relativament limitada.

Per accedir a una descripciéo més explicita de la interaccié en-
tre electrons, hem de considerar funcions que depenen de més
d'una coordenada electronica, com la densitat de parells.
Aquesta funcié deixa explicites dues coordenades electroni-
ques abans d'integrar les N - 2 restants:

p2(1,2)=wjd3...jdw/’(1,2,...,N)¥'(1,2,...,N). (5)

Aquesta expressid és proporcional a la densitat de probabilitat
de trobar un electro6 a la coordenada 1 i un altre a la coorde-
nada 2 simultaniament. El factor W correspon al nombre
total de parells d'electrons possibles del sistema. Si la funcié
d'ona és de tipus Hartree-Fock, construida a partir d'un sol
determinant de Slater, la densitat de parells es pot escriure

en termes de la densitat de primer ordre com:
P (12) = P (1) P (2)= ot (12)P, (6)

on p{*F(1;2) €s la matriu de densitat reduida de primer or-
dre de la funci6 d'ona de HF. La matriu reduida de primer
ordre (1-rDM, de I'anglés first order reduced density matrix)
de qualsevol funcié d'ona és definida de la manera seglient:

p,(v1)=N[d2..[dN" (1.2, .N)# (12...N),  (7)

on hem fet servir coordenades diferents per a I'electrd 1 de
cada funci6 d'ona. Aquesta matriu reduida de primer ordre és
una funcid d'un electro, tot i dependre de dues coordenades.
Siigualem la coordenada 1ila 1', obtindrem la densitat
(equacio 4).

L'equacio 6 mostra dues contribucions: el producte de densi-
tats, que correspon als electrons estadisticament indepen-
dents, i la 1-rDM al quadrat, que exclou que dos electrons
amb el mateix espin es trobin en la mateixa posicio (pel prin-
cipi d'exclusié de Pauli). Aquesta correlacio entre electrons
del mateix espin s'anomena correlacid de Fermi o exchange.
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La funcio d'ona de HF representa prou bé la interaccio entre

electrons del mateix espin, perd no captura la correlacio elec-
tronica associada a la repulsié de Coulomb, que és I'inica que
apareix entre electrons d'espin oposat i que també tenim en-
tre electrons del mateix espin. Aquest fet es pot posar de ma-
nifest si separem la densitat de parells de HF mitjancant con-
tribucions d'espin. Per exemple, per al mateix espin, obtenim

pZHF.aa (rprz ) _ pHF,a (’.1 )pHF,a (r2 )_ |p1HF,aa (q;rz )|2 (8)

per als electrons amb espin « (i, analogament, per als elec-
trons amb espin ), i

il () = () p* (1) )

per als electrons amb espin contrari. Aqui, la probabilitat de
trobar un parell d'electrons ve donada pel producte de densi-
tats de cada electrd per separat. Precisament, aix0 representa
la principal limitacid de Hartree-Fock: els electrons d'espin
contrari no presenten cap tipus de correlacid i, per tant, la po-
sicié de I'un no afecta I'altre.

A partir de I'equacio 6, podem construir la densitat de parells
aproximada basada en un sol determinant (SD, de I'anglés
single determinan?):

P (12) = p(1)p(2)=Ip,(12)F, (10

on, en aquest cas, la densitat i la matriu de densitat reduida
de primer ordre no venen d'una funci6 d'ona de HF, sin6 d'una
funcio d'ona correlacionada. D'aquesta manera introduim part
de la correlacid electronica no inclosa en I'equacio 6. Amb
aquesta nova definicio, la densitat de parells totalment corre-
lacionada, 0 exacta, es pot expressar de la manera segiient:

p,(12) = p* (12)+ P (12), (1)

on pji (1,2) és el cumulant, que encapsula els efectes de cor-
relacio electronica que no es poden expressar ni com a pro-
ductes de densitats ni com a correccions d'un sol determinant.

Per tal d'analitzar la correlacio electronica d'una forma més
intuitiva, sovint es defineix la funcio de correlacio de parells,
que mesura com es modifica la densitat de parells quan afe-
gim correlacio a la funcié d'ona de HF. Es defineix com la di-
feréncia entre la densitat de parells exacta i la de HF:

22 (12)= ,(12) - 7 (12). (12

Aquesta funci6 pot mostrar regions de valor negatiu —zones
on disminueix la probabilitat de trobar els electronsa 11 2,
respectivament— o de valor positiu —zones on la correlacié
augmenta aquesta probabilitat. Aixi, es pot veure com la fun-
cio de correlacio reflecteix I'efecte de repulsio electronica que
HF ignora parcialment.

Considerant les equacions 11 12, podem escriure la funci6
de correlacio de parells com:

p;(12)= p* (12) - pif (12)+ P (12). (13)

£;(12)

D'aquesta manera es veuen els dos components de la correla-
Cio electronica; per un costat, la que afegim amb una descrip-
cio exacta de la 1-rDM, i, per I'altre, amb el cumulant, que té
en compte la resta de la correlacid.

Per visualitzar la diferéncia entre una densitat de parells cor-
relacionada i la densitat de parells de HF, a la figura 2 es mos-
tren els valors de les densitats de parells de HF i FCl a I'eix de
I'enllag de la molécula H,, quan fixem el primer electré a
I'atom H i movem el segon electro a I'eix de I'enllac.

0,08 -

-3 -2 -1 0
Coordenada z de rz (bohr)

Ficura 2. Densitats de parells de HF i FCI per a la molécula d'hidrogen en I'estat
fonamental a la distancia d'equilibri, utilitzant la base STO-3G. La coordenada
electronica 1 es manté fixa sobre 'atom H, mentre que la coordenada 2 es desplaga
al llarg de I'eix de I'enllag, des de -3 bohr a 4 bohr (travessant els atoms H i H').
Elaboracio propia.

Com que en el H, només hi ha dos electrons amb espin con-
trari, la densitat de parells de HF no els correlaciona. Per aixo
es veu com la corba taronja distribueix simétricament la pro-



babilitat del segon electrd (sense que afecti la posicio de
I'electro de referéncia). En canvi, la funcié exacta mostra una
deslocalitzacio asimétrica: el segon electro evita la regio del
primer nucli on hi ha I'electré de referéncia i prefereix estar
en la zona de H' —un clar efecte de com la correlacié electro-
nica corregeix el dibuix donat per la funcié d'ona de HF.

Forats de correlacio de McWeeny

La idea de com un electré de referéncia afecta la posicio de
I'altre electro es pot expressar intuitivament amb una sola
funcio, utilitzant els forats de correlacio de McWeeny [8]:

hxc(1;2)=M—p(2), (14)

p(1)

on es fixa un electrd a la coordenada 1. El terme p2(1,2)/p(1)
correspon a la densitat condicional, és a dir, la probabilitat de
trobar un segon electro a la posicid 2, atés que ja n'hi ha un

a la posicio 1. En restar-hi la densitat independent p(2), s'obté
la desviacio respecte al comportament no correlacionat.
Aquesta funcio, coneguda com a forat de bescanvi-correlacio,
mesura com la preséncia d'un electro redistribueix la densitat
dels altres al seu voltant, a causa tant del principi de Pauli
com de la repulsio electroestatica.

La funcio hXC(1;2) sovint pren valors negatius o nuls: la presén-
cia d'un electrd redueix la probabilitat de trobar-ne un altre a
prop. Quan h (1;2) = 0, aixo indica que la preséncia de I'elec-
tro de referéncia no modifica la distribucio dels altres electrons
i, per tant, no hi ha correlacié entre els parells per a aquesta
configuracid espacial.

Per descompondre aquest forat, considerem la forma general
de la densitat de parells (equacio 11) i la definicio de la densi-
tat de parells SD (equaci6 10):

P,(12)=p(Np(2)=lp (v2)F +p7(12).  (15)

i, substituint I'expressio en el forat (equacio 14), obtenim:

hxc(1;2)=[p(1)p(2)—|p1(1;2)|2+p§"(1'2)J—p(2). (16)

p(1) p(1)  p(1)

El primer terme, amb el producte de densitats, correspon als
parells d'electrons no correlacionats, de manera que s'anulla

quan li restem p(2). Els altres dos es poden identificar com les
contribucions de bescanvi i de correlacio:

Ip (2 p2(12)

h 1;2 = T .
xr( ) p(1) p(1) (17)
hy(1:2) h(1:2)

Aixi, el forat de bescanvi h (1;2) s'origina per I'antisimetria de
la funcio d'ona i afecta només els electrons amb el mateix es-
pin, mentre que el forat de correlacié h (1;2) afecta també els
d'espin oposat.

En el cas de la molécula d'hidrogen, amb dos electrons d'es-
pins oposats, per a HF no existeix forat de bescanvi (no hi ha
dos electrons del mateix espin) i el cumulant és zero (ja que hi
ha un sol determinant). Per tant,

i (12) = H(12) =0, (18)

la qual cosa indica que HF considera que la posicio de I'elec-
tro 1 no afecta la posicié de I'electrd 2.

En canvi, en una descripcio correlacionada, com la que obtin-
driem amb una funcié d'ona FCl, la densitat de parells conté
una contribucié del cumulant, p&(1,2) # 0. Per tant, el forat
de correlacio és diferent de zero. En aquest cas, el forat de
bescanvi-correlacio només té el component de correlacid.

A la figura 3 es mostra aquest forat per al H, en la geometria
d'equilibri:

—0,05 |

—0,10 1

—0,15

hxe(ry; r2)

—0,20 4

—0,25 1

-3 —Iz —‘1 0 1 2 3 4
Coordenada z de rz = (0,0, 2z7) (bohr)

Ficura 3. Forat de McWeeny per a la molécula d'hidrogen en I'estat fonamental a la
distancia d'equilibri obtingut mitjangant el metode FCI, utilitzant la base STO-3G. La
coordenada electronica 1 es manté fixa sobre I'atom H, mentre que la coordenada 2
es desplaga al llarg de I'eix de I'enllag, des de -3 bohr a 4 bohr (passant pels atoms H
i H). Elaboraci6 propia.
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La interpretacié d'aquest forat és clara: el valor minim al vol-
tant de I'atom H ens indica que la probabilitat de trobar el se-
gon electrd en aquesta posicio és molt baixa mentre el primer
electro és alla. A mesura que ens allunyem de I'electro de re-
feréncia, la probabilitat de trobar el segon electré augmenta.
Quan ens allunyem a distancies grans respecte al primer elec-
tro, aquest ja no afecta el segon electro i el valor del forat és
zero.

Aixi doncs, les figures 2 i 3 estan directament relacionades. La
funcié de McWeeny s'associa a la diferéncia entre la corba FCI
i la HF representades a la figura 2, normalitzada respecte a la
densitat p(1); és a dir, per a sistemes com el H, que no presen-
ten bescanvi,

-p(2), (19)

on a la figura 2 la corba taronja esta relacionada amb el ter-
me p(2) i la blava, amb el terme pf©(1,2)/p(1). Aixo permet
una interpretacio clara del forat com la diferéncia entre una
descripcio que incorpora la correlacio electronica i una que no
ho fa.

Forats de correlacio de Coulson
| funcions intraculars

Tot i la utilitat conceptual del forat de correlacio de
McWeeny, cal tenir en compte que aquest parteix de la
premissa que un electro es troba en una posicio fixa. Aixo pre-
senta una limitacié important, ja que tenim moltes opcions
per escollir la posicié d'aquest electrd de referéncia i, per cada
una, la forma del forat sera diferent. A més, aquest enfoca-
ment no esta directament connectat amb propietats globals
del sistema, com ara I'energia de repulsio electro-electro V.,
que és un dels components de |'energia més afectats per la
correlacio electronica. Aquesta energia es pot expressar en
termes de la densitat de parells com:

—” " _r| d -, (20)

la qual cosa posa de manifest que la repulsio electré-electro

._56 depén només de la separacid entre electrons.

Aquest fet motiva la introduccio de la funcié intracular, una
eina que permet estudiar la distribucio dels parells d'electrons
en funcio de la seva separacio, independentment de quina en
sigui la posici6 absoluta o I'orientacio. El concepte funcid in-
tracularva ser introduit per Coulson i Neilson [9] i, més enda-
vant, formalitzat per Coleman [10], que va destacar-ne la relle-
vancia per descriure la funcié d'ona i la correlacid electronica
mitjancant una projeccié més manejable de la densitat de pa-
rells. Des d'aleshores, ha estat aplicada i refinada per diversos
autors —com Smith, Cioslowski, Boyd, Ugalde i collaboradors
[11-21]—, especialment, per comparar densitats de parells cor-
relacionades amb referencies de HF. La idea basica és reduir la
densitat de parells, p,(1,2) = p,(r,.r,.@,®,), que depén de vuit
variables (tres coordenades espacials i una d'espin per electro),
a una funcio de la distancia entre electrons.

Aquest procés s'inicia definint la funcid intracular vectorial:

s) = [drdrdodo,s(rn, -s)p, (Mn.0.0,),  @21)
onr,=r -r, éselvector de separacio entre dos electrons.
Aquesta funcio compatibilitza els parells d'electrons que es
troben separats pel vector s, independentment de la seva ubi-
cacio a l'espai molecular.

Per exemple, al dimer d'heli (figura 4), la intracular vectorial
presenta tres maxims (figura 5). El central correspon als pa-
rells d'electrons dins d'un mateix atom —per tant, als dos
parells d'electrons: Hea—Heﬁi He’a—He’ﬁ. Els dos maxims sime-
trics als extrems s'associen als parells que es formen entre
electrons de diferents atoms; en aquest cas, quatre: Hea—He’a,
Hea—He’ﬁ, Heﬁ—He’ai Heﬁ—He’ﬁ. La simetria /(s) = /(-s) garan-
teix la igualtat d'aquests maxims.
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X
1
He He
N N
S
He-He [
—
u
Z
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ﬁ q
SHe-He SHe‘-He'

Ficura 4. Representacio esquematica del dimer d'heli en I'espai real, amb els parells
d'electrons possibles: en verd, els intraatomics, i en blau, els interatomics. Elaboracio

propia.
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Ficura 5. Funcid intracular vectorial per al dimer He,. Els maxims (amb color vermell
fosc) indiquen les separacions més probables entre parells d'electrons, mentre que el
verd clar reflecteix una densitat de parells baixa. Elaboracio propia.

Tot i la seva riquesa informativa, la intracular vectorial és di-
ficil d'interpretar en sistemes grans. Per aixo, se sol reduir a
la funcio intracular radial, que només depen de la magnitud
s=s|. Aquesta funcid es defineix integrant totes les orienta-
cions angulars:

I(s)=s[I(s)dx =[] "dgi(s), (22)
ons=(s, 6, ¢) es representa en coordenades esfériques.

La funcid intracular radial, /(s), mostra la densitat de parells
d'electrons a una separacio s, independentment de l'orienta-
cio. Aquesta funcio és especialment rellevant perque permet
expressar I'energia de repulsid electro-electré com:

Vo= ”ds@, (23)
ee 0 S

fet que destaca la relacio directa entre /(s) i les propietats
energetiques globals.

S'han proposat métodes eficients per al calcul directe de la
funcio intracular, com el de Cioslowski i Liu [22], o I'esquema
PRISM, desenvolupat per Peter Gill [23]. En aquest treball s'ha
fet servir I'algoritme de Cioslowski i Liu per dur a terme la fi-
gura 6, on es representa la intracular per al dimer d'heli. El
primer pic de la intracular a distancies curtes correspon als
parells intraatomics, i el segon, a distancies més llargues, re-
flecteix els parells interatomics (vegeu la figura 6). El segon
pic és més alt perqué correspon als quatre parells d'electrons
que es formen entre els atoms. Si integrem tota la intracular,
tindrem el nombre total de parells d'electrons del sistema; en
aquest cas, 6. A |a figura hem representat la intracular que
prové de la densitat de parells de HF (p?F) i laintracular de la

densitat de parells exacta o FCI (pf®). Aquesta representacio
permet comparar de forma visual com p!fi pi® distribueixen
els parells d'electrons, si bé les diferéncies son tan petites que

costa de veure-les.
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Ficura 6. Funci6 intracular radial per al dimer He, representada en I'espai
interelectronic, obtinguda a partir de la densitat de parells exacta i de la de HF.
Elaboracio propia.

A partir d'aquesta funcio, s'han desenvolupat propostes com
la teoria funcional intracular (IFT, de I'anglés intracule func-
tional theory), de Peter Gill [24, 25], que planteja construir
métodes d'estructura electronica a partir de /(s), analegs a la
DFT, pero centrats a reconstruir I'energia com un funcional
de la intracular de la densitat de parells. Malgrat el seu inte-
rés conceptual, la IFT té limitacions practiques, principal-
ment, pel que fa a la inversio del funcional i a la seva uni-
versalitat.

Partint de les intraculars de les diferents densitats de parells,
podem definir el forat de correlacié de Coulson, una eina per
analitzar 'efecte de la correlacio electronica en la distribu-
cio dels parells d'electrons. Aquest forat s'obté com la dife-
réncia entre la funcio intracular radial exacta i la correspo-
nent a HF:

h.(s) =l (s) =" (s). (24)

A diferéncia de la figura 6, aquest forat mostra clarament
com la correlacid redistribueix la densitat de parells: redueix
la probabilitat de trobar electrons a distancies curtes (on HF
tendeix a sobreestimar la coincidéncia d'electrons) i la com-
pensa lleugerament a distancies intermédies. Per al dimer
de Hez, obtenim la figura 7:
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Ficura 7. Forat de correlacié de Coulson per al dimer He, (linia continua) i forat
ponderat amb 1/s (linia discontinua). Elaboraci6 propia.

Aquesta representacio, unidimensional i intuitiva, encapsula
I'efecte complex de la correlacio electronica. A més, té una
importancia energética directa: si s'integra el forat ponderat
amb 1/s (vegeu la linia discontinua de la figura 7), s'obté
I'energia de correlacio electronica:

E=| h.(5) 4 (25)
c 0 S

Aquesta integral reforca el paper fonamental de les distancies
interelectroniques curtes en la contribucio a I'energia de cor-
relacié. Com es veu a la figura 7, les corbes ponderades posen
en relleu que les regions properes a s =0 predominen en la
contribucié energética. Tot i que la integral de h (s) és nukla (ja
que el forat només redistribueix la densitat de parells, sense
crear ni eliminar parells), la integral de h (s)/s és negativa. Aixo
reflecteix un resultat fonamental: la correlacio electronica dis-
minueix I'energia total del sistema, ja que evita la coincidéncia
d'electrons a distancies curtes, on la repulsio és maxima.

En contrast amb I'enfocament de McWeeny, el forat de Coul-
son no requereix fixar cap electro i proporciona una descrip-
ci6 més global, energeticament significativa i fisicament in-

tuitiva de la correlacio electronica.

Separacio del forat de Coulson

En els darrers anys, el nostre grup ha aprofundit en I'analisi de
la funcio intracular com una eina per caracteritzar la correla-
cio electronica en les seves diverses formes. Basant-nos en
I'equacio 13, on separem la densitat de parells de correlacio

en els components pi(1,2) i pSi(1 ,2), hem estudiat les seves
intraculars, analitzant-ne les contribucions al forat de Coul-
son. Hem aplicat aquesta analisi a diferents sistemes —com
['atom d'heli, de liti i de berilli— i també a molécules diatomi-
ques —com I'hidrogen i el dimer d'heli— a distancies interato-
miques diferents [26-29], cosa que ens ha permés estudiar ré-
gims de correlacio diversos. D'aquesta manera hem pogut
separar la correlacio electronica segons la distancia interelec-
tronica i analitzar la contribucio de la correlacio dinamica i la
no dinamica a cada una de les separacions.

Segons el que hem pogut observar, psi(1,2) —que, per simplifi-
car la notacio, a partir d'ara anomenarem ¢— representa prin-
cipalment la correlacio no dinamica a distancies interelectro-
niques llargues, fet que reflecteix diferéncies entre la densitat
exacta i la HF, tipicament importants en sistemes amb multi-
ples configuracions electroniques significatives, també cone-
guts com a sistemes multireferencials. Aquests casos aparei-
xen quan tenim orbitals degenerats o molt propers en energia,
com, per exemple, en molécules dissociades i radicals. En
aquests casos, hi ha diferents configuracions electroniques
que contribueixen d'una manera important a la funcié d'ona
total, la qual cosa es tradueix en una diferéncia més gran en-
tre la densitat exacta i la densitat HF. Aixo fa que ¢, que es
correspon amb la diferéncia entre una matriu reduida de pri-
mer ordre exacta i de HF, adopti valors grans.

El cumulant, pSi(1,2) —que, a partir d'ara, anomenarem ¢,—,
descriu la correlacio electronica que hi incloem quan explici-
tament afegim més d'un determinant de Slater a la funcio de
parells, i representa la part dinamica de la correlacio (que
apareix a tots els sistemes amb més d'un electro i s'associa
amb les interaccions instantanies entre carregues negatives
que es repelleixen entre si), encara que també conté bona
part de la correlacié no dinamica a distancies curtes, la part
més significativa energéticament.

Calcul analitic de la molécula d’hidrogen

Per entendre millor com funcionen el forat de Coulson i els

seus components ¢, i ¢, hem estudiat un sistema simple (la

I
molécula de H,) amb una base petita que permet fer els calculs
analiticament i obtenir expressions explicites per a les intra-
culars i el forat de Coulomb en funcié de la distancia inter-

atomica i del coeficient c, (que defineix el pes del determi-



nant de HF). La funcio d'ona FCl d'aquest sistema ve donada
per I'equacio seglient:

1) 401
et [pl) g0

e g0
Pa(12)=c 4,2) 'V204,2) 4,2

1 1%
"V2l¢,(2)

Els detalls sobre la construccio d'aquestes funcions es presen-
ten a 'apéndix. Estudiant la molécula de H, amb diferents va-
lors de ¢, i de la distancia interatomica, podem analitzar di-
versos reégims de correlacio i observar com varien el forat i els
seus components.

Comencem amb la molécula en la seva geometria d'equilibri.
Si optimitzem la funcié d'ona exacta, composta per dos deter-
minants de Slater multiplicats pels coeficients ¢, i ¢, = m
(imposant la normalitzacio " ¢*=1), el valor optim que mi-
nimitza I'energia és ¢, = 0,9943 [30]. Si representem les intra-
culars i els forats de Coulson amb aquests valors, obtenim el
segiient (figura 8):

La figura 8 mostra que la distribuci6 dels parells d'electrons és
molt similar per a les tres densitats de parells. Tal com s'espe-
rava, la funcio d'ona de HF concentra els electrons a distan-
cies més curtes, mentre que la inclusié del segon determinant
separa lleugerament els electrons. La densitat de parells apro-
ximada amb I'equacio 10 reprodueix la intracular de HF a dis-
tancies curtes, pero s'ajusta millor a la funci6 exacta a distan-
cies més llargues.

De I'analisi del forat de Coulson i els seus components (grafi-
ca inferior de la figura 8), s'observa que la contribucié més
important al forat total correspon al terme ¢, (el cumulant),
mentre que ¢, contribueix principalment augmentant la densi-
tat de parells a distancies llargues.

Si reduim el valor de c, augmentem el pes del determinant on
els dos electrons es troben excitats, transferint carrega elec-
tronica cap a aquesta segona configuracio. La figura 9 mostra
els resultats per a ¢, = 0,707, que assigna el mateix pes als
determinants de I'estat fonamental i de |'estat excitat:

0,8 -
— IF(s) 1,0 IFCI(s)
0,7 — 1HF(s)
0,6 —_ [SD(S) 0.8 1 ’SD(S)
0,5 4
— — 0,6 B
2 “n
= 041 =
0,34 0,4 1
0,2 4
0,2
0.1+
0,0 . . T . T : r 0,0 . . T . T : .
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0 0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0
s (bohr) s (bohr)
0,04 4 04
0,02 4
0,2
— 0,00 —
2 2
[ o 007
= ]
-0,02
— hels) sl —— hels)
—0,04 1 — hils) — hats)
- €| C
he'(s) ~0,4 1 hén(s)
—0.06 1 T T T T T T T T T T T T T T
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0 0,0 0,5 1.0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
s (bohr) s (bohr)

Ficura 8. Intraculars (a dalt) i forats de Coulson (a baix) per a la molécula de H, en
equilibri, calculats analiticament amb una base STO-3G. Elaboracié propia.

Ficura 9.  Intraculars (a dalt) i forats de Coulson (a baix) per al H, en equilibri amb
¢, = ¢, = 0,707, amb la base STO-3G. Elaboracié propia.
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A les intraculars, observem que les tres funcions canvien sig-
nificativament. La intracular de HF es manté exactament
igual que en la figura anterior, mentre que la de FCI distri-
bueix els parells d'electrons a distancies més grans. La intra-
cular SD, com abans, s'ajusta a HF a distancies curtes i a FCI
a distancies llargues.

Pel que fa als forats, ara la contribucio de G esdevé més relle-
vant en comparacié amb el cas anterior. El component ¢, con-
tinua dominant a distancies curtes (reduint la densitat de pa-
rells), mentre que ¢ redistribueix aquesta densitat cap a
distancies llargues.

Analitzem ara el cas dissociat, amb una separacio de 4 bohr
entre els dos atoms (figura 10). En aquest cas, el coeficient
que minimitza I'energia de la funcié d'ona exacta és també
¢, =0707.
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Ficura 10.  Intraculars (a dalt) i forats de Coulson (a baix) per a la molécula de H,
dissociada (R = 4 bohr). Elaboracié propia.

Amb aixo es posa de manifest una de les principals limitacions

60 . .
.. de HF: la incapacitat per separar correctament els parells

d'electrons. Com que només disposa d'un determinant, HF no
té flexibilitat per evitar que els dos electrons es concentrin en
el mateix atom, i apareix un primer pic a distancies curtes
(grafica superior de la figura 10). Tanmateix, en la dissociacio,
cada atom hauria de quedar-se amb un sol electro i, per tant,
la funci6 exacta només mostra un pic a la distancia interato-
mica. Per a ¢, = 0,707, la funci6 d'ona reparteix el pes entre
I'estat fonamental i I'excitat, de manera que permet la trans-
feréncia de carrega i facilita la separacio dels parells, fet que
dona com a resultat I'eliminacié del pic curt de la intracular
de HF a distancies petites.

La intracular SD, igual que HF, presenta un primer pic a dis-
tancies curtes, perd també reprodueix el pic de FCl a distan-
cies llargues. Aquest comportament es reflecteix clarament
en els components del forat: ¢ domina a distancies llargues,
mentre que ¢, corregeix I'excés de densitat a distancies curtes
(vegeu la grafica inferior de la figura 10).

Sirelacionem ¢ i ¢, amb els tipus de correlacio, podem dir que ¢
és sensible a la correlacio no dinamica (i pot emprar-se com a
indicador d'aquesta [31]), ja que apareix en situacions amb de-
generacio o quasi degeneracio. En canvi, ¢, conté components
tant de correlaci6 dinamica com de correlacio no dinamica: re-
presenta |'efecte de la correlacio no dinamica a distancies cur-
tes i, com hem vist en el cas del H2 en equilibri, inclou la corre-
lacio dinamica deguda a la repulsio electro-electro [26, 28].

Conclusions i perspectiva de futur

La funcio intracular de densitat de parells ens proporciona
una eina fonamental per comprendre i quantificar la correla-
cio electronica en sistemes quimics, ja que descriu la probabi-
litat de trobar dos electrons separats per una certa distancia,
fet que ofereix una descripcié més explicita de les interac-
cions electroniques que la densitat electronica convencional.

Aquesta funcié esta relacionada amb indicadors de correla-

cio electronica que permeten quantificar tant la correlacié

dinamica com la no dinamica en sistemes moleculars. Entre
- -

aquests, destaquen els indicadors / i /™* proposats pel nos-

tre grup [31-34].

Més enlla de la seva utilitat com a eina d'analisi, la funcié in-
tracular té una importancia estratégica en el desenvolupa-



ment de nous meétodes computacionals, especialment, dins la
teoria del funcional de la densitat (DFT, de I'anglés density
functional theory). La funcio de densitat de parells electro-
nics esta connectada formalment amb I'energia de bescanvi-
correlacio de DFT, a través del formalisme de la integracié so-
bre el parametre d'acoblament adiabatic (ACFDT, de I'anglés
adiabatic-connection fluctuation-dissipation theorem). Una
modelitzacid precisa de la funci¢ intracular en diferents re-
gims de separacio electronica —tant per a distancies curtes
com llargues— pot permetre el disseny de nous funcionals

de bescanvi-correlacié més robustos i universals, capacgos de
descriure sistemes en els quals predomina la correlacio no di-
namica, perd també sistemes en qué principalment hi ha una
correlacio dinamica.

Actualment, un dels grans reptes en DFT és la falta de funcio-
nals generalistes que descriguin d'una manera precisa siste-
mes de naturalesa electronica diversa. L'estudi acurat de la
funcid intracular s'identifica com una via prometedora per su-
perar aquestes limitacions, que pot contribuir a la creacio de
nous funcionals hibrids, de separacio de rang o explicitament
dependents de dues particules. Aquesta linia d'investigacio és
especialment rellevant per al desenvolupament de la quimica
computacional i de la fisica de materials complexos.

En resum, el futur de I'estudi de la funcio intracular es presen-
ta molt prometedor, tant per aprofundir en la nostra com-
prensié fonamental de la correlacio electronica com per mi-
llorar els métodes de calcul que fem servir diariament. La seva
analisi ens permet no només entendre millor els mecanismes
d'interaccio electronica, sin6 també avancar cap a una quimi-
ca computacional més precisa, predictiva i universal.

Apendix

A continuacié, es descriu el procediment per obtenir les fun-
cions d'ona analitiques de la molécula d'hidrogen segons els
metodes HF, FCI i I'aproximacié de la funcié d'ona amb un sol
determinant (SD). També es deriven les intraculars correspo-
nents a aquestes funcions d'ona, aixi com els components del
forat de Coulomb de manera analitica, els quals es represen-
ten a les figures 8,9 i 10 de I'article. Comencem estudiant les
funcions intraculars de la molécula d'hidrogen a distancies
interatomiques diferents. Per cada atom d'hidrogen, a les po-
sicions R, i Ry, respectivament, centrem un orbital atomic de

tipus s (solucio d'un electro de I'equacio de Schrédinger)
aproximat amb una funci6 gaussiana de la forma:

si(r) =Ny e (A1)

B

(1) =, €57, 2

on NSA i NSB son els factors de normalitzacié, r és el vector amb
les coordenades (x, y, 2) de I'espai i R, és la posicié de I'atom A.
Aquesta base de només dos orbitals atomics €s tan petita que
es considera la base minima per a un sistema de dos electrons,
i, tanmateix, és prou adequada per a una descripcid qualitati-
va de la dissociaci¢ de la molécula de H, [30].

El seglient pas és construir els orbitals moleculars per a
aquest sistema. En aquest cas en qué només hi ha dos orbitals
atomics, podem construir dos orbitals moleculars:

o,(r) :m(%(')ﬁs(r)) (A3)

(SA(r)_sB(r))' (A4)

(2(1-S,,)
on S . és la superposicio entre els orbitals atomics S, i S,.

Aquests orbitals moleculars només descriuen la posicio de
I'electro, i no I'espin. Per aixo, a partir d'aquests dos orbitals
moleculars construim els espin-orbitals, que descriuen la po-
sicio i I'espin de cada electro:

#(1)=a(@)e,n) (45)
4,()=5()o,r) (46)
4(1) Jo,(r) (47)
8.1)=5(@)o,r)- (48)

Per exemple, I'espin-orbital ¢g(1) representa I'electrd 1 amb
espin o a l'orbital molecular enllacant.

Un cop definits els orbitals moleculars, podem escriure les di-
ferents funcions d'ona que representen el sistema. Per repre-
sentar la funcié d'ona HF (la funcid aproximada més simple
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per a un sistema fermionic) d'un sistema de dos electrons
d'espin diferent, només ens cal I'orbital molecular enllacant,
on posem un electrd amb espin alfa i I'altre, amb beta:

P (12) (A9)

TV2lg(2) 42)

Ara construim la funcio d'ona exacta per a la nostra base afe-
gint el determinant de Slater, que representa la configuracié
on tenim els dos electrons en I'orbital antienllagcant (d)u). Hi ha
més configuracions electroniques possibles tenint un electré a
I'orbital enllagant i I'altre a I'antienllacant (les excitacions
monoelectroniques), perd no es barregen a la funcié d'ona
exacta dequt a la simetria dels orbitals:

1|41

i ]8O B0 1 ]e0) 0
O 0) a0 e ae)

9

(A10)

Per a les densitats de parells, només hem de multiplicar les
dues funcions d'ona al quadrat. En aquest cas, no ens cal fer
la integral de cap coordenada ja que només tenim dos elec-
trons.

P (1,2) = (1,2)P (A11)
P (12) =P (1,2)R (A12)

Finalment, podem calcular la funcio de parells aproximada
amb la densitat exacta:

P2 (12)=p(1)p(2)-1p,(12)~ (A13)

Ara podem calcular la funcio intracular de cada densitat de
parells integrant les coordenades 12 amb la delta de Dirac,
que fixa 112 a la mateixa distancia:

1 (s) = [[d1d2 pi* (1.2) 5 (1, — 5) (A14)
1 (s) = [[d1d2 p° (12)5(r,,~ ) (A15)
e (s) = [[d1d2 o (12) 5 (r,,—5), (A16)

on, en aquest cas, integrant d1 i d2 hi incloem la integral so-
bre I'espin i també la integral angular, passant directament de
la densitat de parells a la funcio intracular radial.
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