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Els sistemesbiologics presentenunaenorme complexitat. Diferents tipusd'interaccions
i de processos en governen les dinamiques, des dels ecosistemes fins als processos
de requlacio cel-lular o la infeccié virica d'una fulla. Malgrat la complexitat observada
a diferents escales en els sistemes biologics, que presumiblement ens farien pensar
en la impossibilitat d'entendre’ls i de caracteritzar-los, I'estudi de la complexitat bi-
ologica es pot abordar des de diferents disciplines cientifiques. D'una manera general,
la idea que, per estudiar una dinamica simple, necessitem un model simple és obvia.
Pero, per estudiar una dinamica complexa, sempre necessitarem un model complex?
Un model amb una multitud de variables i de parametres? La resposta és «no». Un
dels grans canvis de paradigma del segle passat, alimentat per la teoria dels sistemes
dinamics no lineals i la fisica teorica, és demolidor: podem estudiar els sistemes com-
plexos amb models simples.
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niciapa al segle xvir gracies als treballs

d’'lsaac Newton i de Gottfried Leibniz en

calcul integral i diferencial, la teoria dels
sistemes dinamics ha estat ampliament uti-
litzada en diferents disciplines cientifiques,
especialment a partir del segle xix. Alhora, la
visi6 geomeétrica (o topologica) dels sistemes
dinamics desenvolupada per Henri Poincaré
ha esdevingut una eina ampliament utilitzada
en diversos camps. Un dels grans paradigmes
cientifics del segle passat, catalitzat per la teo-
ria dels sistemes complexos, és que dinamiques
molt complexes (com les que observem en la na-
tura, en els patrons climatics o en els circuits
electronics) es poden estudiar mitjangant mo-
dels «simples». El lector s’ha d’adonar que la
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paraula «simple» esta escrita entre cometes.
Aixo vol dir que, encara que un sistema dina-
mic tingui poques variables i pocs parametres,
les no-linealitats poden fer que aquest model
«simple» exhibeixi una complexitat enorme.
Un dels millors exemples d’aquest fenomen s’es-
devé en 'anomenat sistema de Lorenz. Nascut
el 1917 a West Hartford (Connecticut, EUA),
Edward N. Lorenz va construir un model ma-
tematic dinamic molt abstracte que descrivia el
fenomen de la convecci6. Lorenz es va adonar
que, en el seu model, els patrons temporals no
sempre canviaven com ell predeia, de manera
que canvis infinitesimals en els valors inicials
de les variables resultaven en patrons climatics
altament divergents al llarg del temps (la im-
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predictibilitat a llarg termini és una propietat
del caos). La visualitzaci6é de la dinamica del
model de Lorenz en l'espai de fases mostrava un
objecte en forma de papallona (fig. 1). Aquesta
troballa esdevindria el punt de partida definitiu
de la teoria del caos, tot i que, préviament, ci-
entifics com Poincaré o Birkhoff ja havien trac-
tat i estudiat alguns sistemes dinamics caotics.

L'anomenada teoria de les quasiespécies
moleculars, originariament desenvolupada en
el camp de I'evolucioé prebiotica, ha estat adop-
tada pels virolegs com a eina matematica per a
I'estudi de la dinamica dels virus de RNA (grup
que inclou el virus de I’hepatitis C o el VIH-1 i
molts grups de virus de plantes, com ara el del
torrat de la tomaca i els del mosaic del cogom-
bre, de la carabassa i del tabac). L'acid nucleic
d’aquests virus és 'RNA duna sola cadena,
pero també hi ha virus que tenen dues cadenes
antiparal-leles i complementaries de RNA. Els
virus de RNA monocatenaris es poden classifi-
car segons el sentit, o polaritat, de la molécu-
la. Aixi doncs, trobem virus de RNA de cadena
positiva i negativa. El material genétic del pri-
mer tipus de virus és molt semblant als mMRNA
celllulars. Quan un d’aquests virus infecta una
cél-lula, aquesta pot confondre la cadena virica
amb un mRNA propi, traduir-lo i sintetitzar les
proteines que el virus necessita per completar
el seu cicle de reproduccid i d'infecci6. Les pro-
teines virals es poden diferenciar en proteines
no estructurals (encarregades de replicar 'RNA
viral) o estructurals (encarregades d’empaque-
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tar els genomes que infectaran altres cél-lules).
La replicacio del virus, la realitza I'enzim RdRP
(RNA-polimerasa dependent de RNA) que, en
no tenir mecanismes de correccié d'errors, pre-
senta una taxa de mutacié molt elevada. Aquest
fenomen fa que els virus siguin molt resistents
als canvis ambientalsi als farmacs, ja que evolu-
cionen rapidament i poden trobar solucions ra-
pides per escapar-se de les pressions selectives.

Les entitats replicatives amb una taxa de re-
plicaci6 baixa, quan competeixen amb entitats
amb una taxa replicativa més alta, acaben es-
sent desplacgades, ja que la seva eficacia, o fit-
ness, és més baixa. En el cas dels virus, l'efica-
ciadepén de lafuncionalitat de les proteines
que codifica. Com que la seqiiéncia mestra
—el genoma més eficagc— coexisteix amb les
seqliencies mutants i ambdues classes geno-
miques contribueixen a la producci6 de protei-
nes, cal tenir en compte que les replicases sinte-
titzades per la seqiiéncia mestra podrien ésser
utilitzades per a la replicaci6 de les seqiiéncies
mutants. Aixi doncs, el genotip de les seqiienci-
es mutants no en reflectiria l'eficacia. Aque st
fenomen, anomenat complementacié i descrit
experimentalment, es pot donar tant en les
replicases com en les proteines encarregades
d’encapsidar els genomes i formar nous virions.
En aquest article presentarem uns quants re-
sultats sobre els efectes de la complementacié
en la persistencia de les seqiiéncies mestres en
un sistema simple format per genomes mes-
tres, mutants i les replicases que sintetitzen.
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dFigura 1. l'atractor de
Lorenz, un dels atractors
caotics més famosos i
estudiats, té forma de
papallona. La dinamica
d’aquest objecte és molt
complexa. Una de les
propietats més importants
dels sistemes dinamics
caotics és la sensibilitat a les
condicions inicials.
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Mitjancant un sistema dinamic no
lineal, analitzarem l'impacte de la
taxa de mutacié sobre les poblacions
dels dos tipus de genomes que com-
peteixen. Després, explicarem detalla-
dament el significat del model, comenta-
rem alguns dels resultats més rellevants i,
finalment, presentarem algunes conclusions.

El model matematic
Per construir un model, primer definirem les
variables (elements que canviaran amb el pas
del temps) i certs parametres constants (no de-
penen del temps) que ens determinaran, en el
nostre cas, les taxes de replicacié i de degrada-
ci6 dels genomes virals. Per simplificar el sis-
tema que volem modelitzar, només tindrem en
compte la dinamica dels genomes virals de RNA
i de les proteines responsables de la replicacio
que codifiquen. Dividirem les poblacions de
genomes en dues categories: la seqiien-
cia mestra (variable x) i una seqiiéncia
mitjana que incloura tots els genomes
mutants (x,). A diferéncia de les se-
qiliéncies mestres, les mutants tin-
dran una eficacia més baixa, ja que
assumirem que les mutacions re-
dueixen leficacia. Per incloure
la complementacio, també hem
de modelitzar la producci6é de
proteines (replicases depen-
dents de RNA), responsables
de replicar els genomes virals.
Assumim que les dues classes
de seqiiencies s6n de polari-
tat positiva i, per tant, pres-
cindim dels intermediaris de
doble cadena que se sintetitzen
durant la copia de les cadenes.
Aix0 ens permet de considerar que
cada tipus de genoma (x, i x) és tra-
duit per lacél-lula hoste i se sintetitzen
les replicases mestres (p,) i les replica-
ses mutants (p,) (fig. 2). El sistema dinamic
consta de les segiients equacions diferencials
no lineals (a l'equaci6 3 el subindex i = o, 1):

Yo =(1=-p)x,7[ropy + 110, ] - %P (x). [
N = (ayx, +(1=7)x )[rp, +rp ] -x®(x). 21
i’r =k1".: _PIE(p)‘ [3]

Lequaci6 1 determina la taxa de canvi en la
concentraci6 delaseqilienciamestraenfunci6del
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temps (el
punt sobre x,

significa la derivada d’x,
respecte del temps: dx,/ dt). La produc-

ci6 de cadenes mestres dependrade la replicacio
sense error (indicada amb el parametre 1 - p),
que és proporcional a la preséncia de cadenes
mestres (x,) i a la quantitat de replicasa present
en el sistema (p, ). La constant y indica la frac-
ci6 de replicases utilitzada en I'amplificacié de
les seqiiéncies mestres. Laltim terme de I'equa-
ci6 1 s’utilitza per evitar que la poblaci6 de cade-
nes mestres pugui créixer indefinidament. Les
constants r, i r, corresponen, respectivament, a
les taxes de replicacié de les replicases mestres
i mutants. Lequaci6 2 ens indica com canvia la
concentracio6 de seqiiéncies mutants amb el pas
del temps. El primer terme dins el paréntesi mo-
delitza la formaci6 de seqiiéncies mutants per
canvis en la seqiiencia mestra. El segon terme
correspon a la replicaci6 de les seqiiéncies mu-
tants, que seran replicades amb la resta de les
replicases que no estan copiant seqiiéncies mes-
tres, com denota el terme (1 — y). De la mateixa
manera que en la primera equacio, I'altim ter-
me de la segona s'utilitza per restringir el crei-
xement de les seqiiéncies mutants. Finalment,
l'equacié 3 modelitza la produccié de les replica-
ses (p; i = 0, 1) proporcionalment als parametres
k @ = o, 1). Ltltim terme d’aquesta equacio res-
tringeix la producci6 de proteines a un valor finit.

Els resultats

Els sistemes d’equacions diferencials (ED) ens
determinen com canvien certes variables en
funcié d’'uns parametres a mesura que avanga
el temps (tot i que també es poden estudiar per
temps negatius). Existeixen una multitud de
técniques per resoldre numericament un con-
junt d’equacions diferencials amb l'ordinador i
poder visualitzar com evolucionen les variables
al llarg del temps. Generalment, per a un siste-
ma d’ED podem estudiar diferents caracteris-
tiques, com ara quina sera la dinamica quan el
sistema ha assolit I'equilibri dinamic, quin és
lefecte quan canvien un o més parametres o

1-u
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|
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com el sistema s’aproxima a 'equilibri. Una eina
molt Gtil per esbrinar com es comporten les
equacions és representar la dinamica en I'ano-
menat espai de fases o espai d'estats. Aquest es-
pai es construeix considerant les variables de les
ED com a coordenades, en el nostre cas, d’'un es-
pai de concentracions. El nostre model té quatre
variables, de manera que I'espai de fases tindria
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quatre dimensions. En podem estudiar la dina-
mica fent una projeccié en el pla o en un espai
tridimensional. Per a cada punt de temps, cada
variable del sistema d’ED té un valor concret, que
anira canviant o no en funci6 del temps. Si per
cada punt de temps dibuixem un punt en I'espai
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de fases corresponent al valor de cada variable,
obtindrem una trajectoria que seguira un cert
cami en aquest espai fins a assolir un equilibri.

El sistema dinamic descrit per les equaci-
ons 1 - 3 és caracteritzat per dos possibles es-
tats d’equilibri en funcié dels valors dels para-
metres: I) manteniment de la seqiiéncia mestra

(b) 1 T
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(variable x,* > 0; on l'asterisc indica l'equilibri),
que coexisteix amb les seqiiéncies mutants;
IT) extincié de les seqiiéncies mestres i domi-
ni dels mutants. En el diagrama de fases de la
fig. 3.a, obtingut numéricament, mostrem la
dependéncia d’aquests dos escenaris en funci

(d) !
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<Figura 2. Diagrama
esquematic del sistema
analitzat. El nostre model
considera un sistema dinamic
on hi ha dos tipus de genomes
virals de RNA, les seqiiencies
mestres i els mutants. Cada
tipus de genoma sintetitza

un tipus de replicasa. A
conseqiencia dels fenomens
de complementacié viral, cada
genoma pot ser copiat per
qualsevol tipus de replicasa.
Quan les sequencies mestres
son copiades, una fraccié
d’aquestes canvia de tipus

de seqliéncia a causa de

les mutacions. El nostre
model assumeix que no hi ha
mutacions que reverteixen els
mutants a seqliencies mestres.
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«4Figura 3. a) Diagrama

de fases on es mostren els
possibles estats d'equilibri

del sistema dinamic donat per
les equacions 1 - 3 en funcié
de la taxa de mutacio (u) i
I'afinitat de les sequiencies
mestres per les replicases

(y). La regi6 blanca indica

per a quins valors d'ambdds
parametres la seqiiencia
mestra pot sobreviure. La
regié fosca indica I'extincié
dels genomes mestres, on la
poblacié és formada només
per genomes mutants. La

linia negra ens indica la
frontera entre ambdds estats,
on es produeix la bifurcacié
transcritica. b) Retrat de fase
per a l'escenari d’extincid, on la
taxa de mutaci6 és /> pc. En
aquest escenari, els genomes
mestres s’extingeixen per a
qualsevol condici¢ inicial dins
I'espai de fases. c) i d) Retrats
de fase per a |'escenari de
supervivéncia i de coexisténcia
entre seqliencies mestres i
mutants. Les fletxes indiquen
la direcci6 de les trajectories

a mesura que el sistema
evoluciona cap a I'equilibri.
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de la taxa de mutacio (1) i de l'afinitat de la se-
qliencia mestra amb les replicases ()). Podem
veure que el canvi de la fase I) a la II) es pot
assolir per I'increment de la taxa de mutaci6 o
mitjangant la disminuci6 de l'afinitat de la se-
qliencia mestra per les replicases. A les fig. 3.b
i 3.c mostrem la dinamica de les variables x,
(concentraci6 seqiiencia mestra) i p, (concen-
traci6 proteines sintetitzades per la seqiiencia
mestra), per a diferents condicions inicials en
el pla de fase (x,, p,), mentre que en la fig. 3.d
projectem la dinamica en el pla de fase trian-
gular (x,, X)), ja que el model també assumeix
que X, + X, = 1. Aquest tipus de visualitzacio, que
es coneix per retrats de fase, ens mostra com
evolucionen les trajectories per a diferents con-
dicions inicials fins a assolir l'equilibri. Per al
cas mostraten la fig. 3.b, les seqiiéncies mestres
s'extingeixen i les trajectories es mouen cap al
punt d’equilibri (0, 0) del pla. En els retrats de
fase de les fig. 3.c i 3.d, les trajectories assolei-
xen punts d’equilibri on x * > 0 i, per tant, les
seqiiéncies mestres persisteixen en el sistema.

Les transicions entre els diferents tipus de
dinamiques o escenaris d’'un sistema dinamic
s'anomenen bifurcacions. Hi ha diferents tipus
de bifurcacions. Per exemple, la bifurcacio del
nostre model és del tipus transcritica, de ma-
nera que, en moure un parametre (per exemple,
en augmentar la taxa de mutacid), es produeix

un canvi qualitatiu suau en la dinamica. El
valor del parametre en qué es produeix
el canvi es coneix per valor critic o
valor de bifurcacié. En el nostre
sistema (fig. 4), 'augment de
la taxa de mutaci6 impli-
ca una disminucio de
les concentracions
d’equilibri  de
les seqiiénci-
es mestres
(corba

negra) i de la replicasa (corba vermella). A un
valor de mutacié donat (linia puntejada ver-
tical) corresponent al valor critic de mutacié
(u,) la concentraci6 en lequilibri de seqiien-
cies mestres i replicases s'extingeix (travessa
la linia del zero). Es a dir, per l'esquerra de la
linia puntejada tenim l'escenari de superviven-
cia de la seqiiéncia mestra, mentre que per la
dreta tenim l'escenari d'extincié dels genomes
mestres. Aquests dos escenaris estan separats
per p: la bifurcacié es produeix quan p= p.

Conclusions

La conclusi6 principal d’aquest article, il-lustrat
amb un model per estudiar un fenomen descrit
en sistemes reals, és que la complexitat inhe-
rent als sistemes biologics pot ésser estudiada
formalment amb models matematics relati-
vament simples. Per al sistema estudiat hem
caracteritzat les bifurcacions en funcié de dos
parametres de rellevancia biologica: la taxa de
mutaci6 i lafinitat de la seqiiéncia mestra amb
les replicases. La complexitat d'un tipus de mo-
del no és determinada, en bona part, pel nom-
bre d’equacions o parametres, sind pel tipus
d’interaccions modelitzades. En el model pre-
sentat en aquest escrit, la dinamica consistia en
dues possibles fases: supervivéncia o extincio
de seqiiéncies mestres. Altres models poden
presentar dinamiques diferents, com ara oscil-
lacions regulars o caotiques. Es molt important
tenir present que els models s6n simplificacions
de la realitat i que tots arrosseguen una serie
d'assumpcions. El nostre model, per exemple,
només considera dos tipus de seqiiéncies, i no
té en compte l'espai fisic ni el soroll present en
els sistemes moleculars. Tot i aix0, ens ha per-
meés entendre una mica més quins possibles
estats dinamics caldria esperar per a una po-
blacié de genomes replicants sota escenaris de
mutacions deletéries i sota processos de com-
plementacid. Per acabar, volem destacar que
no hi ha models matematics certs, siné Utils. |
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<Figura 4. Bifurcaci6 cap
a l'extincié de la seqiiencia
mestra (corba negra) i de

la replicasa sintetitzada per

la seqtiencia mestra (corba
vermella). La linia puntejada
vertical indica el valor critic
de la taxa de mutacio en el
qual es produeix la bifurcacié
i les dues variables travessen
el zero (linia continua
horitzontal) i s'extingeixen.
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