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MODELS NO DETERMINISTES EN BIOLOGIA
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Freqiientment en els cursos elementals de matematiques presents en la llicenciatura
de Biologia no es poden donar eines adients per abordar fenomens complexos amb fort
contingut d’atzar. Presentarem en aquesta seccid un petit problema que exemplifica un
d’aquest fenomens.

En una poblacié suposem que el nombre de descendents masculins, Y, de cada home
segueix una distribucid a valors naturals, amb esperanca finita i amb 0<P(Y=0)=a<I. Si
en una generacio, n=0, hi ha nomeés un sol senyor amb el cognom Torregrossa, i.e.: X =1,
suposant que el nombre de descendents masculins de diferents senyors son independents,
trobar una expressio de la probabilitat d’extincié d’aquest cognom quan n—>ce.

Val a dir que si es prefereix es pot formular el problema en termes de gens holandrics
en lloc de cognoms.

Resolucio:

Sigui X el numero de senyors amb 1’esmentat cognom a la generacio n. El que cal és
estudiar el comportament de p = P(X =0) quan n—eo.

Per aixo resulta convenient introduir el concepte de funcid generatriu de probabilitat.
Donada una variable aleatoria W a valors naturals, la esmentada funcié ve donada per la
serie de poténcies

S
=
-
O
S
-

Ty (z) = iP(W =k) 2*,

k=0

série absolutament convergent per |z|<1 (almenys). En termes d’esperances podem
escriure
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En el cas que ens ocupa, sigui ¥ (z) la funci6 generatriu de probabilitat de la variable aleatoria Y (nombre de descendents
masculins per home). La funcié generatriu de X, vindra donada per

Ux,..(2) = E(z¥+) = B(B(z"X,))
= E;.;O P(Xﬂ. = k)E(ZXﬂ+1 |Xn = k) .

les ultimes igualtats obtingudes a partir de les propietats d’esperanga condicionada. Pero, si X =k llavors X | =Y +..+Y,
on les variables aleatories Y, i=1,..., k, son variables aleatories independents idénticament distribuides (com Y) iguals al
nombre de descendents masculins de cada home de la generacid n. Per tant,

E(zXm+1| X, = k) = E(MT-+Y%) = E(zM1)-.... E(z%) = {E(z")}*
= {Ir(2)}*,

donat que les Y; son independents. Per tant podem escriure
o0
Ux,a(2) = Z P(X, = k){\IJY(Z)}k )
k=0

1, si tenim en compte la definici6 de la funcié generatriu de probabilitat de X, tindrem
Ui (2) = U, (Ty(2))
Com que sabem que X =1 resulta

\le (z) = \I/y(z)

i, per recurréncia,

Ux,(2) = Ux,(Py(2)) = Uy (¥y(2)) ,

Ux;(2) = Ux, (Yy(2)) = Uy (Ty(¥v(2)),

i en general

Observem ara que
Pnt1 = P(Xn41=0)=¥x,,,(0) = Ty (¥x,(0) = Ty(pn) -
Veurem a continuacio que lim P = m*, on n* és la solucio positiva més petita de I’equaciod
p=Ty(p) -

Per aixo, notem en primer lloc que 0 <7* < 1 doncs ¥ (0)=a >0 1 ¥ (1)=1; per altre part p, = P(Y=0) = a =¥ (0) <¥ (n*)
= n* al ser ¥ (z) monotona creixent estricta. Raonant per induccio, si p, = P(X =0) < n* llavors, p =¥ (p) < ¥ (1*)
= m*. Amb aix0 veiem que p < * per tot # € N. Per altra banda, al ser a > 0 i ¥, continua, ¥, (z) > z per z < ©*, per
tant p =¥ (p,) > p,, essent la successié de les p, monotona creixent i, al ser acotada superiorment per *, veiem que €s
convergent i el limit, L, ha de satisfer

L= lim p, = lim ppy1 = lim Uy (ps) = Ty (lim pn) = Ty (L),

pero, donat que n* €s la solucio positiva més petita d’aquesta equacio i alhora cota superior de les p , resulta L = *. Per
tant la probabilitat d’extincio del cognom ve donada per ¥, essent ©* el real positiu més petit (i menor o igual que 1) que
satisfa:

7t =Py (1)

Una altra pregunta que ens podem fer: quan n* < 1?

Per respondre a aquesta pregunta considerarem primer el cas que E(Y) existeixi. Observem que en aquest cas E(Y) =
¥’ (1), fet que pot justificar-se a través de les propietats de les séries de poténcies. Llavors, si tenim en compte que ¥ (z)
€s una funci6 estrictament convexa i que ‘¥ (1) =1, si ©*<1 llavors ¥’ (1) > 1, o, equivalentment, £(Y) > 1. En el cas que
E(Y)=w (no existeixi com a namero real), pot comprovar-se que la derivada per I’esquerra de ‘¥ (z) en el punt 1 es fa infinita,
i per tant, donada la convexitat de W (2) i al fet que 0 <¥ (0) =a <1, n*<1.
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Resumint,

n* <1 siinomés si E(Y)>1

Es pot facilitar la comprensi6é d’aquests raonaments si tenim en compte que la representacio grafica de ¥ (z) (funcio
monotona creixent estricta, convexa estricta, amb 0 <YW (0) =a <11 ‘¥ (1) = 1 sera, qualitativament, d’una d’aquestes dues

formes:

0 * z

0 z =1

Les solucions de I’equacio p = ¥ (p) venen donades pels punts de tall de la grafica de ¥ (z) amb la bisectriu del primer
quadrant. En el dibuix de I’esquerra, m*<1 i pot observar-se que la pendent de la grafica de ¥ (z) en el punt Z = 1 és estrictament
més gran que 1; en la grafica de la dreta ©*=1, i la pendent de ¥, (z) en el punt z = 1 és estrictament inferior a la unitat.

Per tant, veiem que si volem estudiar la probabilitat d’extinci6é d’un cognom, sota les hipotesis d’aquest model simplificat,
¢és essencial coneixer la distribucio de la variable Y (nombre de descendents masculins de cada home), per aixi poder
determinar la funci6 generatriu de probabilitat ‘¥ () i resoldre p = ¥ (p).

Com a curiositat, Lotka, a I’any 1931, va trobar que per la poblacié blanca d’Estats Units, la distribucié de probabilitat
del nombre de descendents masculins de cada home era tal que la seva funcié generatriu de probabilitat venia donada,

aproximadament, per

Uy (z) =

Per tant, en aquest cas, és facil comprovar que 7*=0.86.

Hi ha nombrosos problemes que poden ser resolts
emprant técniques semblants. A tall d’exemple
simplificat, podem tractar d’estudiar en una poblacio,
el nombre de gens «A» en la generacié n, X, si X
= a, 1 suposant una poblacié constant de N individus
diploides, panmixia i neutralitat (abséncia de seleccio).
Tractar de determinar I’esperanca i la variancia de X ,
analitzar el comportament asimptotic i interpretar la
resposta. Estudiar també la distribucid del nombre
d’heterozigots en funcio de la generacid, aixi com el
seu comportament asimptotic.

Indicacio: fer servir la funcidé generatriu de
moments (de la o les variables aleatories que calguin),
en lloc de la funcié generatriu de probabilitats, i a
partir d’aquesta calcular 1’esperanga i la variancia.
Recordem que la funcid generatriu de moments
d’una variable aleatoria W ve donada per ¢,(t) =

E(exp(tW)).

0482 —0.0412
1 - 0.5592
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