EL PROBLEMA DE L’AGULLA DE BUFFON

PER QUE UN JOC D’ATZAR HA TRANSCENDIT EN EL TEMPS

Ximo Gual Arnau

Un temps després de la lectura de la tesi doctoral, on
utilitzava el problema de I’agulla de Buffon com a punt
de partida dels resultats que havia obtingut en I’'ambit
de la geometria integral, em van recomanar el llibre
de Marti Dominguez Les confidéncies del comte de
Buffon. De seguida vaig pensar en com d’afortunat va
ser aquest personatge; i és que George Louis Lecrerc
(1707-1788), nomenat comte de Buffon per Lluis XV,
va viure en una etapa del Segle de les Llums molt bri-
Ilant i suggerent pel que fa a la ciéncia i a la filosofia.
A més, encara que va ser el gran naturalista d’aquest
segle, també es va prodigar en altres branques cien-
tifiques i, per si féra poc, la seua obra ha transcendit,
perd no només la Historia Natural, de 36 volums, sind
també un suplement a aquesta obra historica anomenat

«INFLUIT PER LA SEUA EPOCA, BUFFON
VA CONSIDERAR LES PASSIONS COM
INTRINSEQUES DE L’ESSER HUMA | VA

DEDICAR ESPECIAL ATENCIO ALS JOCS

D’ATZAR»

«Assaig d’aritmetica moral», on es troba I'origen de
les probabilitats geometriques, primer, i, més tard,
de la geometria integral i estocastica.

Lestiu de 2007, més de deu anys després dels
fets abans esmentats, vaig coneixer 'autor del 1li-
bre sobre Buffon en plenes festes de Vistabella
del Maestrat (sens dubte un moment d’altura, no
debades parlem del poble més alt del nostre terri-
tori). Fruit d’aquesta trobada, amb I’excusa que el
2007 es va celebrar el 300 aniversari del naixe-
ment de Buffon, i amb 1’anim de donar a entendre
per que un problema com el de ’agulla de Buffon
ha transcendit i és conegut per tota la comunitat ma-
tematica, arran de la influéncia posterior d’aquest
en el desenvolupament de tota una teoria mate-
matica dinamica, que barreja investigacio basica i
aplicada al mateix temps, naix aquest article.
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Retrat de Buffon realitzat
pel pintor Drouais el 1761.
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En aquesta figura veiem com s’aplica l'estimador de Cavalieri per
a estimar el volum d'un cervell. La figura a) mostra el cervell jun-
tament amb els plans que formen la mostra sistematica. La figura
b) mostra les interseccions entre els plans i el cervell. La figura ¢)
mostra la funcid A (x) = area de la seccié perpendicular a l'eix en el
punt x, la integral de la qual desitgem estimar.

«BUFFON ES VA ADONAR QUE L’ANALISI
HAVIA ESTAT L'UNICA CIENCIA
UTILITZADA FINS ALESHORES

EN LA CIENCIA DE PROBABILITATS, COM

S| LA GEOMETRIA NO FORA APROPIADA

PER A TAL FlI»

Font: Mosekilde, L., 2000. Journal of Computer Assisted Tomography, 24: 466-477

EL VESSANT MATEMATIC DE BUFFON

Sens dubte, influit per la seua época, Buffon va consi-
derar les passions com intrinseques de 1’é€sser huma i,
d’aquestes, va dedicar especial atencié als jocs d’atzar.
La part més interessant del seu opuscle «Assaig d’arit-
metica moral», des del punt de vista matematic, €s la
que es refereix als jocs d’atzar. Buffon es va adonar que
«l’analisi va ser I'inica eina utilitzada fins aleshores en
la ciéncia de les probabilitats, com si la geometria no
féra apropiada per a tal fi quan, en realitat, nomes cal
parar un poc d’atencio per percebre que ’avantatge de
I’analisi sobre la geometria és només accidental i que
l’atzar és tan propi de la geometria com de ’analisi».
I afegeix: «per donar a la geometria la posicié dels
drets que té sobre la ciencia de I'aleatori, només caldra
inventar jocs que es basen en I'extensio i les relacions
d’aquesta». A continuacid, esmenta el joc anomenat
franc-carreau; és a dir, sobre un terra quadriculat es
llanga a I’atzar una moneda i es demana la probabilitat
que caiga dins d’un dels quadrats, sense tallar cap de
les linies de separacid.

El de l'agulla de Buffon €s un problema en la linia
de l'anterior, plantejat per Buffon el 1733 i reproduit
per ell mateix, ja resolt, utilitzant metodes ad hoc, el
1777. Es tracta de llangar una agulla de longitud / sobre
un terra on s’han dibuixat rectes paral-leles, a distancia
d entre dues consecutives (d > I). Buffon va demostrar,
d’'una manera intuitiva, que la probabilitat que I'agulla
talle una de les linies és p = 21/ d .

Arran del problema de I'agulla de Buffon es va de-
senvolupar tota una teoria matematica i algunes impli-
cacions directes d’aquest problema, com veurem més
endavant, encara son utilitzades en estereologia prac-
tica.

DEL PROBLEMA DE BUFFON AL NAIXEMENT D'UNA
TEORIA MATEMATICA

Una primera observacié del problema de I'agulla de
Buffon posa de manifest que, llangada I’agulla, algunes
posicions d’aquesta faran que talle alguna de les linies i
altres posicions no; pero, com podem determinar i me-
surar aquestes posicions? Aquesta és una de les qties-
tions que van motivar el naixement de la geometria
integral. La solucié que es va adoptar per resoldre-la
va ser dotar I’agulla (un segment) d’un element de me-
sura invariant respecte al grup de moviments (€s a dir,
respecte a translacions i rotacions). D’aquesta manera,
cada problema semblant al de I’agulla de Buffon té una
soluci6 unica que no depen de I'eleccié de parametres
per fixar el segment, ni dels eixos de coordenades.
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Font: L. Mosekilde, Universitat d’Aarhus

Sien lloc d’estimar el volum d’un solid es pretenen estimar altres quantitats geométriques com la connectivitat, que té relacié amb malalties
com ['osteoporosi (a 'esquerra, os afectat per la malaltia) o 'area d’una superficie, com pot ser la superficie alveolar (figura de la dreta), ales-
hores tant l'obtencié de l'estimador, a partir d'imatges planes, com l'estudi de l'error comés es compliquen considerablement.

A més aquesta solucié coincideix, 1dgicament, amb la
solucié obtinguda per Buffon per a I'experiment «llan-
car una agulla».

Aix{ doncs, fou el matematic anglés Crofton el pri-
mer a definir el que s’ha d’entendre per rectes a latzar i
per mesures de conjunts d’aquestes; i a donar, d’aques-
ta manera, una solucié formal al problema de Buffon.
A partir d’aquest moment es va generalitzar el concepte
de mesura de rectes en el pla a rectes en I'espai i a con-
junts de plans en I'espai; és a dir, es van definir mesures de
conjunts de rectes i plans que eren invariants respecte del
grup de moviments, i amb aquestes
noves definicions es van resoldre
moltes de les qiiestions que s’ha-

molts els conceptes que es van adaptar d’altres parts
de la matematica, sobretot de la geometria diferencial
i, en particular, de la geometria de Riemann, i que van
donar suport al desenvolupament d’aquesta proporcio-
nant-li el llenguatge i I’estructura necessaris. Entre els
matematics que van fomentar el desenvolupament de la
geometria integral cal destacar Chern, Santal6 i Sto-
kes, entre d’altres.

Hem vist que la necessitat de mesurar posicions de
segments en el pla va significar l'origen de la geome-
tria integral. Perd un altre escull important en el pro-

blema de Buffon, que va ajudar a
desenvolupar aquesta teoria, era
estendre al context geometric el

vien plantejat en un principi. En la
resolucié d’aquests problemes apa-
reixien amb freqiiéncia conceptes
de naturalesa essencialment geo-
metrica; aixo va fer que augmen-
tara linterés dels gedmetres per
aquests resultats i que comencara,
d’aquesta manera, el naixement de
la geometria integral.

«EL PROBLEMA DE BUFFON
CONSISTEIX A LLANCAR
UNA AGULLA SOBRE UNA
SUPERFICIE AMB RECTES
PARAL-LELES. QUINA ES
LA PROBABILITAT QUE
L’AGULLA TALLE UNA
D’AQUESTES RECTES?»

popular concepte de probabilitat
com a «nombre de casos favora-
bles dividit pel nombre de casos
possibles», senzill, o almenys na-
tural quan es tracta d’experiments
els casos possibles dels quals son
finits, com ara els jocs de daus o
cartes, pero no tan natural en el cas
de l'agulla de Buffon. El concepte

El nom de «geometria inte-
gral» va ser introduit el 1936 per
Wilhelm Blaschke en una série
de treballs basats, fonamentalment, en I'obtencio de
resultats geomeétrics en el camp dels cossos convexos,
a partir d’algunes idees sobre probabilitat geomeétrica.
Des de la introduccié de la geometria integral fins que
va anar adquirint entitat de teoria matematica foren
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de «nombre de casos» se substi-

tueix pel de «mesura invariant de

posicions d’un objecte geometric»

(agulla) que satisfa una condicié donada (que I'agulla

talle una recta). Aquesta mesura €s una integral respec-
te a I'element de mesura invariant.

Aix{ doncs, tret de comptades excepcions, la proba-

bilitat geometrica i la geometria integral es desenvolu-

Font: Gehr, P. et al, 1981. Respiration Physiology, 44: 61-86.




pen obeint a un interés purament matematic, al marge
d’aplicacions concretes. Ara bé, si a un li diuen que en
un mil-limetre ctbic de muscul hi ha al voltant d’un
metre i mig de capillars sanguinis i que aquesta esti-
maci6 es realitza a través de la visié d’imatges planes
mitjangcant microscopia; utilitzant
conceptes derivats de la geometria
integral; €s a dir, utilitzant mesu-
res de plans en I’espai per estimar
longituds de corbes; I'assumpte
també promet ser interessant. I és
que lestereologia, definida com
«la ciéncia de la interpretacio tri-
dimensional d’imatges planes»,
proporciona els metodes més efi-
cients per estimar, sense esbiai-
xaments, quantitats geometriques
com volum, area de superficie,

El comte de Buffon és un dels
naturalistes més reconeguts. Tot i
ser menys conegut, el seu problema
de l'agulla va tenir importants
consequéncies en el desenvolupament
posterior de l'estereologia.

Gravat de Léon, realitzat per Geille,
del comte Buffon assegut.

© Bibliotheque du Muséum/Pierre Pitrou, Paris

«UN ALTRE ESCULL
IMPORTANT EN EL
PROBLEMA DE BUFFON ERA
ESTENDRE AL CONTEXT
GEOMETRIC EL POPULAR
CONCEPTE DE PROBABILITAT
COM A “NOMBRE DE CASOS
FAVORABLES DIVIDIT
PEL NOMBRE DE CASOS
POSSIBLES”»

longitud, nombre o connectivitat, a partir de seccions o
projeccions de I’espai de referéncia.

Des del 1961, quan es va fundar la Societat Interna-
cional d’Estereologia, aquest ambit d’investigacié s’ha
assentat solidament en la teoria del mostreig geometric
ila geometria integral, sempre ins-
pirat en les aplicacions. Una llista
parcial de disciplines on s’utilitza
l'estereologia inclou I'anatomia, la
fisiologia, les neurociéncies, la ra-
diologia, la mineralirgia; com tam-
bé la botanica (com si el comte de
Buffon ja féra conscient, en el seu
moment, d’aquesta connexio).

A més d’aquestes disciplines,
que requereixen de l'estereologia,
Panalisi d’'imatge n’és una area sub-
sidiaria, adrecada a I'observacié i
mesura automatiques d’imatges de
seccions. Lestereologia s’encarre-
ga de fer que els mostreigs siguen
adequats. També cal comentar que,
recentment, s’ha comencat a relacionar amb exit I'este-
reologia amb la tomografia computeritzada; aixi doncs,
les propietats quantitatives d’objectes geometrics que
persegueix 'estereologia comencen a relacionar-se amb
les propietats qualitatives (reconstruccid tridimensional,

etc.), que s’obtenen mitjancant la tomografia.

PERO, QUE ES LESTEREOLOGIA?

Potser la manera més senzilla d’explicar que
és l'estereologia siga cenyir-se a un exemple
d’estimador senzill i intuitiu. Lestimador més
classic, sens dubte, és I'estimador de Cava-
lieri, que deu el seu nom al matematic italia
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), que va ser
deixeble de Galileu. El parametre que es desitja
estimar €s el volum d’un objecte fitat. I per a fer-
ho els passos seguits en el mostreig i estimacio
son els segiients: fixem un eix i intersequem
I'objecte mitjangant un conjunt sistematic de
plans paral-lels perpendiculars a I’eix fixat. La
distancia entre dos d’aquests plans consecu-
tius és una quantitat fixa 7. L’abscissa z d’un
d’aquests plans (punt interseccio entre el pla i
I’eix) es tria de manera aleatoria i uniforme en
Pinterval (0, T). D’aquesta manera, I’estima-
dor del volum de I'objecte és igual a la suma de
les arees d’interseccio entre 'objecte i els plans paral-
lels, multiplicada per la distancia T entre plans con-
secutius. Per tant, a partir de I'observacié de I'area
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Esquema del problema de l'agulla de Buffon, que consisteix a llan-
Gar una agulla amb una determinada longitud (/) sobre una super-
ficie on s’han dibuixat rectes paral-leles amb un distancia (d) de-
terminada entre elles i calcular la probabilitat que l'agulla talle una
d’aquestes linies. Buffon va demostrar que aquesta probabilitat és
dep=2l/dm.

«L’ESTEREOLOGIA ES DEFINIDA COM
LA CIENCIA DE LA INTERPRETACIO
TRIDIMENSIONAL D’'IMATGES PLANES»

or L=2mr

4r

Sonda general, formada per cicloides en lloc de rectes paral-leles. El
problema de l'agulla de Buffon es pot modificar seguint el mateix
esquema pero canviant les rectes paral-leles per altres sondes més
generals com, per exemple, conjunts de cicloides sobre el pla. En
el dibuix, A representa |'area del rectangle en verd obscuri L és la
longitud de la corba que esta dins d’aquest, longitud que coincideix
amb la d'una circumferéncia de radi r.
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de les seccions planes estimem el volum de I'objecte.
Aquest estimador es continua utilitzant en ’actualitat
i, encara que es tracte d’un estimador senzill, I'estudi
de propietats com ara I’error comes en I'estimacio, que
depén de la distancia 7, com el mateix Santald va posar
de manifest, és una tasca ardua i dificil que encara ara
és objecte de recerca en estereologia.

EL PROBLEMA DE BUFFON A HORES D’ARA

Una vegada analitzada l’aparicié i I'evolucié de la
geometria integral i de I'estereologia, a partir del pro-
blema de Buffon, tornarem la nostra atencié sobre
aquest problema per desenvolupar, com a aplicacio
directa d’aquest, dues qiestions curioses. La primera
consisteix a mesurar el valor numeric del nombre i la
segona, a mesurar la longitud d’una corba plana mitjan-
cant el recompte del nombre de punts d’interseccié de
la corba i d’un feix de rectes paral-leles (sonda).

Tornem al problema de Buffon. Sabem que 'agulla
talla alguna de les rectes amb probabilitat p = 21/ d 7.
Suposem que llancem I’agulla N ocasions i en n d’aques-
tes I'agulla interseca alguna de les rectes; aleshores una
estimacio de la probabilitat p és p* = n /N, i, per tant,
podem considerar com estimador de 7, w* = 2/ / d p*.
Lestudi de l'error comes en aquesta estimacié ha do-
nat lloc a un nombre elevat de treballs cientifics en els
quals es combinen desenvolupaments tedrics amb re-
sultats experimentals.

Seguint una argumentacié similar a I’anterior, i
partint d’'una corba plana com la unié d’un conjunt de
segments, resulta facil deduir que un estimador de la
longitud de la corba és [* = d w J / 2, sent J el nombre
de talls de la corba plana amb el feix de rectes paral-
leles. Es demostra que aquest estimador no és esbiaixat
i continua sent valid si se substitueix la sonda forma-
da per rectes paral-leles per una altra sonda de forma
arbitraria. Aquest estimador es continua utilitzant en
tots els paquets informatics d’estereologia practica, que
vénen adaptats en microscopia.

Després de fer aquest breu recorregut des de la geo-
metria integral fins I'estereologia, utilitzant com a eix el
problema de I'agulla de Buffon, em ve a la memoria la
resposta que va donar un especialista en preguntar-li per
que s’havia dedicat a I’estereologia: «Suposo que el fet
d’haver estat obsessionat, 0 més aviat condicionat, per
certes mesures des de menut ha influit en I’eleccié», va
dir. En el meu cas també m’agradaria pensar que I'aficié
per I'estereologia ha estat influida per una mesura miti-
ca com son els 1.813 metres del pic de Penyagolosa.

Ximo Gual Arnau. Departament de Matematiques, Universitat Jaume I de
Castelld.



