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TEMPS DE MATEMATIQUES

Coordinat per Gabriel Navarro*

L MATEMATIC CONTINUA ESSENT EL MES DESCONEGUT DELS CIENTIFICS. ES VERITAT

QUE NO DISPOSEM DE POTENTS DEPARTAMENTS DE PREMSA (COM SCIENCE O NATURE)

QUE FILTREN CADA SETMANA ELS AVENGCOS EN BIOLOGIA, MEDICINA, FiSICA O
ASTRONOMIA. NI TAN SOLS TENIM UN PREMI NOBEL AMB QUE ATRAURE L’'ATENCIO DE LA SOCIETAT
CADA ANY. PERO TAMBE ES CERT QUE NOTEM ALGUNA MILLORA SOCIAL. LLEGIM EN ALGUN PERIO-
DIC QUE LA SEGURETAT EN INTERNET ES BASA EN LA CRIPTOGRAFIA (ENCARA QUE NO ES CITE LA
TEORIA DE NOMBRES); QUE ELS LECTORS DE COMPACT DISC UTILITZEN TEORIA DE CODIS... QUI NO
HA SENTIT PARLAR MAI DEL CAOS, O DELS FRACTALS, AVUI TAN DE MODA? NO sON ELS ESTADIS-
TICS ELS PROTAGONISTES DE TOTS ELS PROCESSOS ELECTORALS? L'ULTIM PREMI IBERDROLA D’IN-
VESTIGACIO CIENTIFICA HA ESTAT CONCEDIT A UN MATEMATIC (DAVID NUALART). MANUEL VALDI-
VIA HA ESTAT GUARDONAT AMB EL PREMI CEOE A LES CIENCIES. L’ULTIM PREMI NOBEL DE FisiCA
L’'HAN COMPARTIT UN FiSIC | UN MATEMATIC. FINS | TOT HI HA UNA PEL-LICULA TITULADA PI! D’A-
CORD: NO SE SENT PARLAR D’ALGEBRA, NI D’ANALISI MATEMATICA, TOPOLOGIA, GEOMETRIA... PERO
PENSE QUE AIXO TAMPOC NO HO ESPEREM, SINCERAMENT. NO ES NOTORIETAT EL QUE BUSQUEM.
POTSER L’'UNICA IDEA QUE TENIM L'OBLIGACIO DE TRANSMETRE ES QUE LES SOCIETATS AVANGA-
DES CULTIVEN LES SEUES CIENCIES BASIQUES, | QUE LA MES BASICA DE LES CIENCIES ES LA
MATEMATICA.

*Facultat de Matematiques. Universitat de Valéncia
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L’ APOGEU DE LA INVESTIGACIO
MATEMATICA A ESPANYA

Antonio Martinez Naveira*

THE PEAK OF MATHEMATICAL RESEARCH IN SPAIN. IN THIS ARTICLE WE GIVE AN ACCOUNT OF THE

EVOLUTION OF MATHEMATICAL RESEARCH IN SPAIN DURING THE SECOND HALF OF THE TWENTIETH

CENTURY. FURTHERMORE, WE EMPHASISE THE IMPORTANT ROLE OF SPAIN IN THE YEAR 2000

(WORLD YEAR OF MATHEMATICS)

Des de la perspectiva que li puga donar a un humil
professor d’universitat la visié historica de 1’evolucid
de la investigacié en matematiques a Espanya durant
la segona meitat del segle XX, em permetré fer algu-
nes consideracions molt generals de com la veig en
aquest moment.

La polémica sobre la ciencia espanyola en general
i al voltant de les matematiques en particular, que
arriba al seu moment
culminant a finals del
segle passat, ha que-
dat resolta. Desgracia-
dament, tenien la rad
els qui assenyalaven
la inexistencia d’una
ciéncia matematica
espanyola. Molt s’ha
escrit i discutit sobre
quines van ser les
causes del nostre re-
tard cientific en mate-
matiques. Aquest és un problema de molt dificil solu-
cié. Encara que siga molt breument, em permetré
recordar alguns pensaments de diverses autoritats en
la materia.

Amb els anys, el retard existent es va anar fent
patent. Aparegueren estudis serens de la nostra aporta-
ci6 a les matematiques; per exemple, el de Julio Rey
Pastor. La situaci6 creada és estranya i dificil d’expli-
car, donat el valor que la cultura espanyola té en altres
ordres, com ara ’artistic, el literari o I’huma. Aquelles
etapes de la historia en que els poders publics tractaren
d’evitar que es reconeguera el retard cientific, perjudi-
caren greument Espanya. La recuperaci6 és molt difi-
cil, perque disputem una cursa de fons en que els
altres corredors ens porten molts metres d’avantatge, i
ells no es pararan. Encara avui dia perdura en part la
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«ESTIC TOTALMENT CONVENCUT
QUE SENSE UN
DESENVOLUPAMENT MATEMATIC FORT
UN PAIS NO POT ACONSEGUIR
UN DESENVOLUPAMENT CIENTIFIC D’ALT NIVELL
NI POT PENSAR EN UN
DESENVOLUPAMENT INDUSTRIAL COMPETITIU.»

creenga que el progrés cientific no és gaire important.
Mentre els poders publics no escolten atentament les
autoritats competents i no posen els mitjans economics
suficients, dificilment s’aconseguira aquest punt critic
minim que permeta el desenvolupament cientific en
general i el matematic en particular que, sens dubte, el
geni espanyol podria assolir. En gran mesura, es conti-
nua pensant a Espanya que el que necessitem €s tecni-
ca i no ciéncia, 1 no es
compren 1’absoluta
necessitat d’aquests
dificils estudis en la
ciencia basica. En els
grans centres d’inves-
tigacid internacionals
tenen molt clar que la
investigacié aplicada
és una conseqiiencia
logica de la potencia-
ci6 de la investigaci6
basica. També, sovint,
és dificil i quasi impossible diferenciar aquestes dues
linies d’investigacid, ja que estan directament interre-
lacionades i la potenciacié d’una comporta necessaria-
ment la potenciaci6 de I’altra.

Es possible que la meua apreciaci6 estiga deforma-
da per la meua formacid professional; aixd no obstant
coincideix amb la de molts cientifics més. Estic total-
ment convengut que sense un desenvolupament
matematic fort un pais no pot aconseguir un desenvo-
lupament cientific d’alt nivell ni pot pensar en un
desenvolupament industrial competitiu. Pel bé del
nostre desenvolupament és necessari ser valent i
denunciar les deficiencies, com, per exemple, va fer
I’eminent matematic de la Rioja Julio Rey Pastor, que
en la seua obra Los matemdticos esparioles del siglo
XVI escriu:



“Ha estat completament nul‘la la nostra contribucié
a la matematica en aquella brillant centdria? Ens que-
den tres noms: una esperanga afalagadora, que és Fra
Ortega, revelada per uns simples exemples numerics;
i dues realitats brillants, que sén Nonmicus i Alvaro
Tomds (aquests dos dltims eren portuguesos). A
aquests noms els segueix un buit de segles.”

Les matematiques a Espanya, en la primera meitat
d’aquest segle, han discorregut per senders pobres i
infecunds. Aixi ho reconeix el mateix Rey Pastor en
el seu discurs de contestaci6 al d’ingrés en I’ Acade-
mia de Ciencias del professor Ricardo San Juan.

Durant la primera meitat d’aquest segle 1’aillament
de les matematiques a Espanya respecte a les noves
idees que estaven d’actualitat en altres paisos euro-
peus va ser quasi total. Tan sols alguns casos escadus-
sers i, en part, la politica cientifica de la Junta de
Ampliaciéon de Estudios intentaren pal-liar aquest
aillament. Per exemple, 1’any 1935 el gironi Lluis
Angel Santal es va desplacar a Berlin per estudiar la
geometria integral, especialitat amb multiples aplica-
cions en la vida practica; en particular, a la teoria de
la probabilitat geometrica. Santalé abandona Espanya
després de la Guerra Civil i es va instal-lar a I’ Argen-
tina. La seua obra sobre geometria integral s’estudia
actualment als més prestigiosos centres matematics
internacionals i és basica per a gedmetres aplicats i
probabilistes.

Molts matematics més realitzaren grans esforcos
per millorar el nivell de les matematiques a Espanya i
publicaren molts i interessants treballs, pero la majo-
ria (com hem dit anteriorment) estaven basats en les
idees del segle XIX. En aquell moment a Europa la
ciencia matematica seguia altres camins, ja que a
finals del segle XIX havia aparegut, entre altres, la
topologia com una branca basica per a diverses disci-
plines matematiques. A Espanya aquesta materia es
va comengar a ensenyar timidament en les decades
dels quaranta i cinquanta. I el mateix podem dir de
les modernes teories de la geometria diferencial i de
I’algebra, que tanta importancia han tingut i tenen
actualment en el desenvolupament modern de la fisi-
ca teorica.

Analitzant amb una mica de perspectiva historica
el desenvolupament de les matematiques a Espanya
durant els dltims cinquanta anys podem observar que
a partir de la decada dels cinquanta hi ha a la univer-
sitat espanyola un nombre de professors, encara limi-
tat, pero significatiu, que comprenen el problema de
I’aillament i es preocupen, d’una banda, d’enviar dei-
xebles als més prestigiosos centres estrangers per a
especialitzar-se en les noves teories, i de ’altra d’in-

Esquerra: Foto
de Julio Rey
Pastor.

Baix: El
professor gironi
L.A. Santalé amb
el seu amic el
professor E.
Vidal Abascal
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vitar a les seues universitats aquells especialistes que
les pogueren explicar. Tot aix0, unit a una encertada
politica de beques i ajudes per a desplacar-se a ’es-
tranger a partir de finals dels seixanta, va permetre
que, globalment, les matematiques a Espanya s’incor-
poraren als nous corrents matematics internacionals.

Des de I’any 1940 s’edita a Boston el Mathemati-
cal Reviews 1, des de 1931, el Zentralblatt fiir Mathe-
matik a Berlin. En aquestes revistes s’analitzen els
continguts de totes les publicacions mundials de
matematiques en llibres, revistes, monografies, etc.
Com és sabut, existeix també una classificacié que,
encara que d’una manera aproximada, avalua la cate-
goria cientifica de les revistes especialitzades atenent
al seu index d’impacte. A finals del segle XIX es crea
la Unié Matematica Internacional (UMI), organitza-
ci6 que a partir de 1930 concedeix les medalles Fields
(equivalents al premi Nobel per a matematiques).
Tenint en compte els indexs
d’impacte de les diverses
publicacions matematiques, la
UMI classifica els paisos
segons la seua produccié
matematica. Aquesta varia
entre un minim d’una i un
maxim de cinc estrelles.
Segons les dades a que he tin-
gut accés, Espanya va estar,
fins la deécada dels noranta, en
el grup de paisos amb dues
estrelles. En aquest moment
en tenim assignades tres i
ocupem el lloc nimero nou en
la classificacié mundial. Utilitzant un estudi cientific
de la produccié de les matematiques a Espanya en els
ultims anys, a hores d’ara el comite espanyol de la
Unié Matematica Internacional fa les gestions oportu-
nes perque Espanya passe a engrossir el club dels pai-
sos amb quatre estrelles.

La situaci6 actual de la produccié matematica en la
universitat espanyola és bastant bona, encara que, evi-
dentment, sempre es pot millorar. Sén ja nombrosos
els matematics espanyols que publiquen en revistes
que figuren en els primers llocs dels indexs d’impacte
i que participen en congressos i col-loquis a nivell
internacional. Molts dels seus articles i llibres aparei-
xen citats en la bibliografia especialitzada. A més
I’ensenyament de les matematiques en la universitat
s’ha institucionalitzat, de manera que els grups d’in-
vestigacié importants no desapareixeran quan es retire
el seu creador. La rad és que la llavor ha arrelat amb
forca, i en els equips ja és freqiient trobar joves inves-
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«LA INEXISTENCIA DE
CENTRES ESPECIFICS PER A
LA INVESTIGACIO MATEMATICA
RESULTA PARADOXAL
SI LA COMPAREM AMB EL
DESENVOLUPAMENT DE LA
INVESTIGACIO MATEMATICA
UNIVERSITARIA . .»

tigadors disposats a crear nous grups, o bé a continuar
la tasca dels seus mestres. Segons un informe de la
Comunitat Europea, Espanya representava I’any 1992
I’1,5% de la produccié mundial de revistes matemati-
ques periodiques que apareixen en 1’Sciences Citation
Index (SCI), en comparacié amb el 0,3% de 1’any
1981. Segons les darreres dades, aquesta progressio
s’ha incrementat al 3,9% 1’any 1998.

A la matematica espanyola encara li queda, pero,
molt de cami per recérrer, i es veu afectada per diver-
ses mancances que és necessari corregir. Per exemple,
a diferéncia d’altres paisos, com ara Estats Units,
Franca, Italia, Alemanya, Brasil o Mexic (per citar-ne
alguns solament), a Espanya no existeixen dotacions
pressupostaries suficients per a beques d’iniciaci6 a la
investigacid, ni disposa d’instituts d’investigaci6
especifics per a matematiques. Com a tal centre sola-
ment funciona el Centre de Recerca Matematica a
Barcelona, que, encara que no
té una plantilla fixa, aplega un
gran nombre de professors
invitats d’una alta qualificacié
cientifica. Amb 1’anim de
corregir tant com siga possible
aquests defectes, considerem
que la Real Sociedad Matemd-
tica Espafiola (RSME) hi té
alguna cosa a dir.

L’any 1939 es va crear a
Madrid el Consejo Superior de
Investigaciones Cientificas
(CSIC), que contenia dos ins-
tituts relacionats amb les
matematiques: el Jorge Juan i el d’Estadistica. Fins
principis de la decada dels setanta, tots dos instituts
realitzaren una activitat cientifica d’una repercussi6
acceptable, dins de les limitacions imposades per la
realitat matematica espanyola del moment. La
decadeéncia de I’activitat cientifica de les matemati-
ques en el CSIC comenga en els anys setanta i es
manté en els nostres dies. De primer va desapareixer
I’Instituto de Estadistica i, a continuacid, es va supri-
mir I’Instituto Jorge Juan. En el seu lloc es crea la
Confederacié de Centres d’Investigacié Matematica i
Estadistica (CECIME), una pura entelequia creada
per a confederar centres que no existien com a tals.
Aquest projecte fou abandonat en tan sols tres anys.
En aquests moments el personal de plantilla (i tnic)
que treballa en el CSIC en la investigacié matematica
el constitueixen quatre persones. Com a contrast es
pot citar, per exemple, I'Institut de Matematica Pura i
Aplicada de Rio de Janeiro (IMPA), que disposa en



aquests moments d’una plantilla fixa de 43 profes-

sors, a més de nombrosos invitats de caracter tempo-

ral, i d’una valuosissima biblioteca.

L’any 1990 es crea a Europa la Societat Europea de
Matematiques (SEM), a que s’adheriren la practica
totalitat de societats matematiques europees. Una
vegada més, amb retard respecte a Europa i a causa
d’una serie de raons tan sols imputables als espan-
yols, I’adhesi6 de la RSME no fou aprovada fins el 28
d’agost de 1998 a Berlin. Actualment tots els mem-
bres de la RSME poden ser socis de la SEM i estar
aixi informats puntualment de gran nombre d’activi-
tats cientifiques que desenvolupen tant les societats
membres com la mateixa SEM. Es aquest un altre pas
més per a evitar una vegada més ’aillament secular
de les matematiques a Espanya.

En la “Declaracié de Rio de Janeiro sobre matema-
tiques” del 6 de maig de 1992, la UMI declara I’any
2000 com I’any mundial de les Matematiques amb els
tres objectius segiients:

1. Determinar els grans reptes matematics del segle
XXI.

2. Promulgaci6 de les matematiques pures i aplicades
com una de les claus fonamentals per al desenvolu-
pament.

3. El reconeixement de la preséncia sistematica de les
matematiques en la societat de la informacié (la
imatge de les matematiques).

La UNESCO, en I’assemblea general de novembre
de 1997, accepta i féu seua, la proposta de la UMI.

Espanya tindra un gran protagonisme durant aquest
any. Al mes de juliol se celebrara a Barcelona el III
Congrés Europeu de les Matematiques. Aprofitant

aquest esdeveniment s’organitzaran confereéncies
satel-lit en diverses universitats espanyoles. Per exem-
ple, en homenatge a la cultura arab, esta prevista a
Granada una conferencia sobre “Les matematiques als
paisos mediterranis”.

En aquest moment, Espanya ha fet i continua fent
un gran esforg¢ per a integrar-se en la Comunitat Euro-
pea. Aquesta integracié no sols ha de ser politica i
economica siné que ha d’ abracar molts aspectes més
de la societat, entre els quals evidentment ha de figu-
rar el matematic. Una gran majoria dels paisos de la
Comunitat sén conscients que una millora en el seu
nivell matematic repercutira de manera molt favora-
ble en el desenvolupament cientific, tecnologic i
social del seu pafs.

A la vista d’aquesta situacid, hauriem de preguntar-
nos si els matematics espanyols serem capagos de
convencer els nostres governants de la necessitat de
potenciar I’ensenyament de les matematiques en tots
els seus nivells i de crear i consolidar una politica
cientifica raonable i moderna en la investigacié en
matematiques, tant pures com aplicades. Si féorem
capacos d’aconseguir aquest objectiu, a Espanya hau-
riem fet un gran pas cap al desenvolupament cientific.

La inexistencia de centres especifics per a la investi-
gacié matematica resulta paradoxal si la comparem
amb el desenvolupament de la investigacié matematica
universitaria. Es aquest un problema que tard o d’hora
(esperem que siga prompte) hauran d’abordar els
poders publics, tant a nivell estatal com autonomic. [&]

*President de la Real Sociedad Matematica Espafiola. Universitat de Valencia
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HI HA ALGU AQUI FORA?

Pilar Bayer*

IS ANYBODY OUT THERE? IN THE PAPER OUR AIM IS TO DESCRIBE SOME BASIC FACTS ABOUT

PRIME NUMBERS AND THE RIEMANN ZETA FUNCTION. AFTER DISCUSSING THEIR IMPORTANCE, WE

MENTION SOME OPEN PROBLEMS AND APPLICATIONS.

B CONTACTE

Actualment, ningd no sap si hi ha o no vida
intel-ligent o bé, simplement, vida en alguna altra part
de I'univers. Amb tot, si n’hi hagués, establir-hi con-
tacte no seria facil. Caldria, com a minim, que alguns
extraterrestres emetessin senyals racionals, que nosal-
tres els interceptéssim i que, a més, féssim capagos de
descodificar-los. No obstant aixo, en el film de cién-
cia ficcié Contact, dirigit 1’any 1997 per Robert
Zemeckis amb 1’aval cientific de Carl Sagan, la radio-
astronoma Ellie Arroway (Jodie Foster) aconsegueix
captar per primera vegada senyals intel-ligents proce-
dents de I’espai exterior.

El missatge dels alienigenes de Contact és: 2,3, 5,
7,11,13,17,19,23,29,31, 37,41, 43, 47, etc. Arro-
way s’adona que un missatge aixi no pot ser degut a
cap radiaci6 fortuita, ja que hi reconeix la successid
dels nombres primers i, per tant, la intervencié d’una
acci6 intel-ligent. Com que la noticia és rebuda amb
I’escepticisme previsible, la cientifica es veu abocada
a defensar el seu parer. Aixi, en una escena que és
forca inusual en el cinema, Jodie Foster explica a un
comite d’experts de Washington que “els nombres
primers sén aquells que només es poden dividir per
ells mateixos i per 1’1 [...]”. Com que 1’escena és
molt curta, i ’espectador només assisteix a una part
del debat, utilitzarem 1’ocasi6é per parlar d’aquests
nombres i de com els éssers humans han anat escor-
collant les seves propietats.

M SOBRE LA QUANTITAT DE NOMBRES PRIMERS

Considerem la successié dels nombres naturals 1,
2,3,4,5,6,7, etc. Els nombres primers sén els cons-
tituents basics dels nombres naturals, en tant que tot
nombre natural factoritza com a producte de nombres
primers. Des del segle III a. C., es coneix que la suc-
cessi6 dels nombres primers, a I’igual de la dels nom-
bres naturals, no s’acaba mai. Euclides demostra que
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hi ha una quantitat infinita de nombres primers en el
capitol IX dels Elements. La demostracié d’Euclides
es fonamenta en propietats elementals de la divisibili-
tat dels nombres.

L’any 1748, Leonhard Euler redemostra el teorema
d’Euclides d’una manera molt més elaborada. En el
seu raonament, Euler utilitza la identitat:

ne=[Ja-py"

on el sumatori de 1’esquerra s’estén a tots els nombres
naturals, el producte de la dreta ho fa a tots els nom-
bres primers i s >1 denota un nombre real. La validesa
de la identitat és deguda al fet que tot nombre natural
es descompon en factors primers de manera tinica (la
qual cosa no seria provada rigorosament fins una cin-
quantena d’anys més tard per Carl Friedrich Gauss).
Euler s’adona que si el conjunt dels nombres primers
fos finit, el producte de la dreta representaria una
quantitat finita, per a tot s, mentre que el sumatori de
I’esquerra representa una quantitat no finita quan s
tendeix cap a 1. Com que les dues afirmacions es con-
tradiuen, el conjunt dels nombres primers és infinit.

Euler lamenta el desconcert imperant en la succes-
si6 dels nombres primers. Considerava que el com-
portament d’aquests nombres €s tan misterios que la
seva comprensié restaria per sempre fora de 1’abast de
la ment humana. Euler no podia sospitar, pero, que la
seva identitat seria el punt de partida d’una intensa
recerca que es produiria en el decurs dels segles sub-
segiients.

M SOBRE LA QUANTITAT DE NOMBRES PRIMERS
INFERIORS A UNA QUANTITAT DONADA

Més amunt hem escrit tots els nombres primers
inferiors a 50. N’hi ha quinze. Si escrivissim tots els
nombres primers inferiors a 100, en trobariem vint-i-
cinc. I d’inferiors a 1.000, cent seixanta-vuit, etc.
L’any 1785, Adrien-Marie Legendre introdui una fun-



ci6, que es designa per JT(x), que compta el nombre
de primers inferiors o iguals a X. Al mateix temps,
Carl Friedrich Gauss construi taules molt extenses de
primers (fins a sis milions) i compta el seu nombre en
cada miler de nombres naturals. De manera indepen-
dent, Legendre i Gauss conclogueren que la funcié
x/log x aproximava bé, i que ho havia de fer cada cop
millor en créixer x, el valor m(x).Avui, que tenim
tants mitjans de calcul a 1’abast, €s interessant com-
provar ’encert de les prediccions de Legendre i
Gauss. Observem-ho en els resultats continguts a la
taula:

100 25 21.71
1000 168 144.76
10000 1229 1085.74
100000 9592 8685.89
1000000 78498 72382.41

B LA FUNCIO ZETA DE RIEMANN

L’any 1859, Bernhard Riemann reprengué I’estudi
de la successié dels nombres primers en el punt on
I’havia deixat Euler. En 1’e-
poca de Riemann, 1’tds dels
nombres complexos i la
manipulacié de series eren
practiques més habituals que
no en la d’Euler. D’aquesta
manera, Riemann pogué con-
siderar una funcié

E=Dn"

definida per a tots els nom-
bres complexos s de part real
més gran que 1. En la memoria Ueber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grosse, Riemann
estengué la funcié anterior a tots els nombres comple-
xos per mitja d’una representacié integral. Riemann
intuf que la localitzacié dels seus zeros havia de tenir
una forta influencia en el nombre de primers inferiors
a una quantitat donada, la qual cosa formula d’una
manera precisa. Pero les eines disponibles en 1’¢poca
no li permeteren anar més lluny. La funcié en qiiesti6
s’anomena la funci6 zeta de Riemann i queda lligada
indefectiblement a 1’estudi de les lleis que regeixen el
comportament dels nombres primers.

Bernhard Riemann

M EL TEOREMA DELS NOMBRES PRIMERS
Jacques Hadamard (1865-1963) i Charles-Jean de

la Vallée Poussin (1866-1962), dues vides paral-leles
en la historia de la matematica, provaren ’any 1896,
de manera simultania i independentment, 1’anomenat
teorema dels nombres primers. Veritable fita matema-
tica del segle XIX, el teorema afirma que la funcié
x/log x és asimptoticament equivalent a la funcié
7 (x), d’acord amb les conjectures formulades per
Legendre i Gauss. Les demostracions d’ambdds
autors son llargues i dificils. Un punt delicat en que es
basa el resultat final és la prova que la funcié zeta no
té cap zero de part real igual a 1. O sigui, que el nom-
bre complex & (1+bi) és sempre diferent de zero. La
sola demostraci6 d’aquest fet ocupa en ’article de De
la Vallée Poussin més de vint pagines.

Al llarg del segle XX, diversos autors han intentat
simplificar les demostracions del teorema dels nom-
bres primers. L’any 1949, A. Selberg i P. Erdos n’a-
conseguiren una prova amb recursos elementals, pero
encara massa llarga per esdevenir popular. Successi-
ves simplificacions han conduit, finalment, a una
demostraci6 del teorema molt més assequible.

Les simplificacions més recents aconseguides en la
demostracié del teorema dels nombres primers sén
degudes, basicament, a D. J. Neumann (1980) i D.
Zagier (1997). Aquests autors presenten de manera
compacta molts recursos deguts als seus predecessors.
La demostraci6é que en resulta és analitica i, per des-
comptat, s’hi empra la funcié zeta de Riemann a bas-
tament. Avui, transcorreguts més de cent anys després
de les primeres demostracions, el teorema dels nom-
bres primers es pot aprendre en unes quatre o cinc
hores de classe.

M LA HIPOTESI DE RIEMANN

En I’International Congress of Mathematicians,
celebrat a Paris I’any 1900, David Hilbert presenta
una llista de 23 problemes oberts, d’una rellevancia
especial. Els problemes de Hilbert han esperonat
una part molt significativa de la recerca matematica
del segle XX. El problema nimero 8 de Hilbert se
centra en 1’anomenada hipotesi de Riemann. La
hipotesi de Riemann controla els zeros de la funci6
zeta en la banda critica, tal com s’expressa en la
memoria de Riemann de I’any 1859. Concretament,
el problema demana demostrar que si un nombre
complex a+bi és un zero (no trivial) de la funci6
zeta, € (a+bi) =0 aleshores a =1/2 . La seva prova
permetria obtenir, entre d’altres, bones fites del
terme d’error 7 (x) —x/logx .

Malgrat els nombrosos intents portats a terme
durant gairebé 150 anys per provar la hipotesi de Rie-
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Si en una pellicula o novel la de ciéncia ficcid es volgués donar a entendre que una civilitzacié d’alienigenes es troba un punt més

avangada que la nostra, n’hi hauria prou que transmetés, a més de la successié dels nombres primers, una prova de la hipotesi de Riemann

mann, aquesta resta inassequible. En aquest sentit, els
matematics entrem en I’any 2000 amb els deures pro-
posats per Hilbert inacabats i la hipotesi de Riemann
emergeix com un repte matematic per a les noves
generacions. Interpretacions espectrals i cohomologi-
ques, formules de traces, trencament de simetries,
transicions de fase, etc. s6n recursos que s’han pre-
sentat com a probables vies d’atac de la hipotesi de
Riemann i que actualment
son objecte d’una intensa
recerca. D’altra banda, una
forta experimentacié nu-
merica la corrobora.

M PER A QUE ENS
CALEN PRIMERS TAN
GRANS?

En arribar a aquest
punt, algd podria interpre-
tar la tasca exposada com
un exercici intel-lectual
pur, desconnectat de la realitat. E1 més sorprenent,
pero, és que I’existéncia de primers grans s’ha con-
vertit en els darrers anys, i a causa de circumstancies
originades per la tecnologia d’dltima hora, en salva-
guarda dels nostres interessos. En efecte, la circulacio
d’informacié privada en xarxa i el nombre creixent
d’usuaris obliga, cada cop més, al maneig de metodes
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«INTERPRETACIONS ESPECTRALS
| COHOMOLOGIQUES, FORMULES
DE TRACES, [...], ETC.
SON RECURSOS QUE S’THAN PRESENTAT
COM A PROBABLES VIES D’ATAC
DE LA HIPOTESI DE RIEMANN
| QUE ACTUALMENT SON OBJECTE
D’'UNA INTENSA RECERCA.»

fiables de codificacié de la informaci6. Un dels meto-
des més populars emprats en criptografia és I’anome-
nat RSA, en honor dels seus creadors R. L. Rivest, A.
Shamir, L. Adleman. La seguretat del metode es basa,
precisament, en la dificultat de factoritzar de manera
eficient els nombres naturals que sén producte de dos
nombres primers molt grans. Les implementacions
més elaborades del meétode RSA (aixi com també
d’altres similars) utilitzen
lleis aritmetiques profun-
des, el coneixement de les
quals seria inimaginable
sense el suport teoric que
s’ha desenvolupat a ’en-
torn de la funcié zeta.

M EPILEG

Ara com ara, si en una
pel-licula o novel-la de
ciencia ficcié es volgués
donar a entendre que una
civilitzacié d’alienigenes es troba un punt més
avancada que la nostra, n’hi hauria prou que transme-
tés, a més de la successi6é dels nombres primers, una
prova de la hipotesi de Riemann.

*Facultat de Matematiques. Universitat de Barcelona



EL NOMBRE DPAUTOENLLAC D'UNA CORBA
TANCADA EN L’ESPAI

Juan J. Nuiio Ballesteros*

THE SELF-LINKING NUMBER OF A CLOSED SPACE CURVE. THE SELF-LINKING NUMBER IS A

GEOMETRICAL INVARIANT, WHICH MEASURES THE COILING OF A CURVE IN SPACE. IT IS OF GREAT

INTEREST IN BIOLOGY, WHERE IT IS APPLIED TO THE CLASSIFICATION OF DNA MOLECULES.

Tots hem patit alguna vegada 1’odiosa tasca de
desenrotllar el nostre cable de telefon. Al principi, el
cable penja ordenadament del nostre aparell, perd a
mesura que passa el temps, i encara que el cable esti-
ga desnuat, sempre acaba enrotllant-se d’una manera
diabolica. Aquest fenomen de enrotllament, no sols
apareix en els cables telefonics, siné que també es pot
trobar, i d’una manera molt més acusada, en les mole-
cules d’ADN, les quals poden arribar a presentar
diversos nivells d’enrotllament.

e : :
et i1 L sy

Figura |:Imatge microscopica d’'una molecula ’ADN.

Per tal d’entendre bé la naturalesa d’aquest procés,
podem fer un experiment ben senzill. Agafem un tros
de cable pels seus extrems amb les dues mans. Si
unim els extrems, aleshores el cable forma una corba
tancada sense enrotllar-se. El resultat és ben diferent
si abans d’unir els extrems, en subjectem un amb una
ma i amb 1’altra comencem a retorcer el cable donant-
li moltes voltes, sempre en el mateix sentit. En aquest
cas, quan unim de nou els extrems, el cable tendeix a
formar una corba molt enrotllada, segons el nombre
de voltes que hajam donat al cable. Es clar que, per
molt que tesem el cable, és impossible desfer aquest
enrotllament, si no és que desunim els extrems i tor-
nem a donar-li voltes, aquesta vegada en sentit invers.

En el cas del telefon, el cable forma una corba tan-

cada quan el telefon esta penjat. Aleshores, quan sona
i el despengem estem obrint la corba i és en aquest
moment quan estem en perill d’augmentar el seu
nivell d’enrotllament. En efecte, suposem que inicial-
ment agafem el telefon amb la ma esquerra, després el
canviem a la ma dreta durant la conversa i finalment
acabem penjant-lo amb la ma dreta. Resulta que,
sense adonar-nos, hem fet una volta sencera al cable
que acabara produint aquest enrotllament. Les mole-
cules d’ADN estan constituides per una doble helix
que forma una corba tancada amb un alt nivell d’en-
rotllament. Per tal de separar-les, aquestes molecules
son sotmeses a processos de centrifugat, els quals
produeixen deformacions continues de les corbes que
deixen inalterat el nombre de voltes caracteristic de
cada corba.

Aquest nombre de voltes que produeix 1’enrotlla-
ment del cable telefonic o de la molecula d’ADN és el
que en geometria s’anomena el nombre d’autoenllag
d’una corba tancada en ’espai. Es tracta d’un invariant
geometric que va ser definit per Calugareanu a finals
dels cinquanta i estudiat amb més profunditat poste-
riorment per Pohl. Aquest nombre esta ben definit sem-
pre que la corba tancada complesca dues condicions:

— Es simple, és a dir, no té autointerseccions.
— Es diferenciable almenys dues vegades i té curva-
tura no nul‘la en cada punt.

La primera condicié és facil d’entendre: una
autointerseccié de la corba seria equivalent a la possi-
bilitat de tallar la corba per algun punt, amb la qual
cosa seria possible desfer I’enrotllament. La segona
condici6 €s un poc més complicada de veure: des del
punt de vista matematic, una corba és un objecte
geometric unidimensional, és a dir, és com si tingué-
rem un fil infinitament fi; aleshores, per tal de donar
una certa torsi6 a la corba és necessari que estiga
almenys un poc corbada, ja que si la tesem, aquesta
torsié desapareix.
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Figura 2: Dues presentacions del nus trévol amb nombres d’autoenllag —4 (dreta) i —3 (esquerra).

Encara que és possible calcular el nombre d’auto-
enlla¢ d’una corba analiticament mitjancant 1’anome-
nada integral de Gauss 1 la integral de la torsid, expli-
carem com calcular-lo utilitzant una projeccié bidi-
mensional. Quan projectem la corba en un pla, poden
apareixer una serie de punts aparents d’autointersec-
cié i de curvatura nul-la. Elegim una orientacié qual-
sevol de la corba i a cadascun d’aquests punts li assig-
nem un signe + o — segons
la posicié relativa de les
branques de la corba al vol-
tant del punt. Banchoff va
demostrar que el nombre
d’autoenlla¢ és igual a la
suma del nombre d’autoin-
terseccions més la meitat
del nombre de punts de cur-
vatura nul-la, comptats amb
signe (figura 2).

El nombre d’autoenllag
és sempre un nombre enter,
que pot ser positiu o nega-
tiu, segons les voltes vagen
en un sentit o altre. A més a
més, és invariant per isoto-
pies. Aixo vol dir que si podem passar d’una corba a
I’altra mitjancant una familia continua de corbes tan-
cades, simples i amb curvatura no nul-la, aleshores
ambdues corbes han de tenir el mateix nombre d’au-
toenllag. Cal observar també, que si dues corbes sén
isotopiques en aquest sentit, llavors presenten el
mateix tipus de nus. La topologia és la branca de les
matematiques que s’ocupa dels objectes que sén equi-
valents a través de deformacions continues i, precisa-
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«AGAFEM EL TELEFON AMB LA MA
ESQUERRA, DESPRES EL CANVIEM A
LA MA DRETA DURANT LA CONVERSA

I FINALMENT ACABEM PENJANT-LO

AMB LA MA DRETA. RESULTA QUE,

SENSE ADONAR-NOS, HEM FET
UNA VOLTA SENCERA AL CABLE
QUE ACABARA PRODUINT AQUEST
ENROTLLAMENT.»

ment, la teoria de nusos és la part de la topologia que
estudia les corbes tancades i simples en 1’espai. Per a
un topoleg, dues corbes presenten el mateix tipus de
nus si €s possible passar d’una a I’altra mitjancant una
familia continua de corbes tancades i simples (sense
tenir en compte la curvatura).

No obstant aix0, el nombre d’autoenllag no és un
invariant topologic de la corba. Es a dir, podem tenir
corbes amb el mateix tipus
de nus, perdo amb diferent
nombre d’autoenllag¢ (figura
2). Amés a més, I’experien-
cia ens diu que es tracta de
conceptes totalment inde-
pendents. Tornem de nou a
I’exemple del cable: si
tenim un extrem del cable
en cada ma, és clar que
podem construir un tipus de
nus qualsevol; aleshores,
abans d’unir els extrems,
també podem donar-li un
nombre de voltes qualsevol,
la qual cosa no modificara
el tipus de nus.

Per tltim, només afegirem que la relacié d’aquests
conceptes amb les isotopies és ben forta: si dues cor-
bes tenen el mateix tipus de nus i el mateix nombre
d’autoenllag, aleshores sén isotopiques. Encara que
alguns autors atribueixen al mateix Pohl una demos-
tracié no publicada d’aquest resultat, recentment
Gluck i Pan n’han fet puiblica una. [€

*Facultat de Matematiques. Universitat de Valencia



ALGUNS PROBLEMES D’ALGEBRA

Francisco Pérez Monasor*

SOME ALGEBRAIC PROBLEMS. WE FOLLOW MATHEMATICAL DEVELOPMENT THROUGH

THE EVOLUTION OF SOME CLASSIC ALGEBRAIC PROBLEMS. THESE PROBLEMS

WERE BORN WITH HUMAN CIVILISATION, REFLECTING ITS NEEDS, LIMITATIONS AND

SOMETIMES ITS BELIEFS.

Seguim el desenvolupament de les matematiques a
través de I’evolucié d’alguns problemes classics d’al-
gebra. Van ser problemes que nasqueren amb la civilit-
zaci6o humana, de les seues necessitats, de les seues
limitacions i, de vegades, de les seues creences.

M ELS PROBLEMES CLASSICS DE
CONSTRUCCIONS AMB REGLE | COMPAS

Segons Platd, les tiniques figures geometriques per-
fectes son el cercle i la linia recta, i aixi en I’antiga
geometria grega, aquesta creenga tingué ’efecte de
restringir els instruments valids en les construccions
geometriques al regle i al compas. D’altra banda, sem-
pre és possible trobar a I’abast aquests instruments, i
eren dels pocs utilitzables per mesurar grans magni-
tuds i per fer planols i perspectives. Amb aquests ins-
truments es poden tracar biseccions d’angles i també
rectes paral-leles... perd hi ha tres famoses construc-
cions impossibles de fer amb tan poques eines:

— Duplicacié del cub: construir un cub el volum del
qual és el doble que el d’un cub donat.

— Triseccié d’un angle: donat un angle qualsevol, cons-
truir un angle que siga la tercera part de I’inicial.

— Quadratura del cercle: construir un quadrat que tinga
I’area d’un cercle donat.

Hi ha moltes versions sobre 1’origen del problema
de la duplicacié del cub, com ara I’intent de Minos, rei
de Creta, de duplicar la tomba del seu fill Glauc o la
petici6 dels sacerdots d’Apol-lo a Platé perque els aju-
dara a resoldre el problema de duplicaci6 de I’altar que
havia estat proposat per 1’oracle de Delos. Explicacions
més raonables podrien ser que una vegada tractat el
problema de duplicacié del quadrat (construir un qua-
drat de doble area que un donat) i en general la duplica-
ci6 de poligons, s’intentara el problema analeg amb el
cub o simplement que es tractara el problema practic de
construir solids de la mateixa forma que un d’inicial
pero de volum muiltiple del primer.

A hores d’ara un alumne de la llicenciatura de
matematiques pot demostrar per un procediment bas-
tant elemental la impossibilitat de la resolucié d’a-
quests problemes amb els metodes indicats, ates que els
nombres reals, per a ser construibles, han de ser arrels
de polinomis irreductibles sobre els racionals de grau
poteéncia de 2, condicié que no compleixen ni el nom-
bre real arrel ctbica de 2, arrel del polinomi x°-2, ni
c0s20° que és arrel de 8x’—6x—1, polinomi irreducti-
ble sobre O, ni el nombre 7, que no és arrel de cap poli-
nomi racional no nul. Les solucions a aquests proble-
mes es van obtenir a partir de la meitat del segle XIX
(Lindemann prova I’any 1882 la transcendencia de 7).

En conseqiiencia no és possible duplicar un cub de
volum 1, ni trisecar 1’angle de 60°, ni quadrar un cer-
cle d’area 7.

Una qiiestié de solucié més sofisticada és la
segiient: per a quins valors de n pot ser construit el
poligon regular de n costats mitjancant regle i compas?

Els antics grecs coneixien la construccié dels poli-
gons de 3,51 15 costats. Aquest problema estava rela-
cionat amb un dels esmentats adés, perque segons es
pogueren dividir els angles en n parts, aixi es podria
construir el poligon regular de n costats. Perd no va ser
fins 1796 que Gauss, en les seues Disquisitiones Arith-
meticae resolgué el problema i va provar que el poligon
regular de n costats és construible per regle i compas si
i solament si n=2"p;...ps, on els p; sén primers de Fer-
mat (és a dir, de la forma 2”+1). Estranyament de pri-
mers de Fermat, solament se’n coneixen cinc: 3, 5, 17,
257 1 65.537. També Kepler va participar en la resolu-
ci6 del problema raonant que el poligon regular de set
costats no podia ser construit amb regle i compas.
Anecdoticament, segons es cita en el Manifest geo-
metric, plus ultra de la geometria practica, obra del
mestre en teologia fra Ignacio Mufioz, catedratic pro-
pietari de matematiques de la Reial Universitat de I'Im-
peri Mexica, el poligon regular de set costats és cons-
truible per regle i compas, possibilitat que relaciona
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Sandro Botticelli és probablement qui més va diversificar els esquemes de la Divina Proporcié. Havia apres el tracat del pentagon en el taller del

seu mestre Fra Filippo Lippi. En La Primavera Botticelli representa un rectangle auri, on queden inscrits dos cercles que enquadren Venus i Cupido,

les tres Gracies, Mercuri, Céfir i Flora

amb la triseccié d’un angle, i amb aquests arguments
construeix una triple invectiva contra I’heretge Kepler.

M SEGMENT AURI... | DIVINA PROPORCIO

En relaci6 amb les construccions de poligons regu-
lars mitjancant regle i compas apareix la divina propor-
ci6 o la proporcié auria, introduida per Luca Pacioli el
1509. Aquesta proporcid és 2cos (277/5) 1 esta relaciona-
da amb el pentagon regular de diverses maneres, entre
altres com ara la relacié existent entre una diagonal i un
costat o com la proporcid existent entre els segments
d’una diagonal separats pel punt de tall d’aquesta diago-
nal i altra sense vertex comu amb I’anterior. La defini-
ci6 de la divina proporcié sorgeix com el resultat de
dividir un segment de longitud arbitraria x en dues parts,
una de longitud major b i una altra de longitud x—b, de
manera que x/b=>b/x-b.

Aquesta proporcid origina poligons i poliedres auris i
en general figures auries en qué d’alguna manera apa-
reix la divina proporcié entre les seues mesures. La
influéncia de la proporci6 és tal que Kepler escriu: “d’a-
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questa proporcio geometrica es va servir el Creador com
la idea mitjangant la qual va introduir la generacié con-
tinua d’objectes semblants a partir d’objectes donats”.
Es clar que Kepler devia tenir en ment 1’explicacid.
Fibonacci (Leonardo de Pisa) va introduir la successio
del seu nom en relacié amb estimacions sobre reproduc-
ci6 de conills. En la successié de Fibonacci cada terme

a partir del segon €s la suma dels dos anteriors i el limit
de la successid (f,/f, ;) és la divina proporcid, propor-
ci6 que també intervé en el creixement d’arbres i plan-



tes. La influencia cultural de la proporcié auria va ser
considerable durant el renaixement. Luca Pacioli va
escriure un llibre sobre les seues propietats i la seua
intervencié es pot veure en les imatges que s’adjunten.

Observeu que la proporcié auria és la solucié d’una
equacié de segon grau.

B RESOLUCIO D’EQUACIONS PER RADICALS

El problema de resolucié d’equacions per radicals té
dues facetes. La primera és si donada una equacié
polindmica d’un cert grau les solucions de la dita equa-
ci6 es poden expressar mitjancant operacions racionals
(sumes, diferencies, productes i quocients) i radicals
(extracci6 d’arrels) dels coeficients. La segona, si es pot
donar una férmula general per resoldre per radicals una
equacié polindomica d’un grau donat.

La resolucié d’equacions polinomiques té també una
llarga historia. Els antics grecs resolien equacions
quadratiques mitjancant construccions geometriques.
S’afirma que els babilonis (400 a.
C.) van ser els primers a resoldre
equacions quadratiques, tanma-
teix els babilonis no tenien la
nocié d’equacié, més aviat dispo-
saven d’un metode algoritmic que
equivalia en la practica a la reso-
lucié d’una equacié quadratica.

Sobre la resolucié de la ctbi-
ca, I’any 1494 Pacioli va acabar
la seua Summa di aritmetica amb
la nota que la solucié de les equa-
cions x’+mx=n i x’+n=mx era
tan impossible en aquell moment
com la quadratura del cercle. Sén els matematics del
renaixement establerts a Bolonya els qui troben la solu-
cié. Hi va haver molta polémica sobre qui va ser el pri-
mer, si Scipio del Ferro o Niccolo Fontana (Tartaglia),
encara que el primer a publicar la solucié va ser Carda-
no en la seua Ars Magna apareguda el 1545; en la dita
obra apareix també un metode per a resoldre la quartica
per reducci6 a una ctibica.

Era el moment de passar a 1’equacié quintica. La pri-
mera persona a afirmar que 1’equacié de grau 5 no es
podia resoldre va ser Ruffini ’any 1799, en un treball en
que també introdueix els grups de permutacions. Aix0 no
obstant Lagrange, a qui Ruffini va enviar la seua obra,
no va llegir aquesta demostracid, que, per altra part, pre-
sentava alguns errors. L’any 1824 Abel va donar la pri-
mera demostracié acceptada d’irresolubilitat de 1’equacié
de grau 5, utilitzant també el llenguatge de la teoria de
grups de permutacions. Perd realment va ser Galois, el

«LA DEFINICIO DE LA DIVINA
PROPORCIO SORGEIX
COM EL RESULTAT DE DIVIDIR
UN SEGMENT DE LONGITUD
ARBITRARIA X EN DUES PARTS,
UNA DE LONGITUD MAJOR b | UNA
ALTRA DE LONGITUD x-b,
DE MANERA QUE x/b=b/x-b.»

1831, el primer a relacionar la resolubilitat d’una equaci6
amb I’estructura del grup de les permutacions de les
arrels de la dita equacié. I a trobar que el grup simple no
abelia més petit és d’ordre 60. Evariste Galois va morir
en un duel, als 21 anys, el 31 de maig de 1832. Se sol dir
que ell va ser I’nic matematic que va passar la seua
darrera nit escrivint tot el que sabia de teoria de grups. El
seu genial descobriment va ser també motivacié del nai-
xement de la teoria de grups. De fet aquesta teoria sem-
blava embolcallar-ho tot. Klein, el 1872, va proposar en
el seu Programa d’Erlangen la classificacié en geometria
a través dels invariants pels seus grups de transforma-
cions. 1872 és un any famds pels resultats obtinguts en
teoria de grups, d’aquest any son els teoremes de Sylow.
Pero hi ha altres anys importants: 1927 pels teoremes de
Hall, 1963 pel teorema de Feit i Thompson, 1981 per la
classificacié de grups simples.

Les aplicacions de la teoria de grups sén considera-
bles, encara que aix0 es quedara per a un altre article.
De fet, cursos de grups apareixen en facultats de quimi-
ca, fisica, informatica i algunes
de matematiques, tot i que, amb
massa freqiiencia, aquestes apli-
cacions se solen oblidar.

Com a conseqiiencia d’aques-
tes ratlles es podria deduir que els
problemes de matematiques que
s6n importants, és a dir, els natu-
rals, els que hi van existir des de
sempre, els que justifiquen que es
faca servir la paraula teorema, sén
problemes per als quals s’ha tro-
bat solucié definitiva mitjangant
teoremes algebraics. Que haja
conclds aquest article destacant la rellevancia de la teoria
de grups té com a justificacié el meu interes personal en
la materia. Per aixo i per la limitacié d’espai, no he trac-
tat altres aspectes tan decisius i importants en algebra
com la teoria de grups, com ara la geometria algebraica,
amb la seua resolucié de singularitats i les seues implica-
cions tant en algebra commutativa com en la teoria de
nombres; o la teoria de nombres, amb el seu teorema de
Shafarevich, o el famds teorema de Fermat. Aixo no obs-
tant, problemes de tanta transcendeéncia com els esmen-
tats apareixen en tots els camps de les matematiques. Des
d’acf vull manifestar el meu respecte per tots i pels qui
gaudeixen treballant amb il-lusié en tots els seus aspec-
tes, molt especialment pels qui han sabut i els qui saben,
amb els seus coneixements i el seu exemple, dirigir i
convencer d’altres perque seguesquen aquest cami.  [©]

*Facultat de Matematiques. Universitat de Valencia
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UN PROBLEMA DINTERPOLACIO D'IMATGES

Vicent Caselles™*

A PROBLEM OF IMAGE INTERPOLATION. WE DISCUSS THE PROBLEM OF PERCEPTUAL AMODAL

COMPLETION AS AN INTERPOLATION PROBLEM. A PROPOSED SOLUTION IS MINIMISING THE ENERGY

FUNCTIONAL ASSOCIATED TO THE GEOMETRIC CONFIGURATION OF IMAGE DATA.

Tots sabem que Stalin feia desapareixer els seus
enemics politics dels documents escrits i de les foto-
grafies. Avui en dia hagués tingut al seu abast la tecno-
logia digital. Sense entrar en propostes tan truculentes,
el problema del que voldriem parlar és facil de des-
criure. Suposem que en una fotografia o imatge hem
perdut o destruit una part (vegeu les Figures 2 i 3).
Com podem reconstruir la part que manca a partir de
la informaci6 exterior a la taca de manera que tinguem
la sensaci6 d’estar davant d’una imatge natural, sense
cap alteracié aparent? En certa mesura, hem d’imitar
I’art del restaurador. Ja podem imaginar les aplica-
cions possibles, entre elles la restauracio de pel-licules
antigues.

Podem plantejar aquest problema com un problema
d’interpolacié dintre de la taca (la regié mancant),
coneguda la informacié exterior. En el contexte més
general de la psico-fisica, aquest problema esta lligat
al proces de completacié amodal, el qual és un proces

fonamental de la percepcid visual. En una escena natu-
ral, rara vegada un objecte és completament visible,
normalment esta parcialment ocult, ja que sempre hi
ha altres objectes devant que impedeixen la seva visi6
completa. Malgrat aix0, el nostre sistema visual es
capag, sota certes condicions geometriques, de recons-
truir o imaginar la part oculta perllongant artificial-
ment els contorns dels objectes: és el que s’anomena
completacié amodal. Aquest proces I’hem il-lustrat a
la Figura 1, on el nostre sistema visual reconstrueix
una bola que, a priori, no existeix.

La capacitat del sistema visual per reconstruir la
informacié que manca ha estat estudiada dintre del
camp de la psico-fisica i de la psicologia de la Gestalt,
en particular per Gaetano Kanizsa. Es important desta-
car que tant per Kanizsa com per 1’escola de psicolo-
gia de la Gestalt aquesta reconstrucci6 visual es fa de
manera independent de tot coneixement a priori sobre
el contingut semantic de la imatge. Esta basada unica-

Figura 2: Com podem reconstruir la part que manca a partir de la informacié exterior a la taca de manera que tinguem la sensacié d’estar

davant d’una imatge natural, sense cap alteracio aparent?
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ment en les estructures geometriques del camp d’inten-
sitat lluminosa (més, eventualment, el color) que déna
lloc a la imatge: és a dir, en les formes presents a la
imatge.

Els psicolegs de la Gestalt han demostrat experimen-
talment el paper de certs principis organitzadors de la
percepcid a I’hora de constituir la percepcié de les for-
mes geometriques, en particular, la forta influeéncia dels
indexos d’oclusi6 tals com la preséncia en la frontera de
I’oclusié d’elements localitzats anomenats Juncions en
T. Les Juncions en T son punts de la frontera d’oclusié
on la configuracié dels contorns dels objectes és sem-
blant a una T (vegeu els punts de la Figura 1 on con-
flueixen el blanc, el gris i el negre). Els investigadors de
la percepcié han mostrat com la presencia de juncions
en T permet al nostre sistema visual la reconstruccié de
la part mancant. Es tracta de crear artificialment con-
torns que uneixen les juncions en T. Aqui intervé un
altre dels principis organitzadors de la psicologia de la
Gestalt: el principi de la bona continuacié. Segons
aquest principi, els contorns o linies artificials que unei-
xen les juncions en T han de ser continuacié dels con-
torns existents a 1’exterior de la taca, perllongant-se de
manera regular, sense canvi de direccié. Aquest principi
de bona continuacié admet una interpretacié matemati-
ca variacional, és a dir, la solucié adoptada minimitza
una certa energia associada a la configuracié geometri-
ca proposada. A la dreta de la Figura 2 veiem la solucié
obtinguda corresponent a la part esquerra de la Figura,
en consonancia amb els principis que hem explicat. A la
Figures 3 (original) i 4 (reconstruida) mostrem un
exemple d’aplicacié d’aquesta metodologia a un pro-
blema, diguem-ne, més practic.

Aquesta filosofia ha estat duta a la practica per

Figura |: El nostre sistema visual reconstrueix una bola que, a priori,

no existeix

diversos grups de recerca i és inspiradora d’una filoso-
fia a I’hora de plantejar els problemes dintre de 1’area
de processament d’imatges i visié per ordinador: incor-
porar els principis organitzadors de la percepcié per a
formular matematicament els problemes de processa-
ment d’imatges i dissenyar algoritmes el més univer-
sals possibles per a cada problema especific. (@]

*Departament de Tecnologia. Universitat Pompeu Fabra

Figures 3 i 4: Exemple d’aplicacié de la metodologia d’interpolacié d’'imatges a un problema practic
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METODES ESTADISTICS CONTEMPORANIS
EN LA INVESTIGACIO CIENTIFICA:
ANALISI BAYESIA

José M. Bernardo*

CONTEMPORARY STATISTICAL METHODS IN SCIENTIFIC RESEARCH: BAYESIAN ANALYSIS. AN EXTRE-

MELY POWERFUL PARADIGM TO ANALYSE THE RESULTS OF SCIENTIFIC EXPERIMENTATION, WHICH IS

FIRMLY BASED ON AXIOMATIC FOUNDATIONS, IS GRADUALLY SUBSTITUTING THE TRADITIONAL RECIPE-

BASED TECHNIQUES WHICH HAVE BEEN DOMINANT IN STATISTICS FOR MOST OF THIS CENTURY. THE
NEW PARADIGM, USUALLY REFERRED TO AS THE BAYESIAN METHODOLOGY, USES A PROBABILITY CON-

CEPT WHICH CLOSELY MATCHES THAT USED IN ORDINARY LANGUAGE, DIRECTLY SOLVES THE MORE

RELEVANT SCIENTIFIC QUESTIONS ON DATA ANALYSIS, AND MAY BE APPLIED TO COMPLEX, RICHLY

STRUCTURED PROBLEMS, FAIRLY INACCESSIBLE TO TRADITIONAL STATISTICAL METHODS.

Els metodes estadistics convencionals han estat
durant generacions una font d’insatisfaccié per als qui,
interessats en una analisi adequada dels resultats expe-
rimentals, no se senten especialment atrets per una
col-leccid de receptes mancades d’una estructura 10gi-
ca que les relacione. Obviament, cientifics o enginyers
troben ttils formularis que
els resumesquen els proce-
diments d’ds més freqiient,
perd, entrenats en un rao-
nament logic, exigeixen
que se’ls oferesca una jus-
tificacié convincent. Con-
vencionalment, la formaci6
en probabilitat i estadistica
déna comengament al bat-
xillerat amb exemples ele-
mentals de probabilitat,
que certament resulten rao-
nables, pero que semblen
limitar-se a problemes rela-
cionats amb els jocs d’at-
zar. Naturalment, els alum-
nes amb aspiracions a una feina cientifica o teécnica es
mostren interessats per aprendre a analitzar dades
experimentals; tanmateix, molts se senten decebuts
quan, ja a la universitat, se’ls comenca a parlar d’in-
ferencia estadistica. En efecte, encara que els procedi-
ments que se’ls exposen semblen assenyats per sepa-
rat, no se’ls posa de manifest (perque no existeix) cap
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«ELS PROCEEDINGS DEL
DARRER CONGRES MUNDIAL
DESTADISTICA BAYESIANA,

CELEBRAT FA UNS MESOS SOTA
EL PATROCINI DE LA UNIVERSITAT
DE VALENCIA, PROPORCIONEN
UNA VISIO DE CONJUNT TANT SOBRE
LES NOVES LINIES D'INVESTIGACIO
COM SOBRE LES NOVES APLICACIONS
DEL PARADIGMA BAYESIA.»

principi basic que els estructure. El que rarament s’ex-
plica als estudiants és que existeix un paradigma alter-
natiu amb solids fonaments logics, la metodologia
bayesiana, que dnicament requereix les matematiques
d’una teoria general de la probabilitat perfectament
justificada, i el concepte de probabilitat que correspon
a I’ds convencional d’a-
questa paraula en el llen-
guatge quotidia.
L’element més caracte-
ristic del paradigma baye-
sia és precisament el seu
concepte general de pro-
babilitat com a mesura
d’incertesa. Per exemple,
I’observacié dels resultats
de proves d’immunodefi-
ciéncia realitzades a 200
persones triades a 1’atzar
els resultats dels quals han
estat negatius per a tots,
permet afirmar que la pro-
porcié de persones sero-
positives en la poblacié és probablement menor del
0,5%; més precisament, que la probabilitat que aques-
ta proporcié siga menor del 0,5% és 0,84. Observeu
que el concepte de probabilitat utilitzat en aquesta
frase és el d’una mesura d’incertesa (basada en els
resultats experimentals), sobre I’ocurréncia d’un
determinat succés, el que no requereix 1’existencia de



Il -lustracid: Riu Serra

simetries (com en la probabilitat classica, basada en la
relacié de casos favorables a casos possibles), ni tam-
poc requereix I’existéncia de possibles repeticions
(com en I’estadistica convencional, basada en fre-
qiiencies relatives).

La teoria de la probabilitat permet garantir que si
les dades estan constituides per un conjunt d’observa-
cions homogenies, llavors existeix un model probabi-
listic que descriu la relacié entre les dades obtingudes
i la naturalesa del procés estudiat, i existeix una distri-
bucio inicial de probabilitat que descriu la informacid
de que es disposa sobre la naturalesa del procés. En
problemes d’investigacié complexos, la determinacid
d’un model probabilistic adequat pot ser un problema
dificil que requeresca la col-laboracié entre cientifics
que coneguen bé les caracteristiques del problema i
matematics capacos de formalitzar-les adequadament;
aix0 no obstant, en problemes elementals, el model
probabilistic pot ser directament deduit del context
experimental. Es important subratllar que 1’eleccié
d’un model probabilistic adequat és una condici6
indispensable per a la validesa de I’analisi estadistica,
qualsevol que siga el paradigma des del qual s’analit-
zen les dades. La distribuci6 inicial ha de descriure la

informaci6 de que inicialment es dispose sobre els
possibles estats de la naturalesa. Sovint, pero, no es
disposa d’informaci6 inicial rellevant, o la informaci6
inicial de que es disposa és de caire subjectiu, i es
desitja limitar 1’estudi a les conclusions objectives
que puguen ser deduides basant-se exclusivament en
el model probabilistic acceptat i en les dades experi-
mentals efectivament obtingudes; en aquest cas, és
necessari recorrer a 1’analisi de referencia, que fa ser-
vir la teoria de la informacié per a determinar la
forma matematica d’aquella distribucié inicial que
descriu una situacié en la qual no es disposa d’infor-
macid inicial sobre el vertader valor de I’estat de la
naturalesa.

El teorema de Bayes, un dels resultats basics de la
teoria de la probabilitat, permet quantificar el procés
d’inferencia i establir la relacié existent entre la distri-
bucié inicial, que descriu la incertesa de la qual es
parteix sobre el vertader valor de 1’estat de la natura-
lesa, i la distribucié final que descriu la incertesa resi-
dual sobre aquest valor, una vegada observades i ana-
litzades les dades experimentals. La distribucié final
resumeix totes les conclusions (necessariament proba-
bilistiques) que poden ser deduides de les dades
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observades sobre el vertader valor de I’estat de la
naturalesa. Intuitivament, el teorema de Bayes afirma
que la informacié final de que es disposa sobre el ver-
tader estat de la naturalesa és la suma de la informa-
ci6 de que inicialment es parteix (que pot, ser nul-la)
més la informacié que proporcionen les dades; el seu
Us sistematic justifica el nom de metodologia bayesia-
na amb que generalment es coneix aquest paradigma.

Quan I’estat de la naturalesa és una magnitud con-
tinua, la seua distribucié final es descriu mitjancant
una densitat de probabilitat, és a dir, una funcié no
negativa que tanca una area unitat, de manera que la
probabilitat que el vertader estat de la naturalesa se
situe entre dos limits qualsevulla és I’area tancada per
la funci6 de densitat entre aquests limits.

Per exemple, en 1’analisi de la proporcié 6 de per-
sones seropositives en una poblacid, basant-se en els
resultats obtinguts amb una mostra aleatoria de n per-
sones entre les quals se n’han observat r de seroposi-
tives, la distribucié final de 6 corresponent a una
situacié en la qual no se suposa cap informacié inicial
sobre 6 resulta ser una distribucié Beta de parametres
r++1 n—r+4 la funcié de densitat de probabilitat del
qual es reprodueix en la figura per al cas particular n
=100 i r = 0. Aquesta funci6 conté tota la informaci6

1000
800
600
400

200

0.005 0.01 0.015

Conclusions sobre la proporcié q de seropositus en la poblacié
basades en proves d'immunodeficiéncia realitzades a 200 persones
elegides a I'atzar, que han resultat totes negatives

que les dades proporcionen sobre el valor de 0; en
particular, com es pot observar en la figura, I’observa-
ci6 de 200 proves negatives permet afirmar, practica-
ment amb certesa, que la proporcié 6 de seropositius
en la poblaci6 és menor de 0,015, atés que la probabi-
litat associada a valors majors és practicament zero. A
més, la probabilitat que 6 siga, per exemple, menor
que 0,005 és 0,84 (area de la part ombrejada), i la pro-
babilitat que 6 siga menor que 0,0011 (valor assenya-
lat per una linia) resulta ser 0,5. Conseqiientment, una
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descripci6 aproximada, de les conclusions sobre el
valor de 6 que el paradigma bayesia permet extraure
de les dades (descrites en la seua totalitat per la funci6
de densitat de probabilitat reproduida en la figura), és
que la proporcié de persones seropositives €s certa-
ment menor de 1’1,5%, probablement menor del
0,5%, 1 que és igual de probable que siga major o que
siga menor del 0,11%

En sintesi, la metodologia bayesiana és una conse-
qiliencia matematica de la teoria de la probabilitat i
per tant (a diferéncia de 1’estadistica convencional) és
logicament consistent. La solucié bayesiana a un pro-
blema d’inferéncia és una distribucié de probabilitat,
la distribuci6 final de la magnitud objecte d’estudi (no
un simple estimador o un interval de confianca), que
en el cas continu es descriu mitjancant una funcié de
densitat de probabilitat, la interpretacié grafica de la
qual és intuitivament immediata. Quan no es disposa
d’informacié inicial objectiva, s’utilitza la distribuci6
final de referéncia, que solament depen del model
probabilistic acceptat i de les dades efectivament
observades.

Una descripcié aproximada de la solucié descrita
per la distribucié final és la proporcionada per les
probabilitat associades a un conjunt d’intervals apro-
piadament escollits. La idea recorda la nocié conven-
cional d’interval de confianca, pero és conceptual-
ment molt diferent: un interval de confianga freqiien-
tista solament permet afirmar que si es repetira el
mateix procediment amb moltes mostres, els intervals
corresponents contindrien el vertader valor de la mag-
nitud estudiada en una determinada proporcié dels
casos. Obviament, perd, aquesta no és la qiiestio relle-
vant per al cientific, interessat en canvi en la probabi-
litat que, en aquest cas concret, el vertader valor de la
magnitud estudiada estiga contingut en un determinat
interval, probabilitat que el paradigma bayesia permet
deduir immediatament a partir de la distribucié final.

La metodologia bayesiana permet abordar amb exit
problemes d’estructura complexa, com ara els que
presenten els models jerarquics, totalment inaccessi-
bles per a la metodologia estadistica convencional; els
Proceedings del darrer congrés mundial d’estadistica
bayesiana, celebrat fa uns mesos sota el patrocini de
la Universitat de Valéncia (Bernardo et al., 1999,
Bayesian Statistics 6, Oxford University Press), pro-
porcionen una visié de conjunt tant sobre les noves
linies d’investigacié com sobre les noves aplicacions
del paradigma bayesia. @

*Facultat de Matematiques. Universitat de Valencia



LES MATEMATIQUES DELS MERCATS
FINANCERS

David Nualart*

MATHEMATICS IN THE FINANCIAL MARKET. WE PRESENT AN INTRODUCTION TO THE STOCHASTIC

MODELS USED IN FINANCIAL MARKETS AND, IN PARTICULAR, WE DISCUSS THE BLACK-SCHOLES
FORMULA FOR OPTION PRICING AND MERTON’S RESULT ON PORTFOLIO OPTIMISATION.

Models aleatoris basats en el moviment brownia i
en el calcul estocastic d’Itd s’utilitzen usualment per
tal de descriure 1’evolucié dels preus a la borsa.

Durant els darrers 25 anys s’ha produit un creixe-
ment espectacular de 1’activitat dels mercats finan-
cers. L’enorme quantitat de dades que generen
aquests mercats, aixi com la complexitat i varietat
dels productes financers que s’hi negocien, han donat
lloc a I’aparicié de models i tecniques matematiques
especifics.

M LES OPCIONS DE COMPRA

Els preus de les accions tenen un comportament
molt irregular amb un gran nombre d’oscil-lacions.
Per tal de cobrir el risc que comporta la manca d’esta-
bilitat dels preus de les accions, s’han creat els ano-
menats derivats, que sOn contractes o instruments
financers que depenen del valor d’una accié o actiu
subjacent. Els derivats més simples sén les anomena-
des opcions de compra (stock options). Recentment,
les opcions de compra sobre accions de Telefonica
han donat guanys astronomics als directius d’aquesta
companyia i per aixo han estat motiu de debat public.
Malgrat aquest fet, les opcions de compra sén instru-
ments financers forca tils.

Historicament els mercats de derivats o mercats
financers secundaris apareixen de forma organitzada
als Estats Units a principis dels anys 70. El 26 d’abril
de I’any 1973 s’obria el primer mercat d’opcions a
Chicago i es negocien 911 opcions de compra. Un
any més tard es negociaven 20.000 contractes diaris i
aquesta xifra va pujar a 700.000 I’any 1987. El mer-
cat espanyol de derivats va comencar a operar 1’any
1990 i té dues seus, una a Barcelona i 1’altra a
Madrid.

Una opcié de compra és un contracte que déna al
seu propietari el dret (perd no 1’obligacié) d’adquirir

accions a un preu K, fixat en el contracte, en un ins-
tant futur 7. Si al temps 7T el preu d’una acci6 al mer-
cat Sy és superior a K, el propietari del contracte
comprara accions al preu K i les vendra al mercat fent
un benefici igual a S;— K, per cada accid. Si el preu
del mercat Sy és inferior a K, el propietari del contrac-
te no tindra interés a comprar accions a un preu supe-
rior al del mercat. D’aquesta manera, el propietari
d’una opcié de compra fara un benefici per acci6
igual a max(S;y— K, 0). Es planteja aleshores el pro-
blema segiient:

Quina quantitat haurfem de pagar en I’instant ini-
cial per tal de posseir aquest contracte?, és a dir, quin
és el valor present d’una determinada opcié de com-
pra?

La determinaci6 del valor de les opcions es pot fer
si es disposa d’un model matematic adequat per la
corba de preus S, de les accions al llarg del temps.

M EL MODEL DE BLACK-SCHOLES

El primer intent de donar un model matematic per
descriure 1’evolucié dels preus a la borsa el va donar
Louis Bachelier a la seva tesi Théorie de la Spécula-
tion, I’any 1900. Bachelier va considerar que el preu
S; d’un actiu financer en un instant ¢ és una variable
aleatoria i per tant {S,, >0} sera una familia de
variables aleatories o procés estocastic. D’aquesta
manera la corba de preus t—§, s’interpreta com la
grafica dels valors observats d’una familia de varia-
bles aleatories.

El caracter irregular de la corba de preus t—S, és
semblant al caracter irregular de I’anomenat procés de
moviment brownia que és el moviment de les particu-
les de pol-len en suspensié observat pel botanic
Robert Brown I’any 1828. En Norbert Wiener va esta-
blir un model matematic per al moviment brownia
segons el qual si B, representa la posicié de la particu-
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la a I’instant t en una dimensio, els increments
AB=B, 5B, son variables aleatories normals, cen-
trades, independents, i amb variancia proporcional a
At. Aquests increments corresponen als impulsos
deguts als xocs de les particules de pol-len amb les
molecules del liquid.

Tenint en compte la similitud de les corbes de
preus amb el movimient brownia, Fisher Black i
Myron Scholes van introduir un model per a la corba
de preus imposant que els rendiments o increments
relatius del preu AS,/ S, fossin del mateix tipus que els
increments del moviment brownia, és a dir, variables
aleatories independents i amb lleis normals
N(uAt,0’At), de mitjana i variancia proporcionals a
At. El parametre u representa la tendéncia a créixer, i
el parametre o s’anomena la volatilitat i mesura la
desviacié tipica dels rendiments. En termes dels
increments del moviment brownia podem escriure
AS,/S; =uAt+0AB, . Si substituim els increments per
diferencials, obtenim

dS=S,(udt+0dB,),

que és un exemple d’una equacié diferencial estocas-
tica. Als anys 40 en Kiyosi Itd va desenvolupar una
teoria per tal de donar sentit a les equacions d’aquest

tipus: El calcul estocastic. En forma integrada i utilit-
zant el calcul estocastic d’It6, el model de Black-
Scholes per a la corba de preus s’escriuria:

S,=Syexp(ui+oB,— % o),

on S és el preu inicial. Aquest model s’anomena el
moviment brownia geometric. Observem que 1’espe-
ranga matematica de S, és igual a Sye*, ja que B, és
una variable aleatdria amb llei normal centrada de
variancia t.

El model de Black-Scholes per a la corba de preus
d’una accié permet calcular el valor d’una opcié de
compra. Suposem que hi ha un tipus d’interes fix r, és
a dir, un capital inicial C, es transforma en Cye” en
I’instant 7. Aleshores, el valor d’una opcié de compra
de venciment 7, i preu d’exercici K, sobre un actiu
financer amb preu inicial Sy es calcula mitjangant la
férmula:

V=S, D(d)-Ke " ®(d-oV' T),
on @ és la funcid de distribucié de la llei normal

N(0,1) i d és una funci6 dels parametres Sy, K,7,r i s:

_ 1 So o
o= m(logf + T(r+ > ).

Durant els darrers 25 anys s’ha produit un creixement espectacular de I'activitat dels mercats financers
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Simulacié del moviment brownia geomeétric

Aquesta és I’anomenada férmula de Black-Scho-
les. Per tal de deduir aquesta férmula només cal
imposar que el valor de I’opci6 és igual a I’esperanca
matematica del benefici actualitzat e™" max(S;—K,0)
respecte una probabilitat Q que s’anomena probabili-
tat neutra. Sota aquesta llei de probabilitat el preu S,
segueix un model de Black-Scholes de tendencia m
igual al tipus d’interes r.

Tots els parametres en la férmula anterior sén
coneguts excepte la volatilitat que usualment es cal-
cula implicitament a partir de la cotitzacié en borsa de
I’opcié i de la férmula de Black-Scholes.

B OPTIMITZACIO DE LA CARTERA DEVALORS

Un altre problema important en matematiques
financeres és el de I’optimitzacié de la inversi6. En el
cas d’un mercat amb un sol actiu financer de preu S;,
I’inversor pot posar a cada instant ¢ una fraccié y; del
seu capital C; en accions i la
resta al tipus d’interes r.
Aix0 és un exemple molt
simple d’una cartera de
valors. Es tracta, aleshores,
de determinar y, de manera
que I’esperanca matematica
E(h(Cy)) sigui maxima, on h
és una funcid estrictament
céncava anomenada funcid
d’utilitat. Una de les fun-
cions d’utilitat que s’acostuma a prendre és h(x)=x*,
on a és un parametre entre 0 i 1. L’any 1973 en
Robert Merton va donar la solucié a aquest problema
d’optimitzacio, pel model de Black-Scholes:

_
"= o

Observem que y, és constant, proporcional a la
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diferéncia u—r (se suposa u>r) i inversament propor-
cional a la volatilitat.

Aquest resultat es pot generalitzar a un context
més realista on hi hagi més d’una accid, i es tinguin
en compte les despeses originades per les transac-
cions i I’existéncia d’un procés de consum.

B PROBABILITATS | FINANCES

Els treballs fonamentals de Black i Scholes i de
Merton van apareixer I’any 1973 quan precisament es
va obrir el mercat de Chicago. Aquests treballs van
revolucionar els metodes utilitzats per a 1’avaluacié i
cobertura de derivats i van obrir les portes a la utilit-
zaci6 de metodes estocastics en finances.

Els dos problemes que hem plantejat representen
una petita mostra de la varietat de qiiestions que es
tracten en les matematiques financeres. Cal indicar
que hi ha una correspondéncia forga estreta entre
nocions d’economia finance-
ra i del calcul de probabili-
tats. Per exemple, la nocié
d’abséncia d’oportunitats
d’arbritatge en un mercat
financer es correspon amb la
propietat de martingala dels
preus actualitzats respecte a
una certa probabilitat. Una
altra correspondencia d’a-
quest tipus és la relacié entre
el problema de la cobertura d’un cert benefici en un
instant futur i la representacié d’una variable aleatoria
com una integral estocastica respecte el moviment
brownia. Aquesta relacié entre probabilitats i finances
s’ha manifestat molt fructifera per a ambdues arees i
ha donat lloc a una linia d’investigacié molt activa. [©]

* Facultat de Matematiques. Universitat de Barcelona
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