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El cos diferéncia i el cos de projeccio
en geometria convexa
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Resum: En aquest article presentem nocions i resultats classics de geometria con-
vexa que sOn objecte de recerca actual, sovint perque han trobat aplicacions a les
noves tecnologies. Ens centrem en tres families de convexos: les ellipses, els cossos
centralment simetrics i els zonoides, i en donem algunes de les seves aplicacions en
diferents arees de la geometria. Per exemple, demostrem el primer teorema fonamental
de Minkowski de la geometria de niumeros, 'existéncia d’'un ellipsoide amb volum
maxim contingut a dins d'un convex —I’anomenat ellipsoide de John— i estudiem
el problema de Shephard, que planteja si hi ha parelles de convexos tals que 'un té
volum més petit que l'altre, i area de les projeccions més gran. Els convexos central-
ment simetrics i els zonoides, també els descriurem com a imatge de certs operadors
fonamentals en geometria convexa: I'operador diferéncia i I’'operador projeccié. A la
primera part de l'article, presentem els conceptes basics que farem servir i fem una
petita escapada a la geometria combinatoria, presentant el teorema de Helly i algunes
de les seves conseqiiencies.
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simetric, ellipsoide, zonoide, desigualtat de Rogers-Shephard, desigualtat de Petty.
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1 Introduccio

Un conjunt K de I'espai euclidia diem que és convex si donats dos punts p i g
de K, el segment que els uneix esta contingut a K. Figures geomeétriques elemen-
tals ben conegudes, com el disc, els poligons regulars, els parallelograms..., o
els seus analegs a I’espai, son exemples de convexos. Per contra, una estrella
o la vora d’un disc no sén conjunts convexos.

Moltes families de convexos, com les esferes, les ellipses, els triangles,
etc., han estat estudiades des de I'antiguitat. Es pot dir que I'estudi sistematic
dels cossos convexos va comencar, pero, al segle Xxix amb els treballs de
Cauchy, Steiner, Brunn i Minkowski, i va ser continuat per Blaschke, Hadwiger i
Aleksandrov, com a noms principals i més reconeguts en diverses arees de les
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matematiques. La citacio segiient de Klee [9] ens serveix per situar la geometria
convexa dins de les matematiques:

L’estudi dels conjunts convexos és una branca de la geometria, I'analisi i I’alge-
bra lineal que té nombroses connexions amb altres arees de les matematiques i
ajuda a unificar molts fendomens matematics aparentment diferents. També és
rellevant a diverses arees cientifiques i tecnologiques.

Algunes de les arees on els cossos convexos apareixen de manera natural
son: geometria de numeros, analisi funcional, equacions en derivades parcials i
programacio lineal, entre d’altres.

L’objectiu d’aquest article és presentar algunes de les nocions fonamentals
en geometria convexa que permetin al lector fer-se una petita imatge dels seus
temes d’estudi aixi com de les seves aplicacions i téecniques, algunes vegades
elementals. En la selecci6 que hem fet ens hem volgut centrar en resultats i
nocions intuitives pero que tenen un paper important en el desenvolupament
de la geometria convexa. Per descomptat, aquesta seleccio esta influida per les
preferencies de I'autora i la llargada de I'article que teniu entre mans.

Els resultats que presentem se centren en tres families de convexos —les
ellipses, els convexos centralment simeétrics i els zonoides— i en dues maneres
de construir nous convexos —l’operador diferéncia i I'operador projeccio.

Cada un dels conjunts de convexos anteriors forma una «familia» en el
sentit que si sumem (respecte de la suma de Minkowski, vegeu la definici6 5)
dos cossos del conjunt, n’obtenim un del mateix conjunt i si fem el limit
(respecte de I'anomenada distancia de Hausdorff, vegeu la definici6 7) d’'una
successio de cossos del conjunt, el limit també és del conjunt, és a dir, els
conjunts de convexos anteriors s6n tancats per pas al limit i per la suma de
Minkowski.

Les families anteriors proporcionen exemples senzills pero no trivials de
convexos, que sOn importants, per exemple, per verificar conjectures o per
reduir problemes generals a d’altres de més senzills. Un problema particular-
ment important en geometria convexa consisteix en la possibilitat d’aproximar
un cert convex per convexos d’una determinada familia (vegeu I'’exemple de la
p- 10).

D’altra banda, el cos diferencia i de projecci6 representen dues construc-
cions classiques en geometria convexa que han donat (i estan donant) lloc a
resultats importants que han trobat diverses aplicacions. Aquestes construc-
cions satisfan propietats geomeétriques naturals; per exemple, s6n invariants
respecte de translacions, és a dir, la imatge d’'un convex i un desplacat és la
mateixa. Una part de la geometria convexa estudia quines son les propietats
minimes que s’han de demanar per obtenir un operador, és a dir, estudia
problemes de caracteritzacio.

Els teoremes de classificacio o caracteritzacié tenen un paper important en
diferents arees de les matematiques i en geometria convexa han despertat un
interes creixent en les darreres decades. Presentarem alguns dels teoremes de
caracteritzacio per al cos diferencia i els cos de projeccio.
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L’article s’organitza en tres seccions. A la secci6 segiient introduim les defi-
nicions basiques que farem servir al llarg de l'article i presentem els teoremes
mutuament equivalents de Helly, Carathéodory i Radon, base de la geometria
combinatoria. Després tractem el cos diferéncia, els convexos simetrics respec-
te de I'origen i les ellipses. A I'iltima seccié presentem el cos de projeccio. El
cos de projeccié d'un convex K defineix un nou cos convex a partir de I'area de
la projeccioé de K a cada un dels hiperplans de I’espai. El cos de projeccio6 és
un dels objectes principals en «tomografia geomeétrica», I'area de les matemati-
ques que estudia com obtenir informacié de cossos geometrics coneixent-ne
informaci6é de les projeccions o seccions (vegeu el monografic [4]). Un dels
problemes classics, amb solucié prou sorprenent, és 'anomenat problema de
Shephard, que sera tractat al final d’aquest article, i que planteja la qiiestio
segiient: si I’area de la projeccié d'un convex a I'’espai en un pla és més petita
que I'area de la projeccié d'un altre convex en el mateix pla, per a tot pla, és
cert que el primer convex té volum meés petit que el segon?

2 Algunes nocions i teoremes basics de convexitat

En aquesta secci6 introduim les nocions de convexitat que farem servir al llarg
de tot I'article. Aprofitem també per presentar teoremes classics de geometria
convexa, que s’emmarquen en la geometria combinatoria.

DEFINICIO 1. Siguinn > 2i K ¢ R", K + &. Diem que K és un conjunt convex
si per a tota parella de punts x,y € K es compleix Ax + (1 — A)y € K per a
tot A € [0, 1]. Es a dir, per a tota parella de punts x, ¥ € K, el segment que els
uneix esta contingut a K.

Denotarem per K" I'espai dels conjunts de R" que s6n convexos i compac-
tes.

Donats p,q € R", denotem per [p, q] el segment que uneix p i q.

O AD®

FIGURA 1: Dos conjunts convexos i dos de no convexos.

DEFINICIO 2. Diem que K C R™ té dimensio m si K C E on E és el subespai afi
més petit que conté K i E és de dimensi6 m.

Per exemple, un punt té dimensio 0, un segment té dimensio 1, un disc té
dimensi6 2 i una bola a R" té dimensio6 n.

DEFINICIO 3. Sigui A C R™. El diametre de A, diam(A), esta donat pel suprem
de la distancia entre dos punts del conjunt, és a dir,

diam(A) := sup{d(x,y) : x,y € A}.

Com a distancia, considerem la distancia euclidiana usual.
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Una de les primeres preguntes que ens podem fer és com podem obtenir
nous convexos a partir de convexos donats. Per exemple, la interseccio de
conjunts convexos és un conjunt convex. La demostracié d’aquesta afirmacio
se segueix directament de la definicié de convex i deixem al lector reflexionar-hi
un moment.

D’altra banda, la unié de convexos no sempre és un convex.

Les operacions de dilatacio, reflexié a 'origen i transformacio afi ens per-
meten definir nous convexos (encara que molt relacionats amb I’original):

DEFINICIO 4. Sigui K € K" i o = 0. La dilatacio de K per &, que denotem
per aK, esta definida com

oK = {x e R":x = xy amb y € K}.
La reflexio de K, que denotem per —K, es defineix com
-K={x€eR":-x €K}.

Denotem per GL(n) = {g € Myxn : detg # 0} el grup de matrius inver-
tibles n X n i per GL(n) X R™ el grup de desplacaments, és a dir, el grup de
transformacions lineals seguides d'una translaci6. La transformacio afi de K
per g € GL(n) i p € R™ es defineix com a

gK+p={x+peR":x €K}.

2T

FIGURA 2: Dilatacio i reflexi6 del triangle T.

A continuaci6é presentem una de les operacions basiques que defineix un
nou convex a partir de dos de donats: la suma de MinkowsKki.

DEFINICIO 5. Siguin K, L € K™. La suma de Minkowski de K i L, que denotem
per K + L, esta definida a partir de la suma vectorial dels punts de K i de L:

K+L={x+yeR":xeK,yelLl}.
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Observem que la suma de Minkowski no és invariant per translacions, és
a dir, el resultat depén d’on esta situat el convex: si t € R" i considerem el
convex {t}, que consisteix en un unic punt, llavors la suma de Minkowski K’ =
K + {t} és el convex K desplacat per {t} iK'+ L =K+ {t} +L=(K+ L)+ {t}.

==

FIGURA 3: Suma de Minkowski d'un rectangle i un disc centrat a ’origen,
on hem dibuixat el disc diverses vegades per veure com es va construint
la suma.

Una de les parts més rellevants en geometria convexa estudia la relacio entre
la suma de Minkowski i el volum. Aqui, pero, gairebé no tractarem d’aquesta
part de la geometria convexa, coneguda com a teoria de Brunn-Minkowski.
Una gran part d’aquesta teoria estudia desigualtats entre diferents mesures
geometriques com el volum. Probablement, la desigualtat més coneguda, i una
de les més importants, que relaciona la suma de Minkowski i el volum, V,,, és
la desigualtat de Brunn-Minkowski:

Va(K + )Y > v, (K)Y"™ + v, ()™, Vv K, L e X" (1)

El lector pot trobar informacié detallada sobre la desigualtat de Brunn-
Minkowski i les seves aplicacions a I’article d’Oriol Serra [15], aparegut en el
Butlleti de la Societat Catalana de Matematiques.

Tal com hem comentat, la reunio de convexos no és convexa, pero si KUL €
K" amb K, L € K", llavors es compleix la segiient igualtat:

PROPOSICIO 6. Siguin K,L € K" tals que K U L € K™. Llavors,

KUL+KnL=K+L. (2)

Podem provar la igualtat anterior com a igualtat entre conjunts de manera
directa. Deixem, pero, la demostracié per a més endavant com a exemple
d’aplicaci6 de la funci6é suport, nocio6 inevitable en geometria convexa.

Sovint necessitarem una topologia a I’espai de convexos, per exemple, per
parlar d’aplicacions continues definides en aquest espai, o per donar sentit
a 'aproximaci6 de conjunts convexos. A continuacio6, definim la distancia de
Hausdorff, que defineix la topologia usual a K™.
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DEFINICIO 7. Siguin K,L € K™. La distancia de Hausdorff entre K i L esta
donada per

dg(K,L) =min{A =0:KcL+AB",L c K +AB"} =
= max{sup inf |x — y/[, sup inf [x — y|}. 3)
xeK YEL xelL Y€K
Notem que K + AB™ denota el conjunt obtingut sumant a K una bola de
radi A i que aixo correspon a fer el conjunt parallel a K a distancia A (vegeu la
figura 3).

Per tant, (3) ens diu que la distancia de Hausdorff entre els convexos K i L
I'obtenim considerant el parallel més petit de K que conté L, el parallel més
petit de L que conté K i d’aquests dos valors triem la distancia més gran.

EXEMPLE. La distancia de Hausdorff també s'utilitza per a estudiar si un convex
es pot aproximar per una certa familia de convexos. Un exemple consisteix
a preguntar-se per la possibilitat d’aproximar un quadrat fixat per hexagons
0 viceversa —aproximar un hexagon fixat per quadrats. Una petita reflexio
i potser algun dibuix ens porta a dir que si que és possible aproximar un
quadrat per hexagons (fem costats cada vegada més curts), pero no és possible
aproximar un hexagon per quadrats, ja que «no podem fer apareixer costats» de
manera continua, respecte de la distancia de Hausdorff. Aquestes afirmacions
es demostren rigorosament fent servir la funcié suport que introduirem més
endavant.

Sovint és interessant poder definir un conjunt convex a partir d'un conjunt
qualsevol. Per fer-ho, s’utilitza I’embolcall convex.

DEFINICIO 8. Sigui A ¢ R™ un conjunt qualsevol. L’embolcall convex de A,
conv(A), és la intersecci6 de tots els convexos de R" que contenen A.

OBSERVACIO. L’embolcall convex d'un conjunt A c R" és, efectivament, un
conjunt convex. Aquest fet se segueix de la definicio, ja que la intersecci6 de
convexos és un convex. A més a més, conv(A) és el conjunt convex més petit
que conté A. Per tant, si A € K", llavors conv(A) = A.

El teorema de Carathéodory dona una manera de saber si un punt esta
contingut a ’embolcall convex d’un conjunt, o, equivalentment, una manera per
construir ’embolcall convex. Abans d’enunciar-lo recordem algunes definicions.

DEFINICIO 9. Diem que k punts x1, ..., Xk a R" son afinment independents si no
existeixen nimeros Aq,...,Ax no tots iguals a zero tals que A;x; +- - - + AgXg =
0.

Siguin Xx1,...,x, de R". Qualsevol punt de la forma x = A1x7 + - - - + AgXxg
amb Ay,...,Ax = 0iA; + -+ + Ax = 1 s’anomena combinacio convexa dels
punts x1,..., Xk.

El simplex estandard a R™ és I'embolcall convex de l'origen i els punts
e; =(0,...,0,1,0,...,0). A R? és el triangle amb vértexs (0,0), (1,0) i (0, 1).

Un simplex és la imatge per a una transformacié afi del simplex estandard.
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TEOREMA 10 (TEOREMA DE CARATHEODORY (1914)). Sigui A C R"™, A = &. Lla-
vors, conv(A) és el conjunt de totes les combinacions convexes de punts de A
afinment independents. Dit d’'una altra manera, conv(A) s’obté a partir de la
reunio de tots els simplexs amb veértexs a A.

Una interpretacio mecanica de ’embolcall convex de m punts {x1,...,Xm} C
R"™ es pot donar, doncs, dient que un punt x és de 'embolcall convex de
{x1,...,xm} si x és el centre de gravetat dels punts {x1,...,X} amb masses
(no negatives) Aq,...,Ay. Ja el 1816, Gauss va donar una interpretacié similar
de 'embolcall convex de m punts de R".

Notem que el teorema de Carathéodory esdevé especialment efectiu per de-
terminar si un punt és de ’embolcall convex d’'un conjunt A, si A només conté
un nombre finit de punts i, per aixo, ha trobat nombroses aplicacions. En aquest
article volem aprofitar per donar ’enunciat i algunes aplicacions d'una formula-
ci6 equivalent del teorema de Carathéodory, el teorema de Helly. Probablement
un dels teoremes més coneguts en convexitat.

Abans de passar a la presentaci6 del teorema de Helly enunciem el teorema
de Radon, també equivalent als teoremes de Carathéodory i Helly.

TEOREMA 11 (TEOREMA DE RADON (1921)). Sigui A + @ un subconjunt de R"
que conté almenys n + 2 punts. Llavors, hi ha subconjunts B, C de A tals que
A=BuUC,BnC = peroconv(B) nconv(C) + O&.

2.1 Geometria combinatoria: el teorema de Helly

La geometria combinatoria estudia els aspectes purament combinatoris de
la geometria convexa. Aixi, en geometria combinatoria no es consideren les
propietats metriques dels convexos. El terme «geometria combinatoria» sembla
que va ser utilitzat per primera vegada per Hopf (1894-1971).

En aquest apartat donem només un dels teoremes més coneguts en geo-
metria combinatoria i dues de les seves aplicacions, com a petita mostra dels
resultats d’aquesta area, sovint senzills d’enunciar. Per a més informaci6 sobre
geometria combinatoria i aplicacions del teorema de Helly, recomanem al lector
I’article de Danzer, Grinbaum i Klee [3].

TEOREMA 12 (TEOREMA DE HELLY (1913)). Sigui F una familia de convexos com-
pactes de R™. Si per a cada subfamilia de n + 1 elements de ‘F hi ha un punt
contingut a tots els elements d’aquesta subfamilia, llavors hi ha un punt contin-
gut a tots els elements de F.

Al pla R?, el teorema anterior afirma que si tenim una familia de convexos
tals que la intersecci6 de cada 3 d’ells no és buida, llavors es tallen tots. La
figura 4 en mostra un exemple i posa de manifest que el teorema no és cert si
tenim interseccié només cada n convexos en comptes de n + 1 o si els conjunts
no so6n convexos.
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1

FIGURA 4: Un exemple on podem aplicar el teorema de Helly i dos casos
on no el podem aplicar.

El teorema 12 va ser descobert per Helly el 1913, encara que no va publicar-
ne la demostraci6é fins al 1923 a [7]. L’article, de dues pagines i publicat al
butlleti de la Societat Alemanya dels Matematics, comenca aixi:

El senyor Radon va publicar el 1921 a Mathem. Annalen la demostracié d’un
teorema que jo havia utilitzat sense demostracié en una presentacio6 a la Societat
Matematica Vienesa abans de la guerra. Com que crec que la meva demostra-
ci6 original, després de la de Radon, segueix sent d’interés, vull esbossar-la
breument en el que segueix.

També cal comentar que just I'any 1922, Kénig havia publicat una demos-
tracio semblant a la de Helly, qui escriu com a nota al peu de pagina:

Només després d’haver redactat aquesta nota vaig ser informat pel senyor
Bieberbach de la demostracié del teorema que el senyor Konig dona a Math.
Zeitschr., vol. 14, p. 208, la qual, en el cas que es tracti d’una quantitat finita
de conjunts, és essencialment idéntica a la que donem aqui.

La demostracié de Helly (i Konig per a la primera part) segueix sent una
de les més intuitives i geomeétriques que es coneixen del teorema 12, per
bé que des d’aleshores diversos autors n’han donat de noves. A continuaci6
reproduim la demostracié publicada per Helly, adaptant algun dels arguments
i la terminologia. Introduim, pero, primer la noci6 de separabilitat de dos
conjunts.

DEFINICIO 13. Siguin A, B C R"™. Diem que A i B so6n separables (per un hiper-
pla) si existeix un hiperpla H amb vector normal u talque AC H",BC H™ i
ANH=BnH=@onH*={xeR":{(x,zu) >0}, H=H"nH".

Observem que si K, L € K™ son dos convexos tals que K N L = &, llavors K
i L son separables (vegeu la figura 5).

=y

FIGURA 5: Els convexos K i L separats per la recta H perpendicular a u.
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DEMOSTRACIO DONADA PER HELLY DEL TEOREMA 12. Si n = 1, llavors I'enun-
ciat és senzill de demostrar, ja que els tinics conjunts convexos de R soén els
segments.

Suposem primer que el nombre d’elements de F és finit i denotem-lo per p.
La demostracio per a n > 2 es fa per doble inducci6 en n i p. Suposem que
I'enunciat és cert per a tot p € N fins a dimensié n — 1. Volem provar-lo
per a dimensi6 » i tot p. Primer observem que si p < n + 1, I'’enunciat del
teorema és trivial. Suposem, doncs, que ’enunciat és cert perap > n+11i
provem-lo per a p + 1. Sigui ¥ = {Ki,...,Kp,K} una familia amb p + 1 elements
que compleix la hipotesi del teorema i suposem que té intersecci6 buida per
arribar a contradiccio. Denotem per L el convex K1 N K> N - - - N Kp. Per hipotesi
sabem que L conté almenys un punt. També tenim que és un convex, per ser
intersecci6 de convexos, i que és tancat, ja que cada Kj, 1 < i < p, és tancat. A
més a meés, com que K N L = &, existeix un hiperpla H que separa K de L.

Per arribar a contradiccio, provem que L n H + . Considerem L;, 1 <
i < p, el convex interseccio de Ki,...,K;-1,Kis1,...,Kp. Clarament L C L;.
Per hipotesi d’inducci6é en p tenim K N L; + @. Aixi, L; conté punts de K i
de L. Per tant, els convexos k; := K; N H s6n no buits. Per hipotesi d’inducci6
en n, podem aplicar el teorema a la colleccioé {ki,...,k,} C H, d’on deduim
kin---nk,+ @.Finalment, L = n;L; implica que L N H = N;k;, contradient
el fet que H separa K i L.

Aixi hem provat que I'enunciat és cert si la familia conté un nombre finit
d’elements. La validesa del teorema per a una familia numerable se segueix
a partir d’afegir convexos de manera successiva, tenint en compte que cada
convex és tancat.

Demostrem el resultat per a families F no numerables (que seran les que
considerarem en les aplicacions donades a continuacio). Sigui N C F una
familia numerable. Per a aquesta sabem que el teorema es compleix. Denotem
per L el convex comu a tots els elements de /N i per v la dimensi6 de L
(vegeu la definici6 2). Denotem per v el volum de dimensi6 v de L. Definim
¥y := min{r : v = dim(L)} on L és el convex comu a una familia numerable
de F. Notem que aquest minim existeix, ja que la dimensi6é d’'un convex només
pren un nombre finit de valors (els enters de 0 a n = dim R"). A partir d’ara
considerem només les subfamilies numerables de ¥ tals que la dimensi6 del
convex comu associat L és 1y i denotem per vg I'infim dels volums dels L.
Per definici6é d’infim, existeix una successio de families {/N;};en tal que la
successio dels volums dels convexos associats tendeix a vg. D’altra banda,
la subfamilia que conté tots els elements de cada N, i € N, i que denotem
per Ny, és numerable i, per tant, existeix un convex A contingut a cada un dels
elements. Afirmem que A esta contingut a tots els elements de F. En efecte,
si no fos aixi, tindriem un convex K tal que no conté A. Aleshores, la familia
numerable formada pels elements de Nj i K té interseccioé no buida i aquesta
té 0 bé dimensié més petita que 7y, o0 bé volum més petit que vy. En els dos
casos obtenim una contradiccio, amb la definici6é de vy o vg. Aixi, el teorema
queda provat per a tota familia de conjunts convexos compactes. O
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2.1.1 El teorema de Krasnosel’'skii Abans d’enunciar el teorema ens cal
introduir la noci6 intuitiva de «punts visibles des d'un altre».

DEFINICIO 14. Sigui A ¢ R" compacte. Siguin p,q € A. Diem que p veu q a
través de A o bé que q és visible des de p a A si el segment [p, q] (el segment
amb extrems els punts p i q) esta contingut a A.

Observem que si A és un conjunt convex, llavors tots els punts de A veuen
a través de A tots els punts de A. Els conjunts estrellats son una generalitzacio
dels conjunts convexos i es poden definir, a partir de la nocié anterior, com
aquells conjunts A C R™ per als quals existeix un punt p € A que veu a través
de A tots els altres punts de A (vegeu la figura 6).

FIGURA 6: Un conjunt estrellat des del punt P.

TEOREMA 15 (KRASNOSEL’SKIT (1946)). Sigui A ¢ R™ compacte. Si cada n +
1 punts de A veuen un mateix punt de A a través de A, llavors A és estrellat.

Una manera de reformular el teorema de Krasnosel’skii en una galeria d’art
és la segiient: Suposem que som en una galeria d’art i que ens podem moure
de manera que, estant drets, trobem un punt des del qual veiem tres dels
quadres exposats, i que movent-nos podem arribar a veure cada grup de
tres quadres. Llavors, sabem que podem trobar un lloc des del qual podrem
veure tots els quadres, sense moure’ns (només girant sobre nosaltres mateixos).

El teorema de Krasnosel’skii es pot obtenir com a corollari del teorema de
Helly. En efecte, per a cada punt p € A definim el conjunt S, format per tots
els punts que veu p a través de A. Per la hipotesi del teorema de Krasnosel’skil
sabem que cada conjunt S, és compacte i que la interseccio de n+1 conjunts S,
és no buida. Llavors, pel teorema de Helly podem afirmar que hi ha un punt g
que pertany a la interseccio de tots els conjunts conv(S,). Falta veure que
q € Sp. Largument per contradiccié que prova aquest fet, no I'incloem en
aquest article (vegeu [3]).

2.1.2 El teorema de Santalé Els dos resultats segiients s’emmarquen en
I'estudi de les transversals comunes a una familia de convexos.
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DEFINICIO 16. Sigui F una familia de convexos de R". Anomenem k-transversal
de F un k-pla (i. e., subespai afi de dimensio6 k) que talla cada element de F.

TEOREMA 17 (SANTALO (1942)). Sigui S una familia de segments paraltlels a R2
de manera que cada tres segments admeten una transversal comuna. Llavors,
hi ha una transversal comuna a tots els elements de S.

FIGURA 7: Una transversal comuna a segments parallels.

Podem demostrar el teorema anterior com aplicacio del teorema de Helly.
Deixem, al lector interessat, pensar la demostracio. L’article original de Santalo
esta reproduit a la Selecta [13] i la solucio, aplicant el teorema de Helly, es pot
trobar a [3].

Santal6 va obtenir el resultat com a cas particular del teorema segiient, a R"
i per a parallelepipedes. Per a demostrar-lo, Santal6 s’inspira en la demostraci6
original de Radon del teorema de Helly.

TEOREMA 18 (SANTALO (1940)). Sigui P una familia de parallelepipedes a R"
iuy,...,uy € R", n direccions fixades. Suposem que cada costat dels paral-
lelepipedes és parallel a una de les n direccions fixades. Suposem que per a cada
subconjunt de 2"~ (n + 1) (respectivament de 2"~'(2n — 1)) parallelepipedes
existeix un hiperpla (respectivament una recta) que talla cada un dels paral-
lelepipedes del subconjunt. Llavors, existeix un hiperpla (respectivament una
recta) que talla tots els parallelepipedes de P.

El teorema de Helly mateix es pot interpretar com un resultat que estudia
les O-transversals, ja que dona I’existéncia d’'un punt contingut a cada un dels
elements de la familia considerada.

L’any 1935, Vicensini va comencar a estudiar I’existéncia de k-transversals
per a families de convexos. Recentment, la teoria de transversals comunes ha
tornat a despertar interés gracies a I’aparici6é de la geometria computacional.

Un problema, que encara avui sembla obert i ja plantejat per Santalo el 1940,
demana si és possible establir un analeg del teorema 18 per a k-plans, 2 < k <
n-—2.

2.2 Funcioé suport

En aquest apartat definim una manera analitica de representar, univocament,
un conjunt convex: la funcié suport. Aquesta funcié permet treballar amb els
conjunts convexos i definir-ne de nous de forma senzilla.
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DEFINICIO 19. Sigui K € K™. La funcio suport de K, hg: R" — R, esta definida
com a
hg(u) == max{(u,x):x € K}, uecR",

on denotem per (u,x) el producte escalar entre dos vectors de R". Sovint
escriurem h(K,u) en comptes de hg (u). Notem que el maxim que defineix la
funci6 suport existeix per a tot K € K™ i u € R" ja que K és compacte.

L’ hiperpla de suport en la direccié u esta definit per

HK,u) ={xeR":(x,u) = hg(u)}, ues*
Si u € R™\ {0}, llavors la funcié suport en direcci6 u € S" ! mesura
la distancia amb signe des de l'origen a la frontera de K, tal com mostra la

figura 8. La distancia és negativa si i nomeés si el vector u normal a 'hiperpla
de suport apunta cap al semiespai que conté I'origen.

H(K,u)

0
hg (-u)

FIGURA 8: Rectes de suport i funci6é suport a K en la direccié u i —u.

hig(u) K

H(K,—u)

EXEMPLES. (i) La funci6 suport del convex {p} on p € R™ és la funci6 lineal
hipy(u) =(p,u).
(ii) Si K = B™ és la bola de dimensi6 n a R" centrada a I'origen i de radi 1,
llavors hpn (u) = (u, ) = llull.
(iii) Suposem que K € K" esta contingut en un hiperpla H amb vector nor-
mal ug € S" L. Llavors, hg (Aug) = 0 per a tot A € R.

(iv) Si K = [-v,v] és un segment que uneix —v i v, llavors h;_y (1) =
I{(u,v).

Donat K € K" i un subespai afi E denotem per K |E el cos convex contingut
a E i obtingut a partir de la projecci6é ortogonal de K a E.

PROPOSICIO 20 (PROPIETATS DE LA FUNCIO SUPORT). Sigui K € K". La funcio
suport de K és

(i) 1-homogenia, i. e., hg(xu) = xhg(u) per a tot x > 0;
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(i) convexa,i.e. hg(u+v) < hg(u) + hg(v) per a totu,v € R

(iii) additiva respecte de la suma de Minkowski, i. e., hg.r (1) = hg(u) + hy(u);

(iv) monotona,i. e., siK < L, llavors hg(u) < hyp(u) per a totu € R™.

(v) A més a més, si E C R"™ és un subespai vectorial, llavors h(K|E,u) =
h(K,u) peratotu € E.

PROVA. Les propietats anteriors se segueixen directament de la definici6 de la
funci6 suport i de les propietats del producte escalar.

Demostrem només (v) com a exemple. Recordem que si E és un subespai
vectorial de R™, llavors podem expressar tots els punts x € R com x = v + w
onv € E, w € E+. Llavors, (u,x) = (u,v + w) = (u,v), que, juntament amb
la definici6 de funci6 suport, ens donen la propietat (v). O

El resultat segiient és fonamental en geometria convexa, ja que permet
definir convexos de manera analitica. La seva demostracioé no és directa i no
la donarem aqui. Se'n poden trobar 3 demostracions diferents al llibre de
Schneider [14], un monografic de geometria convexa, que tracta especialment
sobre la teoria de Brunn-Minkowski, i que s’ha convertit en indispensable per a
tothom qui treballa o utilitza la geometria convexa.

TEOREMA 21 (CARACTERITZACIO DE LA FUNCIO SUPORT). Una funcio f: R™ —
R és 1-homogenia i convexa, és a dir,

flou) = af(u), fu+v)=<f(u)+f(v), peratotsu,v eR" x>0,

si i només si existeix K € K™ tal que f és la funcio suport de K, i. e., f = hg.

A partir de la propietat (iii) de la proposicié 20 podem calcular de manera
molt més senzilla la funci6é suport d'un convex si el sabem escriure com a
suma de Minkowski de dos convexos dels quals coneixem la funci6é suport. Per
exemple, el quadrat Q amb vertexs (+1,1), (1, +1), es pot escriure com a suma
dels segments [—(1,0),(1,0)]i[-(0,1),(0,1)]. Aixi doncs,

ho(w) = [{u, (0, 1) [ + (u, (1,0))I.

A partir de la funci6é suport es defineix 'amplada d’'un convex en una
direccio.

DEFINICIO 22. Sigui K € K" i u € S" 1. L'amplada de K en la direccio u es
defineix com
w(K,u) = h(K,u) + h(K,-u).

Diem que K € K™ és d’amplada constant si w(K,u) és independent de u.

Observem que a partir de la definici6 de funcié suport tenim que ’amplada
d'un convex coincideix amb la nocié intuitiva que en tenim (vegeu la figura 8).
Els convexos d’amplada constant formen una altra familia de convexos amb
moltes propietats interessants i els hi podriem ben dedicar un article. Aqui,
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pero, només comentarem que si K és un convex d’amplada constant, aleshores
la suma de K amb la seva reflexi6 a 'origen, —K, és una bola. En efecte, si
utilitzem la funci6 suport tenim, per a u € S"*1,

h(K + (=K),u) = h(K,u) + h(-K,u) =
=h(K,u) + h(K,-u) = w(K,u) = constant.
Com que la funci6 suport d’'un convex el determina de manera tinica i tenim
que les boles tenen funci6 suport constant, tenim que K + (—K) és una bola.

A partir de la funci6é suport podem donar una descripci6 equivalent de la
distancia de Hausdorff com

dg(K,L) = sup{|h(K,u) — h(L,u)| cu e S 4)

Acabem aquest apartat amb una demostracio de la proposici6 6.

DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO 6. Siguin K,L € K™ tals que K UL € X". A
partir de la proposici6é 20, apartat (iii), tenim que ’equaci6 (2) és equivalent a

hxor(u) + hxnr(u) = hg(u) + hp(u), peratotu € R™.

Aixi doncs, estudiem hgyr(u) i hg~r (1) en termes de hg(u) i hyp(u). De la
definici6 de funcié suport i les propietats basiques del maxim d’un conjunt
tenim

hgor(u) =max{{x,u):x e KulL} =max{{x,u): x e Kobéx L} =
= max{max{{x,u): x € K}, max{{x,u):x € L}} =
= max{hg(u),hr(u)},

i, analogament, hx~r (1) = min{hg(u), hy(u)}. Per tant,
hgor (u)+hgar(u) =max{hg(u), hy (u)}+min{hg (u), hy (u)} =hg(u)+h(u),
tal com voliem veure. O

2.3 Mesura d’area i teorema de Minkowski

Sigui K € K™. En aquest apartat definim una mesura a 'esfera S"~! tal que si
integrem respecte d’ella la funci6 constant igual a 1, obtenim I'area de la vora
de K.

DEFINICIO 23. Sigui K € K™ i p € oK. Diem que v € S"~! és un vector normal
exterior a K en p si I'hiperpla ortogonal a v que passa per p suporta K i
(v,p) = 0.Si E és un borelia de S"~!, definim

S(K,E) = Vy_1({p € 0K : A v € E vector normal exterior a K en p}),

on V,_1(A) denota el volum (n—1)-dimensional d'un conjunt de dimensi6 n—1.
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Es pot provar que S(K,-) defineix una mesura a S"*! per a cada con-
vex K € K™. Aquesta mesura s’anomena mesura d’area i compleix S (K, S" 1) =
Vin-1(0K). Notem que la mesura d’area d'un convex tal que 0K és diferenciable
es pot definir a partir de la inversa de I'aplicaci6 de Gauss.

EXEMPLES. (i) Si K € K™ és la bola unitat, llavors S(K, -) coincideix amb la
mesura de Lebesgue (n — 1)-dimensional.

(ii) Si K € K2 ésun poligon amb vectors normals ui,...,u,, ¥ > 3, (vegeu
la figura 9) i la longitud del costat amb vector normal u; és l;, 1 <i <7,
llavors .

S(Kl) = Zli(sup (5)

i=1
on 04, denota la delta de Dirac en u;.

u ui

Uus
us

U4
FIGURA 9: Normals a un poligon.

Sabent que per a cada convex K € K™, la mesura d’area defineix una mesura
a S™71, una pregunta natural que apareix és: qué en podem dir del reciproc?
Es a dir, si tenim una mesura p a S*~!, quan podem afirmar que aquesta és la
mesura d’area d’algun convex?

La resposta es coneix com a teorema d’existéncia de Minkowski, vegeu [14].

TEOREMA 24 (MINKOWSKI (1911)). Una mesura finita de Borel u a Uesfera S*1
és la mesura d’area S (K, -) d’un convex K € K™ amb interior no buit si i només
si p no esta concentrada a cap equador de S i

LH udu(u) = 0.

Aquest teorema s’utilitza sovint per demostrar resultats en geometria con-
vexa. En aquest article, 'utilitzarem per a demostrar el teorema 54.

2.4 Volums mixtos

Els volums mixtos es poden considerar generalitzacions del volum per a di-
versos convexos i son de gran importancia en la teoria de Brunn-Minkowski,
que relaciona el volum i la suma de Minkowski. A continuacio6 els descrivim de
manera breu. Denotem per V; el volum d’un cos a R/, j € N.
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TEOREMA 25. Siguin m € N, Ky,...,Ky,, € K" ity,...,tm > 0. Aleshores, el
volum
Va(tiKy + -+« + tnKm)

és un polinomi de grau n en les variables ti, ..., ty,.
Els volums mixtos es defineixen com els coeficients simetrics V(K;,, ..., K;,),
1<1iy,...,ip <m,tals que

m m
Va(tiKi+ -+ tmKm) = > -+ >t - £, V(Kjy, ..., Kj,).
j1=1 jn=1

Observem quesim =niK; =--- =K, =K, llavors V(K,...,K) = V,(K).

EXEMPLE. Si K, L son convexos a R? it > 0, llavors, per la simetria dels volums
mixtos i I'observaci6 anterior, es compleix

Vo(K +tL) = V(K,K) + t(V(K,L) + V(L,K)) + t>V(L,L) =
= Va(K) + 2tV(K,L) + V2 (L).

Aixi doncs, a R2, podem calcular el volum mixt V (K, L) com
1
V(K,L) = E(VZ(K +L) = V2(K) = Va(L)).

Malauradament, per a dimensions superiors, no podem donar una forma tan
senzilla, pero si que una de semblant, utilitzant el principi d’inclusio6 i exclusio.
Enelcas V(K,L,...,L) es coneix una representacio integral dels volums mixtos,
a partir de la mesura d’area de L

V(K,L,...,L) = lj h(K,v)dS(L,v). (6)
n Jsn-1

TEOREMA 26. L’aplicacio V: K™ x - - - x K" — K", que defineix els volums
mixtos, és, en cada component, lineal, monotona, invariant per translacions i
continua. A més a més, és invariant per rotacions, si apliquem la mateixa rotacio
a totes les components a la vegada.

Els volums mixtos son sempre positius, i estrictament positius si hi ha segments
Si C Ki,i=1,...,n, amb direccions linealment independents.

Finalment, donem les tres desigualtats més importants que relacionen
volums mixtos.

TEOREMA 27. SiguinK,L,K3,...,K,; € K",
(i) Desigualtat d’Aleksandrov-Fenchel (1937):

V(K,L,K3,...,Kn)? = V(K,K,K3,...,Kn)V(L,L,K3,...,Ky).
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(ii) Primera desigualtat de Minkowski (1903):
V(K,L,...,L)" =V (K)V, (L)" 1.

La igualtat val si i només si K i L son homotétics, i. e., K = gL + t amb
g una rotacio it € R™ una translacio.

(iii) Segona desigualtat de Minkowski (1903):

V(K,L,...,)> > V(K,K,L,...,L)Vy,(L).

La desigualtat d’Aleksandrov-Fenchel és una de les més generals i se'n
dedueixen les dues desigualtats de Minkowski anteriors, aixi com la desigualtat
isoperimetrica, entre moltes altres de les desigualtats essencials en geometria
convexa.

Per exemple, per deduir la desigualtat isoperimetrica només ens cal utilitzar
el fet (que no provarem) que la superficie d’area d'un convex K a R™ coincideix
ambnV(K,...,K,B).Peran = 2iL = B?, la desigualtat d’Aleksandrov-Fenchel
ens diu directament V (K, B?)? > V(K,K)V (B2, B?), és a dir, perimetre(K)? >
41t area(K). Per a n = 3 hem d’aplicar 2 vegades la desigualtat d’Aleksan-
drov-Fenchel per obtenir:

V(K,K,B3* > V(K,K,K)*V(K,B3 B3)? > V3(K)?V(K,K,B3)V (B3, B3, B3).

Simplificant V (K, K, B3) a cada costat, obtenim la desigualtat isoperimétrica
a R3.

3 El cos diferencia

DEFINICIO 28. Donat un convex K € K", el cos diferéncia DK de K es defineix
com

DK := K + (-K).

L’aplicaci6é K — DK s’anomena operador diferéncia.

EXEMPLES. (i) Si K és un disc centrat a ’origen, llavors —K és el mateix disc
itenim K + (—K) = 2K, és a dir, el cos diferéncia d'un disc de radi r és
un disc de radi 2r.

(ii) El cos diferéncia d'un triangle qualsevol és un hexagon. Una manera de
veure-ho és la segiient: si K és un triangle amb vectors normals exte-
riors ni, ny, ns, llavors —K és un triangle amb vectors normals ex-
teriors —ni, —np, —n3 amb la propietat que n; # -n;, 1 < i,j < 3.
Aixi doncs, K + (—K) té vectors normals +=n, +n,, +ns.
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T+ (-T) T

FIGURA 10: Cos diferencia del triangle rectangle T, on hem dibuixat
el triangle —T diverses vegades per veure com s’ha construit DT =
T+ (=T).

Aquesta manera de definir un nou conjunt convex pot semblar molt senzilla,
pero, no obstant aix0, té propietats i aplicacions importants en geometria
convexa.

A continuaci6 estudiem propietats geometriques del cos i 'operador diferen-
cia. Per a un estudi més detallat del cos diferéncia recomanem [14, secci6 10.1].

PROPOSICIO 29. L’operador diferéncia és:

(i) una simetritzacio, i. e., DK = —DK per a totK € XK";
(i) parell,i. e., DK = D(—K) per a totK € K";
(iii) homogeni de grau 1,1i. e., D(AK) = ADK per a totK € K";
(iv) invariant per translacions, i.e., D(K+t) = DK peratotsK € X" it € R";
(v) GL(n)-covariant, i. e., D(gK) = gDK per a totK € X" itotg € GL(n);
(vi) additiu,i.e., D(K +L) = DK + DL pera totK,L € K";
(vii) una valoracio (de Minkowski), i. e., DK + DL = D(K UL) + D(K nL) per a
totK,L € X" talsque K UL € X",
(viii) monoton,i. e., siK C L, llavors DK Cc DL;
(ix) continu respecte de la distancia de Hausdorff.

A més a més, D preserva dimensions, i. e., si K € K" té dimensio k, k €
{0,...,n}, llavors dim(DK) = k.

PROVA. Les propietats (i) i (ii) es dedueixen directament de K+ (—K) = —K+(K).

Les propietats (iii) i (v) s’obtenen de la commutativitat de les transforma-
cions afins i la suma de Minkowski, i. e.,, D(gK) = gK+ (—-gK) = g(K+ (-K)) =
gDK. En particular, AK + (=AK) = A(K + (—K)) per a tot A > 0.

El punt (vi) és clar, ja que la suma de Minkowski és distributiva respecte del
producte per escalars i commutativa. La propietat (iv) és un cas particular, ja
que D({p}) = {0}.

Per provar que I'operador diferéncia és una valoracié de Minkowski, el més
directe és utilitzar I'additivitat que acabem de veure i la relaci6 (2) que afirmen

D(KUL)+D(KnNL)=D( KUL+KnL)=D(K+L)=DK+DL.
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La monotonia del cos diferéncia és directa a partir de la seva definicio, ja
que si K C L, aleshores també —K C —L.

Encara que no és dificil, no provarem la continuitat de I'operador diferéncia.

El fet que D preservi dimensions se segueix directament de la definicié de
la suma de Minkowski. En efecte, si K esta contingut en un espai afi A, podem
aplicar una translacio6 i suposar 0 € A. Llavors, —K també esta contingut en A
traslladat i la suma de Minkowski K + (—K) només pot contenir punts de A. O

Cotes per al volum del cos diferéncia en termes del volum del cos inicial
L'altima propietat geometrica del cos diferencia que presentem dona cotes per
al volum del cos diferéncia DK en termes del volum de K.

TEOREMA 30 ([12]). Sigui K € K". Llavors,

2n

2"V, (K) < Vu(DK) < (n

)Vn(K). (7)

Les igualtats es donen trivialment si dimK < n. Per a K € K" tals que dimK =
n, la igualtat en la cota inferior es dona si i només si K = —K i en la cota superior
si i nomeés si K és un simplex.

La desigualtat inferior s’obté directament de la desigualtat de Brunn-
Minkowski (1). En efecte, considerant L = —K a (1), tenim V,, (K + (=K))Y/" >
2V, (K)1/" 1a cota inferior per a V, (DK).

La cota superior, anomenada desigualtat de Rogers-Shephard, és la part
nova del resultat. Encara que la demostracié no és dificil, és forca llarga i no
la donarem aqui. La idea basica, pero, consisteix a utilitzar la representacio
segilient del cos diferéncia:

DK={xeR":Kn (K +x) =+ D} (8)

3.1 Caracteritzacions del cos diferéncia

Tal com hem comentat, una de les arees més actives de la geometria convexa
es dedica a la caracteritzacié dels operadors i de les operacions que s’han
utilitzat classicament (com la suma de Minkowski o la funci6é suport). Aquest
estudi permet obtenir nous operadors amb propietats geometriques naturals
(o necessaries per al problema que es vol tractar), o bé confirmar que una certa
operaci6 no es pot definir d'una altra manera.

El primer resultat de classificacié en geometria convexa, amb conseqiiéncies
profundes en geometria integral, i un dels més coneguts, va ser donat per
Hadwiger, que va classificar els volums intrinsecs. Si K € K", el j-volum
intrinsec de K esta definit com a V;(K) = c»,;V(K[j],B"[n — j]), on, al volum
mixt, K hi apareix j vegades i la bola unitat B", n — j vegades, i ¢y,j denota
una constant. Els volums intrinsecs inclouen el volum, I’area de la superficie i
la caracteristica d’Euler.
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TEOREMA 31. Un funcional continu u: X" — R és invariant per rotacions i
translacions i satisfa la propietat de valoracio, i. e., u(K) + u(L) = p(K U L) +
U(KNL) peratotK,L € K" tals que KUL € K", siinomés si és una combinacio
lineal de volums intrinsecs.

Els primers resultats de caracteritzacio de funcionals @: X" — K", on
tant I'espai de sortida com d’arribada sén els conjunts convexos, es remun-
ten als anys setanta, quan Schneider va comencar un estudi dels operadors
additius que s6n covariants per rotacions (com el cos diferencia) i invariants
per translacions i va donar diferents caracteritzacions de 1'operador diferéncia.
Un estudi sistematic no va ser, pero, comencat fins a principis d’aquest segle.
El 2005, Ludwig [11] va obtenir el resultat segiient, que caracteritza I'operador
diferencia.

TEOREMA 32. Un operador @: K™ — K" és continu, invariant per translacions,
és una valoracio i és SL(n)-covariant si i només si existeix A > 0 tal que K =
ADK.

Després d’aquest resultat, es va comencar un estudi de les valoracions

de K™ a K™. En aquests resultats es relaxa alguna de les hipotesis o es canvia
la covariancia per la contravariancia (vegeu la proposicié 47(v)). Recomanem
[14, secci6 10.6] per tenir-ne un recull. Més recentment, el 2013, Gardner, Hug i
Weil [5] van comencar un estudi sistematic de les operacions entre convexos,
i. e., de les aplicacions K" x K" — K" (per exemple, la suma de Minkowski).
En aquest treball, els autors també obtenen un teorema de classificacié del cos
diferéncia, on no es demana la propietat de valoracio.

TEOREMA 33. Un operador @: K" — K" és continu, invariant per translacions
i GL(n)-covariant si i només si existeix A = 0 tal que K = ADK.

Recentment, juntament amb Colesanti i Saorin Gémez, hem estudiat el paper
de la desigualtat (7) com a propietat per caracteritzar el cos diferéncia. Aquesta
propietat, encara que en principi és més feble que les propietats d’invariancia,
permet donar les caracteritzacions segiients.

TEOREMA 34. Un operador @ : K™ — K™ és invariant per translacions, és una
valoracio, satisfa (7) i és monoton si i nhomés si existeix g € GL(n) tal que
@K = gDK.

Peran > 3, un operador @ : K™ — K" és continu, invariant per translacions,
és una valoracio, satisfa (7) i és SO(n)-covariant (i. e., p(gK) = gp(K) per a
tot g € SO(n)) si i només si existeix A > 0 tal que K = ADK.

En general, per demostrar els teoremes anteriors es fan servir, d'una banda,
tecniques geometriques de descomposicié de politops (si es té, per exemple,
la condici6 de SL(n)-covariancia) i, d’altra banda, resultats demostrats els
ultims anys, en gran part per Alesker, de I’'area de la geometria integral. Més
en concret, cal un estudi aprofundit de I’espai de valoracions p: X" — R.
Una vegada coneguts aquests resultats, s’han d’adaptar al cas de valoracions
@: K" — K™ apartir de la funcio suport, ja que, fixada una direccio u € S"1,
la funcié K — hgk(u) és una valoracio (per la linealitat de la funcié suport)
que pren valors reals.
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3.2 Covariogram

El covariogram de K es defineix a partir de I’expressio (8) del cos diferencia.

DEFINICIO 35. Sigui K € X" amb interior no buit. El covariogram de K és la
funci6 gx: R™ — R donada per

gk (x) =V (Kn (K +x)).

Notem que suposar que K té interior no buit ens evita considerar la funci6
constant igual a zero. Notem també que gx(0) = V(K N K) = V,,(K). També
es compleix gk (—x) = gk (x).

Considerant la definici6 de la funci6 suport, del cos diferéncia i de I'amplada
(vegeu la definici6 22), tenim que h(DK,u) coincideix amb I'amplada de K en
la direcci6 u € S"~!. D’altra banda, es pot veure que el covariogram d’un
convex K en determina ’amplada, en cada direccié. Per tant, el covariogram
determina la funci6 suport de DK. La pregunta natural, plantejada per primera
vegada per Matheron el 1986, demana si un convex K queda determinat, modul
translacions, pel covariogram. Es a dir, existeixen convexos K, L tals que
K=+ L+tperatott € R", amb gx = gr? Si K és simetric respecte de I'origen,
llavors si que el covariogram determina K, modul translacions. En els altres
casos, actualment es pot respondre la pregunta de la manera segiient:

TEOREMA 36 (BIANCHI, AVERKOV-BIANCHI (2005, 2009)). Tot convex de dimen-
8i0 2 queda determinat pel seu covariogram.

Tot politop de dimensio 3 queda determinat pel seu covariogram.

A R™ n > 4, existeixen convexos que no estan determinats pel seu covario-
gram.

Una idea basica en la prova del resultat anterior consisteix a escriure la
funcié gx com a convoluci6 de les funcions indicatrius de K i —K i llavors
aplicar metodes de I’analisi de Fourier.

El covariogram té diverses aplicacions importants, per exemple, a I’'oOptica,
a la mecanica quantica (relacionat amb la unicitat de les matrius de Pauli), a
I’astronomia, a la microscopia, etc. En aquestes aplicacions el covariogram
apareix relacionat amb el problema de recuperacié de fase que, en general, és
fortament indeterminat, i només imposant condicions o donant informaci6 a
priori es pot reconstruir la funcié que defineix la fase. Destaquem finalment
que, des d’aquest punt de vista, el covariogram és important en cristallografia
de raigs X, una técnica que permet determinar I’estructura dels atoms en un
cristall, i que aplicacions d’aquesta técnica, especialment a la quimica organica
i a la biologia, han estat objecte dels treballs de diversos premis Nobel, des de
I'any 1962 fins al 2009.

3.3 Convexos centralment simetrics

Els cossos diferéncia sén sempre simetrics respecte de l'origen. En aquest
apartat estudiem els convexos centralment simetrics, sense considerar-los
imatge del cos diferencia.
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DEFINICIO 37. Un convex K és o-simétric si K = —K; i. e., si és simeétric respecte
de l'origen. Denotem per X7 el conjunt de cossos o-simeétrics. Diem que un
cos K és centralment simétric si existeix t € R" tal que K + t és o-simetric.

Per exemple, els discs, els quadrats, els poligons regulars amb un nombre
parell de costats o les ellipses s6n centralment simetrics.

La classe dels cossos o-simetrics satisfa sovint propietats més bones i
algunes desigualtats o teoremes es poden millorar si ens restringim a considerar
convexos o-simetrics (vegeu, p. ex., el teorema 43).

El resultat segiient ens dona un criteri per comprovar si un convex és
o-simetric: n’hi ha prou amb comprovar si cada projeccié a un subespai vectorial
de dimensi6 2 és un convex o-simetric.

TEOREMA 38 (BLASCHKE-HESSENBERG (1917)). K € K™ és centralment simétric
si i només si per a cada E C R™, subespai vectorial de dimensio 2, el convex K |E
és centralment simetric.

PROVA. Vegem primer que si K € K" és centralment simetric, llavors K|E €
K™ és centralment simetric per a cada E C R™ subespai vectorial de dimensio 2.
Considerem una translacio de K tal que K € K. L’afirmacio se satisfa si

h(K|E,u) = h(K|E,—u), peratotu €E.

Per la proposicio 20(v) tenim, pero, que la igualtat anterior és equivalent a
h(K,u) = h(K,—-u), per atot u € E, que es compleix ja que K € XK.

Passem a la part no trivial de '’enunciat. Considerem p,q € K tals que
diam(K) = d(p,q), i. e., p i q sOn a distancia maxima (notem que existeixen ja
que K és compacte). Sigui m el punt mitja del segment [p, q]. Desplacem el
convex K de manera que m coincideixi amb l'origen de coordenades i denotem
per p i g els punts desplacats de p i q. Sigui v € $"! una direcci6 linealment
independent amb la direccié u := pq. Llavors, u, v generen un pla Eq de
dimensio6 2. La projecci6 de K a Ey, que denotem per K’, és, per hipotesi, un
convex simetric i conté els punts m = 0, p i 4. En aquesta situaci6é tenim
que K’ és simetric respecte de m = 0, ja que, si no, hi hauria un segment
contingut a K’ amb longitud més gran que d(p, q) i d(p, q) no coincidiria amb
el diametre de K (vegeu la definici6 3). Com que K’ és simeétric respecte de
I'origen, es compleix h(K',v) = h(-K’,v) = h(K’,—v) i tenint en compte la
proposicio 20(v), deduim h(K,v) = h(K,-v), amb v € S* !\ {+u} arbitrari.
Com que també h(K,u) =h(K, —u), concloem que h(K, -) és parell, com voliem
veure. O

Per acabar aquest apartat, donem una caracteritzacié important dels cossos
centralment simetrics.
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TEOREMA 39 (BLASCHKE (1917)). Sigui K € XK". Llavors, K € K si i només si
tots els hiperplans que passen per l'origen tallen el convex en dues parts amb el
mateix volum.

3.3.1 Un resultat per a convexos o-simeétrics de la geometria de numeros
La geometria de nimeros, que va néixer com una branca de la teoria de niumeros
i va ser batejada per Minkowski, és actualment una area d’estudi important i
independent, amb nombroses aplicacions. Recomanem el llibre de Gruber [6]
per a una exposicio detallada de la geometria dels nimeros (aixi com una
introducci6 a la geometria convexa, en la qual ens hem inspirat en part per
a la seccio 2 d’aquest article). Un dels problemes d’estudi de la geometria de
numeros consisteix a entendre el nombre de punts (diferent de I'origen) amb
coordenades enteres que hi pot haver dins d'un convex amb volum donat.
Aquest problema és equivalent al problema aritmetic de trobar una soluci6
U= (Uy,...,Un) € 2" u * 0, de la desigualtat f(x1,...,xn) <1, f: R" - R
convexa. Minkowski va estudiar la versié geometrica del problema i va provar
el resultat segiient, conegut com a primer teorema fonamental de Minkowski.

TEOREMA 40 (MINKOWSKI (1893)). Sigui K € XK' convex o-simétric tal que
Vu(K) = 2™, Llavors, K conté almenys un punt diferent de I'origen amb to-
tes les coordenades enteres.

PROVA. Suposem primer que V,(K) > 2". Observem que per ser K € K}
si x € K, llavors —x € K. Aquest fet, juntament amb la convexitat de K,
implica que si x, y € K, llavors % € K. Provarem que podem trobar punts
X0, Y0 € %K tals que xo — Yo és un enter. Com que xg — Yo = w pertany
a K, el resultat quedara provat.

A R" considerem tots els plans parallels a un dels plans coordenats i que
passen per punts amb coordenades enteres. Aixi obtenim una descomposici6é
de ’espai R™ en cubs de volum 1, anomenada reticle.

Considerem el convex K’ = %K Suposem que m és el nombre de cubs
(en els quals hem descompost R™) diferents que contenen algun punt de K’
i anomenem Cj, 1 < i < m, aquests cubs. Definim els convexos K; = K’ n Cj,
i=1,...,m. Traslladem cada cub C; (juntament amb Kj;), 2 < i < m de manera
que C; coincideixi amb el cub C;. Anomenem K; la imatge de K; per a aquesta
translacio (vegeu la figura 11).

Per altra banda, observem que V,,(K’') = 27"V, (K) > 1. Aixi, V,,(K7) +
-+« + Vu(Kpm) > 11 tenim que almenys dos dels convexos traslladats, K| i Ky,
tenen intersecci6 no buida (si cap parella té interseccio, llavors V,, (K1) + - - - +
Vn(Km) < 1). Siguin X € Kj N Ky i xo € Kj, Yo € Ki els punts corresponents
per la translacié (com a la figura 11). Es compleix que xy — Yo té coordenades
enteres, ja que xo i yo difereixen només en la translacié que passa del cub C;
al cub Cy i, per la definici6 dels cubs, aquestes translacions estan donades per
vectors amb coordenades enteres. Aixi doncs, I'enunciat queda demostrat si
Vp(K) > 2™,
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K> 123
K’ -§0 X
Ky Ky Ky
K3 (K>

FIGURA 11: Representacio de la descomposici6é en quadrats, en un hexa-
gon.

Per provar-lo en el cas V,,(K) = 2", considerem els convexos (1 + €)K, € > 0.
Cada un d’aquests té volum estrictament més gran que 2" i sabem que conté
un punt amb coordenades enteres. Passant al limit, seguim tenint un punt de
coordenades enteres, ja que K és tancat. O

Es senzill trobar convexos amb volum arbitrari i sense cap punt de coorde-
nades enteres.

3.4 Esferes i ellipsoides

Un cas particular de convexos centralment simetrics son les esferes i els el-
lipsoides. La noci6 d’ellipse és ben coneguda des de I'antiguitat quan es van
estudiar les seccions coniques. Una altra manera de definir les ellipses, i els
ellipsoides, i que és la que utilitzarem a continuacio, és la segiient:

DEFINICIO 41. Un ekipsoide E C R™ és un convex obtingut com a transformacio
afi de la bola euclidiana, és a dir, E ¢ R™ és un ellipsoide si existeix g €
GL(n) := {A € My« : det A = 0} tal que

E = gB",

on B" = {x € R": ||x]|? = x? + x5 + - - - + x2 = 1} és la bola euclidiana amb
centre l'origen i radi 1.

Aquesta manera d’interpretar els ellipsoides té nombrosos avantatges i
porta, per exemple, cap a 'estudi de la geometria afi.

També ens permet calcular el volum dels ellipsoides, si coneixem la trans-
formacio6 g. En efecte, si E = gB™, amb g € GL(n), llavors

Vn(E) = Vy (gB™) = |detg|Vy, (BM).

Hi ha diversos resultats —la majoria de principis del segle xx— que donen
propietats geometriques que caracteritzen les ellipses i les esferes. Aqui, pero,
només en donarem un, relacionant els ellipsoides amb els billars.
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3.4.1 Taules de billar, caustiques i elipses Tots tenim la imatge d’una
taula de billar, de forma rectangular. Res impedeix, pero, considerar una taula
de billar d'una altra forma, per exemple, un disc, una ellipse, un triangle..., en
definitiva, un convex. Llavors, com al joc tradicional, considerem un punt p
(Ia bola) que es mou per sobre el convex (la taula). Suposem que no hi ha
fricci6 i que el punt es mou indefinidament, i només es para si toca un dels
vertexs del convex (de la taula). Si com a convex tenim, per exemple, un disc,
no hi ha cap vertex, i la bola de billar no es parara mai. Suposem que la bola
es desplaca en linia recta a una velocitat constant i segueix la llei de reflexio
classica quan toca la vora, és a dir, I'angle d’incidéncia és igual a ’angle de
reflexi6. Anomenarem trajectoria la corba descrita pel punt que es mou a dins
del convex. Els billars apareixen en diverses branques de les matematiques,
com als sistemes dinamics, la geometria de Finsler, la geometria simplectica,
o bé de la fisica, com a I'0Optica o a la mecanica classica de particules elastiques.
Per a més informaci6 sobre billars, recomanem el llibre de Tabachnikov [16].

En aquest apartat donem només un resultat sobre billars que caracteritza
els ellipsoides.

Anomenarem cdustic tot convex L C K tal que si una trajectoria és tangent
una vegada a la vora de L, llavors hi és tangent cada vegada després de topar
amb la vora de K i continuar-hi reflectida. Es coneix que qualsevol taula de
billar a R? sense vértexs i amb la vora prou regular té «molts» caustics. La
figura 12 en dona dos exemples.

FIGURA 12: Caustics en una ellipse: una altra ellipse i un hexagon.

També podem pensar, pero, en taules de billar de dimensi6é n > 3, és a dir,
considerem un convex a R™ i un punt que es mou a dins, seguint les mateixes
regles. Podem imaginar-nos que tenim un punt que es mou dins d’'una esfera,
dins d'un cub... A R", n > 3, el comportament dels caustics és completament
diferent. L’existencia d'un caustic en un billar tridimensional ens diu que la
taula de billar és un ellipsoide:

TEOREMA 42 (GRUBER (1995)). Sigui K € K™, n > 3, una taula de billar. Si K té
algun caustic, llavors K és un ellipsoide.

3.4.2 EHipsoide de John i de Lowner En aquesta seccié donem dues mane-
res d’associar un ellipsoide a un convex. La més coneguda consisteix a prendre
I’ellipsoide amb volum més gran contingut a dins d’'un convex, ’'anomenat
ellipsoide de John. Analogament, podem considerar 1’ellipsoide més petit que
conté un convex: I'etlipsoide de Lowner.
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En aquest apartat provem l'existencia de l'ellipsoide de John E; per a un
convex K. A més a més, veurem que K esta contingut a un dilatat de E; i que hi
ha un factor de dilataci6é valid per a tots els convexos de R".

El resultat segiient té nombroses aplicacions, sobretot per demostrar des-
igualtats geometriques, ja que ens permet acotar un convex per una ellipse.

TEOREMA 43. Sigui K € K™. Llavors, existeix un unic ellipsoide E;j, anomenat
ellipsoide de John, tal que

EycKcn(Ey—c)+c,

on c és el centre de l'eHipsoide Ej.
Si K € X" és centralment simetric, llavors E; C K C \/nkEj.

El resultat anterior és optim en el sentit que els factors n i ./ no es poden
millorar: si considerem un cub C,, amb longitud de cada costat igual a 2 i
centrat a I'origen, ens cal exactament el factor ./n per tal que l'ellipsoide de
John associat al cub compleixi C,, C \/nE;. En aquest cas, E; coincideix amb la
bola euclidiana de radi 1, centrada a I'origen. Si considerem un simplex, llavors
necessitem el factor n.

zh

V2E; 2E;

N

FIGURA 13: Ellipsoide de John d’'un quadrat i d’un simplex.

El teorema anterior va ser obtingut per John el 1948 com a aplicaci6 d'una
generalitzacio de la regla dels multiplicadors de Lagrange a (possiblement
una quantitat infinita de) condicions donades per desigualtats (en comptes
d’igualtats), que John demostra en el mateix article [8].

PROVA DEL TEOREMA 43. L’existencia de I’ellipsoide de John s’obté per un argu-
ment de compacitat: denotem per £ el conjunt de tots els ellipsoides continguts
a K amb volum diferent de zero. Definim a := sup{V,(E) : E € E}. Per de-
finicié de F tenim a > 0. Volem provar que hi ha un ellipsoide amb volum
exactament a. Aquest sera l'ellipsoide de John, Ej.

Considerem una successio {E;}icn d’ellipsoides de F tal que lim;_ ., Vy, (Ej) =
a. Aquesta successio existeix per la definicié de suprem. De la definicié d’el-
lipsoide tenim que per a cada i € N, existeix g; € GL(n) tal que E; = g;B™. Per
altra banda, V,, (E;) = |det g;|Vy, (B™). Aixi,

. a
}Ln(;} |detg;l| = V. (B")"
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Com que la successio {gi}ien € GL(n) és acotada, tenim que té una parcial
a

que convergeix a g € GL(n) i |detg| = v, (gmy- Per tant, lellipsoide Ej := gB"
compleix E; C K, ja que ’hem obtingut com a limit d’ellipsoides continguts a
K (iK és tancat) i Vy(Ej) = a.

Per provar-ne la unicitat, suposem que hi ha dos ellipsoides diferents E;, E>»
tals que V,, (E1) = Vy, (E2) i aquest volum és maxim. De la definicié d’ellipsoide
tenim que existeixen g;, g> € GL(n) tals que |detg;| = |detgz| i E; = g1B",
E, = g»B™. Recordem que tota matriu M € GL(n) es pot descompondre
en M = MM, amb M; simeétrica i definida positiva i M» una rotaci6. Llavors,
per ser la bola euclidiana B" invariant per rotacions podem suposar que g; i
g2 son matrius definides positives i, per tant, podem treure el valor absolut
a |detg;| = |detgy| i suposar detg; = detg. Volem veure g; = g». Suposem
que g, *+ g» i definim g = %(gl + g2). Es compleix gB™ C K ja que K és convex i

1 1 1 1 1 1
n _ — n - n - n - : - n -
gB" = Zng + 2ng , 2g1B C 2K i 2ggB c 2K.

Aixi, gB" és un ellipsoide contingut a K. Si provem V,,(gB™) > Vy(E;) tenim
una contradiccioé i queda la unicitat demostrada. Per acotar el volum de I’el-
lipsoide gB™ necessitem la desigualtat segiient:

Siguin A, B € GL(n) matrius definides positives. Llavors,
det(A + B)n > det(A)n + det(B)n.

La igualtat es compleix si i només si B = cA, ¢ > 0.

La desigualtat anterior, coneguda com a desigualtat de Minkowski per a
determinants, es pot provar a partir de la diagonalitzaci6é simultania de les
formes bilineals A i B i després aplicar-hi la desigualtat aritmeticogeometrica.

Aixi doncs, utilitzant la desigualtat de matrius i que det g, = det g», tenim

Vn(an)

1
|detg| Vn(B") = Z—nldet (91 +92)| Vpu(B™) =

Zin((detgn”" T (det g2) VM) Vi (BM) = ©)

1
27(2(detg1)”")” Vn(B") = |detg)| Vn(B™) = Vi (E1).

Com que per hipotesi g, = g» i detg; = detgy no podem tenir g, = cg» per
a cap ¢ > 01 la desigualtat (9) és estricta. Aixi obtenim la contradiccié que
buscavem. O

De manera semblant a 1'ellipsoide de John se sap que existeix un unic
ellipsoide de Lowner associat a un convex K. Segons Busemann [2], aquest
ellipsoide va ser estudiat per Lowner, que va demostrar-ne la unicitat encara
que no en va publicar mai el resultat.

A continuacié donem dos resultats com a mostra dels que es poden obtenir
utilitzant I'ellipsoide de John i de Lowner.
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3.4.3 Desigualtat isoperimétrica invertida Es ben conegut (desigualtat iso-
perimetrica) que les boles son els convexos amb area més petita entre tots els
que tenen el mateix volum. Ens podem preguntar pels convexos amb area més
gran, fixat el volum. Després d’un petit moment de reflexio, ens convencerem
que podem trobar un convex amb area tan gran com vulguem i volum fixat.
Un exemple el donen els convexos en forma «d’agulla» (vegeu la figura 14). En
efecte, si pensem en el pla amb la base canonica {ej, e»} i fixem el volum igual
a 4, llavors els convexos Ky, N € N,

1
Ky = N[-ej,e1] + N[—ez,ez],

compleixen

R 2 , , 4
area(Ky) = 2N - N 4 i perimetre(Ky) = 4N + N

Es clar que per a qualsevol C > 0 podem trobar una N € N tal que 4N + % > C.

FIGURA 14: Convexos amb la mateixa area pero perimetre diferent.

Per tant, si volem estudiar una versio de la desigualtat isoperimeétrica in-
vertida necessitem imposar alguna condicié en els convexos que considerem.
Una possibilitat per evitar el problema que hem comentat és considerar que
tots els convexos Ky son «el mateix» i, aixi, el mateix que K;. Aixo ho podem
formalitzar dient que considerem classes de convexos, on les classes estan
donades per I’acci6 del grup de desplacaments. D’aquesta manera tenim que
tots els Ky pertanyen a la mateixa classe que el K;. També tenim que totes les
ellipses pertanyen a la mateixa classe que el cercle. Amb aquesta convencio,
Ball [1] va provar que la classe del simplex maximitza I’area, fixat el volum:

TEOREMA 44. Denotem per GL(n) X R" el grup de transformacions lineals se-
guides d’un desplacament. Llavors,

1 1 1

y B") w1 y K) w1 y =3

area( )1 T < max min area(g )1 1 < area(Sn)1 T
Vn(B")E Kconvex geGL(n)xR" Vn (gK)ﬁ Vn(sn)ﬁ

on S, denota el simplex regular de dimensio n.

3.4.4 Algoritmes de preprocessament Els ellipsoides de John i Lowner han
trobat diverses aplicacions en problemes d’optimitzacio i geometria compu-
tacional. El primer objectiu en molts d’aquests problemes és assegurar que el
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domini d’estudi no «és degenerat», per exemple, es vol evitar treballar amb
dominis en forma d’agulla com els de la figura 14. Una soluci6 per evitar
aquests dominis és primer determinar I’ellipsoide de John o de Lowner i llavors
moure el domini per la transformacio6 afi que porta I'ellipsoide a una bola. En
el context d’aplicacions en problemes d’optimitzaci6é no es trobara exactament
I’ellipsoide, sin6 una aproximacio, prou bona. Actualment es coneixen algo-
ritmes polinomials per trobar aproximacions dels ellipsoides de John-Loéwner.
Una vegada fet aquest primer pas, es poden simplificar els problemes d’opti-
mitzacio. L'exemple més conegut d’aquesta aplicaci6 es deu a Lenstra [10], que
va donar un algoritme que resol problemes de programaci6 entera en temps
polinomial, si la dimensio de I'espai esta fixada.

4 El cos de projeccio

El cos de projecci6 associa a cada convex un altre convex obtingut a partir de
les projeccions del primer a cada hiperpla. Per a més informacié sobre el cos
de projecci6é recomanem [14, secci6 10.9] i [4, capitol 4].

DEFINICIO 45. Donat un convex K € K™, el cos de projeccio TIK de K es defineix
a partir de la seva funci6 suport com

h(IK,u) = Vy_1(K|ut), ues"t,

on ut denota I’hiperpla ortogonal a u. L’aplicaciéo K — IIK I'anomenem opera-
dor projeccio.

Abans de res, hauriem de veure que el cos de projeccié esta ben definit. En
principi, la funcié u — V,,_;1 (K|ut) només esta definida a I’esfera. Per definir-la
a tot R™ en considerem I’extensié 1-homogenia, és a dir, definim

u

h(IIK,u) = [ul|Vy-1 (K ' (m

)l>, we R\ {0},

i h(IIK,0) = 0. Llavors, pel teorema 21, el cos de projecci6 esta ben definit si
aquesta extensio és convexa. Per provar-ho utilitzem I'expressié segiient de la
funci6 suport del cos de projeccio.

LEMA 46. Sigui K € K™ iu € S"L. Llavors,

Vaer (Klu) = 5 [ vy 1dSK,v).

PROVA. Per demostrar el lema es fa servir una de les idees recurrents en
geometria convexa: expressem una quantitat geometrica que esta relacionada
amb la que volem estudiar de dues maneres diferents. Igualant-les obtenim
la informacié que volem. Per obtenir la representacio6 integral de V,,_1 (K|u+t)
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calculem Vi (K + A[—u,u]), A > 0, de dues maneres. La primera utilitza el
principi de Cavalieri i el teorema de Fubini per obtenir

V(K + Al—u,ul) = Vp(K) + 2AVy_1 (K|u').

Per a la segona utilitzem els volums mixtos i la representacio integral (6).
Recordem que de I'altima afirmaci6 del teorema 26 tenim V([—u,u], [—u, u],
K3,...,Ky) = 0 per a tot K3,...,K; € K" ja que el segment [—u,u] només
conté un segment linealment independent. Llavors,
n i n-i
n L -
Vu(K + Al-u,ul]) = z (l,)?\lV(K,...,K, [—u,ul,...,[—u,ul]) =
i=0

=Vu(K) +nAV(K,...,K,[-u,ul]) =
— Vo (K) + AL R (v) AS(K,v).

Si ara comparem els coeficients dels polinomis en A i recordem 1'expressio de
la funci6 suport d'un interval centrat, obtenim el resultat. O

De I'expressio del lema 46 tenim que el cos de projecci6 esta ben definit, ja
que u — |{(u,v)| és convexa, per a v € R" fixat.
Passem a estudiar el cos de projeccio en alguns exemples.

EXEMPLES. (i) Si K€K™ és un convex de dimensi6 k < n — 2, llavors IIK =
{0}.

(ii) Si K € K™ ésun convex de dimensio (n — 1) contingut en un hiperpla v+,
v e S fixat, llavors TIK = V,,_1(K)[-v,v], i e., IIK és homotétic al
segment [—v,v].

(iii) Si K = B és una bola de radi 1 de R", llavors I1B = wy_1B, on wy_1
denota el volum d'una bola de dimensio (n — 1).

(iv) Si K és un quadrat, llavors [1K també és un quadrat.

Per veure-ho podem utilitzar directament la definici6 i estudiar la longitud
de les projeccions, o bé podem fer servir 'expressié de la funcié suport
del lema 46. En aquest cas, ens cal coneixer la mesura d’area d'un quadrat.
Suposem que el quadrat Q és de la forma [—ej, e ] + [—e2, e2]. Aleshores,
Q té vectors normals +e;, +e; i la longitud del costat associat és 2. A
partir de l'expressi6 (5) tenim que la mesura d’area esta donada per
U = 2(0+e, + 0+¢,) 1fent un calcul obtenim

RIQw) = 5 [ 16 0) | du(w) = 201w, en)] + G, ea)]),

que correspon al quadrat 2Q.

(v) Més en general, si K és un politop es pot veure amb un argument analeg
a 'anterior que IIK és un politop.
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FIGURA 15: El cos de projeccié d'un tetraedre regular T és un dodecaedre
rombic.

A continuaci6, enumerem algunes de les propietats del cos de projeccio. No
en donarem les demostracions, que es poden obtenir a partir de la definicié del
cos de projeccio, el lema 46, i les propietats de la mesura d’area i dels volums
mixtos.

PROPOSICIO 47. L'operadorI1: K" — K" té les propietats segiients:
(i) IIK és o-simeétric per a cada K € K";
(ii) IT és parell (i. e., I1(-K) = TI(K));
(iii) IT és homogeni de grau n — 1, i. e., II(AK) = A" I(K) per aK € K™ i
A>0;
(iv) I1 és invariant per translacions;
(v) II és GL(n)-contravariant, i. e., si g € GL(n), llavors

[1(gK) = |detg| g TTIK,

on g~T denota la matriu inversa de la transposada de g;
(vi) II és una valoracio;
(vii) IT és monoton;
(viii) IT és continu;
(ix) siK,L € X", llavorsV(K,...,K,IIL) = V(L,...,L,TIK).

Recordem que la definicié de les propietats anteriors es pot trobar a la
proposicié 29. A I'apartat 3 hem donat cotes per al volum del cos diferéncia
d’un convex K en termes del volum de K. En el cas del cos de projeccio, es
coneix la cota inferior optima per al quocient

Vn (IIK)
Vn(K)n-1

encara que la igualtat no esta caracteritzada. Petty, el 1971, va conjecturar que
el minim s’assoleix només per a ellipsoides. Avui se sap que en els ellipsoides el
quocient assoleix el valor minim pero hi podria haver altres convexos que també
minimitzessin el quocient. La cota superior no es coneix.

Hi ha, pero, una desigualtat que relaciona el volum de K amb el volum
de IT(K*) on K* denota el cos polar de K:
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DEFINICIO 48. Sigui K € K" tal que conté l'origen al seu interior. Llavors, el
cos polar K* de K és

K*={xeR":(x,y)<1,yv ek}

K* /

FIGURA 16: Cos polar del quadrat K.

El cos polar d'un disc de radi » centrat a ’origen és un altre disc centrat
a 'origen pero de radi 1/v. El cos polar apareix en diverses situacions en
geometria convexa, ja que proporciona una nocio de dualitat. En general, es
compleix K** = K per a tot K € K™ que conté I'origen a l'interior.

A continuacio, enunciem la desigualtat per al volum del cos de projecci6
del polar.

TEOREMA 49. Sigui K € K™ amb interior no buit. Llavors,

1n<2”) < V)"V (1)) < (LK)
n n Kn-1

on Ky = V,(B™) denota el volum de la bola unitat euclidiana B". La igualtat es
té per a la cota superior si i només si K és un ellipsoide i per a la cota inferior, si
i només si K és un simplex.

La cota superior va ser donada per Petty el 1971 i actualment es coneix
com a desigualtat de projeccio de Petty. La cota inferior no va ser provada fins
el 1991, per Zhang, i és coneguda com a desigualtat de projeccio de Zhang.

Igual que per al cos diferencia, recentment Ludwig ha obtingut resultats
que caracteritzen el cos de projeccio.

TEOREMA 50. Un operador @: K™ — K" és continu, invariant per translacions,
és una valoracio i és SL(n)-contravariant si i només si existeix A > 0 tal que
@K = AIIK.
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Un analeg del teorema 33 (i del teorema 34) encara no es coneix. Notem que
la caracteritzacidé del cos de projeccio és més dificil, ja que es perd la propietat
d’additivitat i passem d'una valoracié6 homogenia de grau 1 (per 'operador
diferencia) a una valoracié homogenia de grau n — 1 (per I'operador projeccio).
En aquesta situacio, molts dels resultats utilitzats deixen de ser valids.

4.1 Zonoides

En aquest apartat definim i estudiem els zonoides, que veurem que soéon els
convexos de la imatge de 'operador projeccio.

La suma de Minkowski d’'una quantitat finita de segments dona lloc al
que anomenem zonotop. Per exemple, els parallelograms, els hexagons i els
poligons regulars amb un nombre parell de costats son zonotops. Els triangles,
per contra, no s6n zonotops, ja que no es poden escriure com a suma de

Minkowski de segments.

FIGURA 17: Hexagon construit a partir de la suma de tres segments.

Observem primer de tot que els zonotops so6n centralment simetrics. En
efecte, cada segment a R™ és el traslladat d'un segment centrat a 'origen. Aixi,
podem escriure qualsevol zonotop com a translacié d’'una suma de segments
centrats a I'origen. Considerarem a partir d’ara que els zonotops estan centrats
a l'origen i que cada un dels segments esta centrat també a 1’origen.

La funci6 suport d'un zonotop es pot trobar de manera senzilla a partir de
la funcié suport d’'un segment i la linealitat de la funci6 suport (propietat (iii)
de la proposicié 20): Suposem que K = S + - - - + S, on S; és un segment de
longitud «; i direcci6 u;, i = 1,...,m. Llavors,

h(K,x) = > ol{ui,x)|, xeR™ (10)
i1

Per altra banda, el reciproc també és cert: tota funcié de la forma anterior és la
funci6 suport d'un zonoide.

El resultat segiient, que no demostrarem, ens dona un criteri per saber quan
un politop és un zonotop, de manera analoga al teorema 38 per a convexos
o-simetrics.

TEOREMA 51. Un politop és un zonotop si i només si cada cara 2-dimensional és
centralment simétrica.
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Si ara considerem el conjunt de tots els zonotops, tenim que és un conjunt
tancat respecte de la suma de Minkowski, és a dir, si considerem la suma de
dos zonotops Z;, Z», obtenim un zonotop (que sera suma dels segments que
generen Z; i els segments que generen Z»). Les dilatacions de zonotops son,
evidentment, zonotops.

Ara bé, també podem considerar limits de zonotops respecte de la distancia
de Hausdorff i aquest limit, en general, no sera un zonotop. Comencem per un
exemple. Sigui D un disc a R?. Podem aproximar D per zonotops. La idea és
molt intuitiva: aproximem el disc per poligons amb més costats cada vegada. Per
exemple, podem considerar la successio de poligons regulars amb un nombre
parell de costats i inscrits al cercle unitat. Aquesta successio convergeix al disc
unitari. Pero el disc no és un zonotop, ja que no es pot escriure com a suma
finita de segments, o bé perque tot zonotop és un politop.

Definim els zonoides com els convexos que es poden aproximar en la dis-
tancia de Hausdorff per zonotops o, equivalentment, els convexos tals que la
seva funcio suport es pot aproximar uniformement a $*~! per funcions de
la forma (10). Aixi doncs, el disc és un zonoide, que no és zonotop.

Els zonoides formen una classe de convexos molt interessant ja que, com
veurem a continuacio, tenen una representacio de la funcié suport molt senzilla.

TEOREMA 52. Un convex K € K™ és un zonoide si i només si la seva funcio
suport ve donada per

h(K,x) = LH [{x,v)ldp(v), xeR" (11)

amb p una mesura parell a S"1, és a dir, que compleix p(w) = p(—w) per a
tot borelia w c S" 1,

PROVA. Demostrem només una implicacié. Per a I’altra calen resultats d’apro-
ximaci6é d’analisi funcional.

Suposem que K € K™ té funci6 suport de la forma (11). Volem veure que
K és un zonoide. Per aix0, construirem una successio {Z;}jen de zonotops
tal que lim;_. Z; = K en la distancia de Hausdorff. Per I'’equivaléncia entre
la convergencia de convexos en la topologia de Hausdorff i la convergencia
uniforme de les funcions suport (vegeu 'equacio (4)), la successio {Z;} jen
convergeix a K si

limdy(K,Z;) = lim sup |h(K,u)-h(Z;,u)| =0,

e J=oo yesn-1

i. e., n’hi ha prou amb veure que per a tot u € S" Litote > 0es té |h(K,u) —
h(Zj,u)| <€, si j és prou gran.

Sigui € > O fixat, § = €/p(S"" 1) i {Ey,...,Ej} una partici6 de S""! tal que
els seus elements son borelians no buits, disjunts i tenen diametre (vegeu
la definicié 3) més petit o igual que 6. Per a cada 1 < i < j escollim un

element v; € E;.
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Definim Z; el zonotop amb funcié suport

J
h(Zj,u) = > p(E)l(u,vi)l, uesS™ .

i=1

A partir de la desigualtat de Cauchy-Schwarz i recordant que u € S" 1 i
que cada E; té diametre com a maxim &, tenim la convergéncia de les funcions
suport:

J
., avdiaew) - X vilp )

i=1

|h(K,u) — h(Zj,u)|

<

J
= |2 ], Qv = v o)

IA

J
zj (1w, v) ] = K, vi) Dl dp(v) <
=17 Ei
J
< i_zlei {u,v —v;)|dp(v) <

J J
SZJ Iullv—vildp(v)<6ZJ dp(v)=¢€. O
i=1 Ei i=1 E;

A R? es pot provar que tots els cossos o-simétrics son zonoides. Aix0 no és
cert a R", n > 3. Shephard va provar que el politop amb veértexs {+eq,..., xe,}
per an > 3 no és cap zonotop, ni cap zonoide. A més a més, els zonoides no
son ni densos a I'espai de convexos simetrics, és a dir, no podem aproximar un
convex o-simeétric qualsevol per zonoides. Aquest fet ha portat a la definicio
dels zonoides generalitzats, dels quals no tractarem aqui.

4.1.1 Zonotops i tessellacions de ’espai Una tessellacio del pla (o de I'es-
pai) és una descomposicioé d’aquest pla en parts que no se solapen ni deixen cap
espai buit. Les tessellacions amb un sol convex descomponen I’espai amb una
sola figura geometrica que es va desplacant per tot 'espai. El concepte prové
de les tessellacions que feien els romans, amb rajoles molt petites de forma
quadrada, per a obtenir diferents representacions i decorar terres i parets. A
la natura també trobem exemples de tessellacions: els ruscs de les abelles, la
closca d’una tortuga o la pell dels mamifers estan tessellats per hexagons.

La tessellaci6 més senzilla del pla I'obtenim considerant quadrats, i la
de l'espai, considerant cubs. De fet, ja hem utilitzat aquestes tessellacions
per demostrar el teorema de Minkowski (teorema 40). En el pla, pero, també
podem obtenir tessellacions desplacant un sol convex si considerem triangles
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equilaters i hexagons, aixi com parallelograms en comptes de quadrats. A
més a més, si tenim una tessellacio del pla amb un sol poligon, llavors ha
de ser feta a partir de poligons amb 3, 4 o 6 costats. Per descomptat hi ha
tessellacions que utilitzen més d'una figura geometrica. La literatura sobre
aquestes tessellacions és gran i no les considerarem aqui, ja que la motivaci6
per introduir tessellacions és comentar el paper que hi tenen els zonotops.

S
LLLLLS

FIGURA 18: Tessellacions del pla amb hexagons i parallelograms.

A T'espai R3, si volem obtenir una tessellacio regular, podem considerar
parallelepipedes, pero tenim moltes altres possibilitats. El resultat segiient ens
dona informaci6 sobre els politops que permeten tessellacions regulars de R3.

TEOREMA 53. Sigui P un politop que tessella l'espai. Llavors P és un zonotop tal
que cada cara conté 4 o 6 arestes.

4.2 Relacio entre els zonoides i 'operador projeccio

A continuaci6é provarem que els cossos de projeccio, i. e., els convexos de la
forma IIK, amb K € K", sén zonoides.

TEOREMA 54. El cos de projeccio de K € K™ és un zonoide o-simétric.
Reciprocament, si Z és un zonoide o-simétric amb interior no buit, llavors
existeix K € K" amb interior no buit tal que TIK = Z.

PROVA. Sigui IIK el cos de projeccio de K. Llavors, pel lema 46 es compleix

h(IIK,u)

1
ELH Ku,v)| dS(K,v) =

% (LM l{(u,v)|dS(K,v) + LH I(u,v>|dS(—K,v)> -

., Jawwidew)

amb p = %(S(K, -)+S(-K, -)). Com que p és parell, [IK és un zonoide o-simeétric.
Per provar el reciproc, considerem Z un zonoide o-simetric amb interior no
buit. Pel teorema 52, existeix una mesura parell p tal que

h(Z,u) =J Ku,v)ldpv).

sn-1

Pel teorema d’existéncia de Minkowski, teorema 24, sabem que hi ha un convex
amb interior no buit K tal que S(K,-) = p. Observem que podem aplicar el
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teorema d’existéncia de Minkowski ja que, per ser K amb interior no buit, tenim
que p no esta concentrada a cap equador i, per ser parell, [¢,.1 vdp(v) = 0.
Aixi, pel lema 46, Z és el cos de projeccio de 2K. O

4.3 El problema de Shephard

El problema de Shephard és un bon exemple del tipus de qiliestions que es
planteja la tomografia geométrica. Aquesta disciplina estudia com reconstruir
objectes (reals) a partir d’'informaci6 sobre les seves seccions o projeccions
(vegeu el monografic [4] amb els fonaments i resultats actuals de tomografia
geometrica des del punt de vista de la geometria convexa).

Una de les aplicacions més conegudes de la tomografia geometrica es troba
en medicina, en el TAC, que reconstrueix la forma d'un organ a partir d’imatges
de seccions obtingudes amb raigs X. Malauradament, a la practica, només es
poden obtenir un nombre finit de seccions, cosa que implica que la soluci6
matematica de la reconstruccio no és unica i, per tant, només podem obtenir
un resultat aproximat de la realitat.

Pero en la part teorica de la tomografia geomeétrica, se suposa que es té
informaci6é en totes les direccions i no només en una quantitat finita. Aixo
permet donar, a vegades, resultats d’unicitat. Una altra part important de la
geometria tomografica la constitueixen els resultats d’estabilitat, que també
son fonamentals per a les aplicacions: si sabem que certa informacié sobre
seccions o projeccions de dos cossos és «semblant», com de «semblants» son
els cossos?

Segurament, el primer exemple que podem incloure en la historia de la
tomografia geometrica el trobem en Aristotil. Sembla ser que va concloure que
la Terra és esferica observant que en un eclipsi lunar la projecci6é de la Terra
sobre la Lluna és circular, fet que, intuitivament és clar que només pot passar si
la Terra té una forma més aviat rodona. Formulat diferentment, essencialment
Aristotil va utilitzar que I’esfera a R3 és I'tinic cos convex tal que totes les seves
projeccions son discs.

Passem a ’enunciat del problema de Shephard.

PROBLEMA 55 (PROBLEMA DE SHEPHARD). Siguin K i L dos cossos convexos de
R", simetrics respecte de 'origen. Suposem que es compleix Vy,_; (K|u*) <
Vno1(Llut) per atot u € S* 1. Es cert que V,(K) < Vi (L)?

Si comencem estudiant aquest problema al pla, ens convencerem aviat que
la seva resposta és afirmativa en aquest cas. A continuacié en donem una
demostracio.

TEOREMA 56. Siguin K,L € K2 simétrics respecte de l'origen. Si Vi (K|u‘) <
Vi(Llu*t), aleshores V> (K) < Vo (L).

PROVA. Peratot M € K2iv € S! es compleix Vi (M|v) = h(M,v) + h(M, —v),
ja que Vi (M|v) mesura la longitud de la projeccié de M a v, que coincideix
amb I'amplada de M en la direcci6 v (vegeu la definicid 22).
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Sigui u € S' i v la rotacio de 11/2 en sentit antihorari de u. Com que K
és o-simetric, tenim V1 (K|ut) = V1 (K|v) = 2h(K,v), i a partir de la condicio
Vi(Klut) < Vi(Llut) obtenim que h(K,-) < h(L,-), és a dir, per la proposi-
ci6 20(iv) i el teorema 21, K < L. Aixi doncs, V> (K) < Vo(L). O

A la demostracié anterior hem utilitzat fortament que K i L s6n convexos
de R? ja que només en dimensiéo n = 2 a partir dels volums V,,_1 (K|ut) =
Vi(K|lut), u € S', podem recuperar la funcié suport d’'un convex o-simeétric.

A continuaci6 estudiem el problema de Shephard a R". Primer veiem que la
condicié que K i L siguin o-simetrics és necessaria per a tot n > 2.

Comencem amb I'exemple segiient: considerem un disc de radi v < 1 iun
convex K, d’amplada constant igual a 2 (vegeu la definici6 22) diferent del disc.
Se sap que tots els convexos d’amplada constant igual a 2 tenen perimetre 27r.
Aleshores I'area de K> ha de ser més petita que 7. Aquesta ultima afirmacio6 la
podem provar a partir de la desigualtat isoperimeétrica a R2:

4 area(K) < perimetre(K)?.

En efecte, utilitzant que el perimetre de K, és 2717 i que la igualtat només es
dona si K és un disc, tenim que I'area de K» és estrictament més petita que T,
posem igual que arr amb a < 1. Sigui ¥ > 0 tal que 2 < a < 1 i considerem
el disc de radi 7. Aquest té area TTr? < at, és a dir, area més petita que el
convex d’amplada constant K. Vegem que aquesta parella de convexos respon
negativament al problema de Shephard. Hem de veure que la longitud de la
projeccio, en cada direccio, de K» és més gran que la corresponent del disc.
Com que hem triat un convex d’amplada constant, la longitud de cada projecci6
coincideix amb ’'amplada de K>, és a dir, és 2. Per altra banda, ’amplada del
disc en cada direccio és 2r < 2.

El problema de Shephard va ser resolt a R", n > 3, independentment, per
Petty i Schneider. Aqui seguim basicament la resolucié de Schneider. El resultat
segiient afirma que podem generalitzar el fet anterior per a qualsevol convex L
que no sigui simetric. La demostracio, que no donem, utilitza els volums mixtos
ila primera desigualtat de Minkowski.

PROPOSICIO 57. Per a cada convex no simétric L € K" amb interior no buit,
existeix un convex simeétric K € X" amb

Vno1(K|lut) < Vg (Llut), Vues™t,
pero Vy (K) > Vi (L).

A continuaci6 demostrem que si L (el cos amb projeccions més grans) és un
zonoide, llavors la resposta al problema de Shephard és afirmativa.

PROPOSICIO 58. Siguin K,L € K" amb interior no buit. Si L és un zonoide,
llavors
IIK cIIL = Vuy(K) <Vu(L),

iVu(K) =V, (L) siinomés siK s’obté de L per translacio.



Els cossos diferéncia i de projeccio en geometria convexa 43

PROVA. Sigui M € K™ amb interior no buit tal que IIM = L. Notem que M
existeix pel teorema 54. A partir de la proposicié 47(ix) i de la monotonia dels
volums mixtos, tenim

V(K,...,K,L)=V(M,...,M,TIK)<VM,...,M,TIL)=V(L,...,L,TIM) =V, (L).

Juntament amb la desigualtat de Minkowski V(K,...,K,L)" = V,(K)" 1V, (L),
teorema 27(ii), obtenim

Vp ()" = V(K,...,K,L)" > V,,(K)" 'V, (L). (12)

Llavors, es compleix V,, (K) < Vy,(L).

Els casos d’igualtat s’obtenen directament de la desigualtat de Minkowski,
que té igualtat siinomés si K i L son homotetics, i. e., K = AL + v pera A > 0,
v € R™. A partir de (12) es té V,, (L)" = A" 1V, (L)". Llavors, A = 1 i K és una
translacio6 de L. O

Si deixem de suposar que L és un zonoide, aleshores la resposta al problema
de Shephard és negativa.

PROPOSICIO 59. Sigui L € K™ un convex simétric que no és zonoide. Llavors,
existeix un convex simetricK € X" amb V,,_1 (K|ut) < Vy(L|lut) peroV,(K) >
Vu(L).

La demostraci6 de la proposicié anterior utilitza esférics harmonics i el
teorema de Funk-Hecke i no la presentem aqui.

Aixi doncs, si volem que el problema de Shephard tingui resposta afirmativa
per a tota parella de convexos K, L simetrics respecte de 1'origen, cal que tots
els cossos o-simetrics siguin zonoides. Tal com hem comentat abans, aixo
només passa a R2.

En resum, el problema de Shephard a I’espai de convexos simeétrics només
té resposta afirmativa si n = 2.

Si ens restringim a la classe dels zonoides, en comptes dels convexos
simetrics, llavors el problema de Shephard té resposta afirmativa per a tota
dimensio n € N.

Agraiments

Vull donar les gracies a I’Agusti Revento6s per haver-me animat a escriure aquest
article i encoratjat mentre I’escrivia.
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