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Deteccio d’ones gravitatories

JOAN GIRBAU

Es per la Ment que se m’obra Natura
A I'ull gol6s; per ella em sé immortal
Puix que I'ordén, i enca i alla del mal,

El temps és U i pel meu ordre dura.

J. V. Foix (1893-1987)

Resum: L’objectiu d’aquest article és presentar la teoria basica d’ones gravitatories
i explicar, per a un lector matematic que tingui alguns coneixements de relativitat
general, els metodes que es poden usar per detectar-les. Explicarem també els trets
fonamentals de 'observacié duta a terme el 14 de setembre de 2015 pels detectors de
LIGO.
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Introduccio

L’'11 de febrer de 2016 el web de LIGO (Laser Interferometer Gravitational-waves
Observatory) publicava la noticia segiient: «El 14 de setembre de 2015 ales 5:51,
hora de I'’Est (9:51 de temps universal coordinat), els dos detectors bessons de
LIGO situats, respectivament, a Livingston (Louisiana) i Hanford (Washington)
van mesurar ondulacions en el teixit de ’espaitemps —ones gravitacionals—
que arribaven a la Terra procedents d’un cataclisme en 1'Univers llunya. Els
dos detectors de LIGO acabaven d’entrar en funcionament per a les primeres
observacions quan aquell senyal fort i clar va ser captat». L'endema d’aquesta
noticia el president Obama felicitava I'equip de cientifics de LIGO amb el tuit
segiient: «Einstein tenia rao! Felicitats a @NSF i @LIGO per la deteccié d’ones
gravitacionals, un avenc geganti en la nostra comprensio de I’'Univers».



144 Joan Girbau

La historia de les ones gravitatories comenca el 1916, ara fa un segle. Aquell
any Einstein va publicar els articles [7] i [8], on introdueix la relativitat general
i estableix que les pertorbacions gravitacionals es propaguen per ones a la
velocitat de la llum. Malgrat que mai fins ara no s’havien detectat directament, si
que se n’havia demostrat I'existéncia pels seus efectes. L’any 1974, Joseph Taylor
i Russell Husle van observar dues estrelles de neutrons que giraven I'una entorn
de l'altra cada vegada més de pressa seguint un model de perdua d’energia
per emissio d’ones gravitatories. La taxa d’acceleracio causada per la suposada
emissio d’ones, d’acord amb la relativitat general, coincidia exactament amb
les observacions. Per aquest descobriment, Taylor i Husle van rebre el Nobel de
Fisica I'any 1993.

Des de principi del segle actual han entrat en funcionament diversos obser-
vatoris dedicats a la detecci6 d’ones gravitatories per interferometria. LIGO, als
Estats Units, és el més antic i més gran. Va entrar en funcionament el 2002, pero
ha estat remodelat molt recentment (Advanced LIGO). També hi ha detectors a
Italia (VIRGO), a Alemanya (GEO600) i al Japo (TAMA300). I cal remarcar que
I’Agencia Europea de I’Espai, en collaboracio amb la NASA, ha posat en orbita
recentment (el 2 de desembre de 2015) un detector espacial molt ambicios
anomenat Laser Interferometer Space Antenna (LISA).

Amb la deteccié d’ones gravitacionals realitzada per LIGO s’obre una nova
era en el nostre coneixement de I’'Univers. En efecte, les ones gravitatories ens
poden aportar una informacio que les ones electromagnetiques no ens poden
donar. Per exemple, en 'explosié d’una supernova les ones electromagnétiques
son dispersades una vegada i una altra per la matéria que rodeja I'estrella; les
ones gravitatories, no. De la mateixa manera, no podem esperar cap informacio
dels primers moments de ’'Univers a través d’ones electromagnetiques (la
famosa radiacié cosmica de fons només ens aporta informaci6é de I’anomenada
época de la recombinacio, entre 200000 i 300 000 anys després del Big Bang),
pero a través de les ones gravitacionals, si.

L’objectiu d’aquest article és presentar la teoria basica d’ones gravitatories
i explicar els metodes que es poden usar per detectar-les. No cal dir que hi
ha una amplissima bibliografia de llibres i revistes sobre el tema. Vegeu, per
exemple [13, 14], a part dels articles recents sobre la detecci6é concreta d’ones
realitzada per LIGO el 14 de setembre de 2015 [1, 2, 3, 4]. Oferim aqui una
presentacio detallada dels trets basics de la teoria (amb demostracions rigoroses
dels fets rellevants) per a un lector matematic que tingui alguns coneixements
de relativitat general.

1 Preliminars matematics

En aquesta secci6 tractarem alguns temes matematics que convé recordar abans
d’abordar la qiliestio central d’aquest article, que és I'existencia i els métodes
de detecci6 de les ones gravitatories.



Deteccio d’ones gravitatories 145

1.1 Ones periodiques planes

Sigui 71 un vector unitari de R? i a un niimero real. Designarem per Py , el pla
de R3 donat per Pj; ;, = {x € R3 tals que X - 7i = a}.
Una ona periodica i plana de R3 és una funcio

A: R3xR—- R
(X, 1) — A(X,1)

que compleix les propietats segiients:

1. Existeix un vector unitari 7 (anomenat direccio de propagacio) tal que si
X1,X2 € Py 4, llavors A(X,t) = A(Xo,t) per a tot L. Es a dir, dos punts
del mateix pla Pj , tenen sempre el mateix valor de A.

2. Existeix un nimero real v, anomenat velocitat de propagacio, tal que si
posem U = v#i es compleix A(X + UT,t + T) = A(X,t) peratots X, t, T.
Aix0 es llegeix dient que el valor de I'ona a I'instant t en el punt X és el
mateix que el valor en el punt X + UT a l'instant t + T.

3. A(0,t) és una funci6 periodica de t.

PROPOSICIO 1. Una ona periddica iplana, A: R3xR — R, sempre es pot expressar
de la forma A(X,t) = f(wt — K - x) on f: R — R és una funcio perlodlca de
periode 211, w és un nuimero real i k és el vector (w /v)#i. El vector k s’anomena
vector d’ona i w s’anomena freqiiéncia angular.

PROVA. Sigui A: R3xR — R una ona periodica i plana de vector de propagacio i
i velocitat de propagacié v. Sigui g(t) = A(0,t), que és una funci6 periodica.
Sigui T el seu periode. Posem w = 277/ T. Definim f(t) = g(t/w). Llavors f(t)
és periodica de periode 277.
Fixat X € R3, sigui 1i = X — (X - #)7, de manera que X s’expressa com a
suma X = i + (X - 1i)7i. Tindrem
X1

A()%',t)=A(ﬁ+(5c'-ﬁ)ﬁ,t)=A<ﬁ+vﬁ<£1‘}ﬁ>,t> =A(17L,t—v>.

Ara bé, com que 1i esta sobre el pla d’equaci6 i - i = 0 que conté l'origen,

resulta

A(f,w:A(ﬁ,t— x") A(O = ’”") =g<t— X”) :f<wt_w<x-n>)_
v v v v

Si posem k= wti/v, obtindrem A(X,t) = f(wt — k- X). 0

EXEMPLE. I’ exemple tipic d’ona periodica i plana és I'ona de la forma A(X,t) =
Ag cos(wt— k-X+ @), on k és un cert vector de R3 i w, @ i Ag s6n nimeros reals.
Fentun canvi d’origen de temps, I’ona anterior s’expressa com a Ay cos(wt— —k-%)
(0 bé com a A sin(wt — k - X)). Per comoditat, es treballa amb I'ona complexa

(p()_é, t) = Aoei(wtflz-fc‘)
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de la qual Ag cos(wt — k- %) ésla part real. També es pot treballar amb
W(%,1) = AgelK¥-wD

que té la mateixa part real.

Cal remarcar que la suma de dues ones periodiques i planes no és una ona
periodica i plana.

1.2 Alguns conceptes relatius a les varietats pseudoriemannianes

Comencem recordant que una varietat pseudoriemanniana (M, g) es defineix
de manera analoga a una varietat riemanniana, amb 1'tinica diferéncia que els
productes escalars gy, que en les varietats riemannianes s’exigeix que siguin
definits positius per a cada x € M, en les pseudoriemannianes només es demana
que siguin no singulars (aix0 vol dir que gx (u,v) = 0 per a tot u implica v = 0).

Si bé suposarem conegudes del lector les nocions basiques sobre varietats
pseudoriemannianes, explicitarem ara algunes propietats que necessitarem i
que, pel fet de no formar part dels coneixements considerats més basics, poden
ser desconegudes del lector.

1.2.1 Camps de Jacobi en varietats pseudoriemannianes Sigui y(t) una
corba d’una varietat pseudoriemanniana (M, g). Suposem que t varia en un
interval tancat I = [a, b]. Una variacio de la corba y és una aplicacié continua

x: (—&g,e)xI—- M
(s,t) - «afs,t),

diferenciable en cada punt interior de (—¢, &) x I, que compleix x(0,t) = y(t).

Per a cada (sg,tg) € (—¢,¢&) x I definim els vectors 0/0s i 0/0t de I'espai
tangent T(sy,t0) (M) com els vectors respectivament tangents a les corbes s —
x(s,to) it — a(so,t) (només seran camps definits sobre la imatge de «). El
camp 0/0s s’anomena camp transvers de la variacio.

Considerem ara una geodeésica y(t) de (M, g) i una variacié « de y que
compleixi la condici6 que per a cada s la corba t — «(s,t) sigui geodesica.
Una tal variacio direm que és una variacio de y per geodésiques i provarem
que compleix la propietat segiient:

0 0o 0 0
V%V%:R(a'a) a ()

En efecte, com que les derivades parcials commuten, es té [0/0t,0/0s] = 0,
i, per tant,

0 0
Vigs = Vi

Resulta, doncs,

VaV

0 0
255 - VaVia %V%a“‘(&’a)a-

2
ot
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Pero com que totes les corbes t — «(s, ) son geodesiques, es té Vy,5:0/0t =0
i la igualtat anterior es converteix en (1).

La igualtat (1) s’utilitza per definir el concepte de camp de Jacobi al llarg
d’una geodesica:

DEFINICIO 2. Sigui y una geodesica de (M, g). Un camp vectorial € sobre la
corba s’anomena camp de Jacobi si compleix I’equaci6

VyVyE=R(y,8)y.
Els calculs anteriors demostren el teorema segiient:

TEOREMA 3. La restriccio sobre una geodeésica del camp transvers d’una variacio
d’aquesta geodésica per geodeésiques és un camp de Jacobi.

El reciproc d’aquest teorema és també cert, de demostracio relativament
senzilla, pero nosaltres no el necessitarem.

1.2.2 DerivadadeLie Laderivadade Lie LxK d’un camp tensorial K respecte
a un camp vectorial X es defineix de la manera segiient: Sigui {@;} el grup
uniparametric local de transformacions associat al camp vectorial X. LxK és el
camp tensorial del mateix tipus que el camp K que en cada punt x € M val

(LxK)x = y;ré%(dqm-luwxn — Ky).

Es demostra que si Y és un camp vectorial, LxY = [X,Y], i que si f és
una funci6, Lx(f) = X(f). També es demostra que Ly és una derivacié que
commuta amb les contraccions, i, per tant, si & és un camp tensorial dues
vegades covariant, hom té:

(Lxo)(Y,Z) = X(x(Y,Z)) - «([X,Y],Z) — x(Y,[X, Z]). )

Malgrat que el concepte de derivada de Lie és un concepte propi de les
varietats diferenciables, sense cap estructura addicional, en el cas que estiguem
en una varietat pseudoriemanniana aquesta expressio es pot escriure d'una
altra manera, tal com ens assegura la proposicié segiient:

PROPOSICIO 4. Si « és un tensor dues vegades covariant en una varietat pseu-
doriemannniana, es compleix

(Lxo)(Y,Z) = (Vxa) (Y, Z) + x(Vy X, Z) + x(Y,VzX).

PROVA. La derivada covariant de « té I'expressio segiient (similar a (2)):

(Vxo)(Y,Z) =X(x(Y,Z)) —x(VxY,Z) —x(Y,VxZ).
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Aillant d’aqui X (x(Y, Z)) i substituint VxY per VyX + [X,Y] i VxZ per
VzX +[Z,X], s’obté

X(x(Y,Z2))=(Vx) (Y, Z)+x(VyX, Z)+x(Y,VzX)+a([X, Y], Z)+x(Y, [X, Z]).
Substituint aixo0 a (2) resulta I'expressio desitjada. O
COROLLARI 5. En una varietat pseudoriemanniana (M, g) hom té

Lxg)(Y,Z)=g(VyX,Z)+g(Y,VzX).

PROVA. Basta aplicar la proposicié anterior al tensor meétric g tenint en compte
que Vxg = 0 per a qualsevol camp vectorial X. O

1.2.3 Pertorbacié de la curvatura produida per una pertorbacio de la me-
trica Sigui (M, g) una varietat pseudoriemanniana de dimensié n. Sigui g’
una altra meétrica pseudoriemanniana proxima a g, de la forma g’ = g + h.
L’objectiu d’aquesta secci6 és establir un resultat (teorema 6) que expressi de
manera aproximada els tensors de curvatura i de Ricci de g’ en funcié de h i
dels tensors corresponents de g.

Designem per V la connexi6 associada a g i per V' la connexi6é associada
a g'. Posem

Q(X,Y) = VY — VxY,

on X i Y s6n camps vectorials. Si f és una funci6, llavors
QX, fY) = Vx(fY)=Vx(fY) = X(NHY+fVYY-X()Y-fVxY = fQ(X,Y).

Igualment es prova que Q(fX,Y) = fQ(X,Y) ique Q(X,Y) = Q(Y,X).
Aixi, doncs, Q és un camp tensorial dues vegades covariant i una vegada
contravariant, simetric en els factors covariants. Designem per R'(X,Y)Z el
tensor de curvatura de g’ i per R(X,Y)Z el de g. Volem ara expressar la
diferencia entre els dos tensors de curvatura (el de g’ i el de g) en funci6 del
tensor Q. Tindrem:

R'(X,Y)Z=V\VyZ - VyV\Z — VEX,Y]Z =
=Vx(VyZ+Q(Y,Z2))-Vy(VxZ+Q(X,Z))-Vixy1Z-Q([X,Y],Z) =
=VxVyZ +Q(X,VyZ) + VxQ(Y,Z) + Q(X,Q(Y, Z))-

— el mateix, permutant X i Y — V(x,y1Z - Q([X,Y],Z) =
=R(X,Y)Z+Q(X,VyZ) +VxQ(Y,Z)+ Q(X,Q(Y,Z))—
— el mateix, permutant Xi Y — Q([X,Y], Z).

Recordem que VxQ s’expressa de la forma segiient:

(VxQ)(Y,Z) =Vx(Q(Y,Z)) - Q(VxY,Z) - Q(Y,VxZ).
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Si a I'expressio anterior de R'(X,Y)Z substituim el terme VxQ(Y,Z) per
(VxQ)(Y,Z)+Q(VxY,Z)+Q(Y,VxZ), tindrem:

R'(X,Y)Z =R(X,Y)Z +(VxQ)(Y,Z) - (VyQ)(X, Z)+
+Q(X,Q(Y,2)) - QY,Q(X,2)). 3)

Voldriem expressar ara aquesta mateixa férmula en components, pero abans
hauriem de precisar les notacions que usarem relatives a les components d'un
tensor. En primer lloc convindrem que indexs repetits a dalt i a baix indicaran
sempre que s’ha de sumar respecte a aquests indexs (malgrat que s’hagi suprimit
el sumatori). D’altra banda, si t és un tensor » vegades contravariant i s vegades
covariant, que en una carta local s’expressa

t=t"r —g...®
J1---Js axll ax

173

®dle®"'®dxj5

(recordem que per la convenci6 anterior no explicitem els sumatoris), designa-

i1..0

rem per Vitjl___ i les components de la derivada covariant Vj/x;t. Es a dir:
ipiy O ; ;
Vaot=Vit!"/—®---® dx @ - @dx’s.
ax; Jids 9y, 0Xi,

Haurem de precisar també la convencié que fem servir per escriure ’ordre
dels indexs de les components del tensor de curvatura:

(2, 2) 2 w2
oxJ’ oxk) axi — Tikpxr
Amb aquestes convencions, expressem ara la féormula (3) en components:

Rifk = Rij + VjQp — ViQl; + leQlla’ - Q@Q;i- (4)

Voldriem expressar el tensor Q en funcié de la metrica inicial g i de h
(recordeu que g’ = g + h). Hem d’utilitzar ara la ben coneguda férmula de
Riemann que doéna la derivada covariant en funci6 de la metrica:

9(VxY,Z) = %{X(Q(Y,Z)) +Y(g(Z,X)) -Z(g(X,Y))-
-9(X, Y, Z]) -g(Y,[X,Z]) —g(Z,[Y,X]D}. (5)

Utilitzant aquesta féormula tindrem:

29 (Q(X,Y),Z) =29"(VyY - VxY,Z) =
=X@g'(Y,2)+Y(@' (Z,X) -Z(g (X,Y)) -g'(X,[Y,Z]) -
-g9'(Y,[X,Z]) - g'(Z,[Y,X]) = 29" (VxY, Z).



150 Joan Girbau

Substituint aqui g’ per g + h i utilitzant una altra vegada la férmula de
Riemann (5), ens queda:

29'(Q(X,Y),2)=X(h(Y,Z)) + Y(h(Z,X)) - Z(h(X,Y))—
- h(X,[Y,Z)-h(Y,[X,Z])-h(Z,[Y,X])-2h(VxY, Z).

Substituim ara el terme X (h(Y, Z)) d’aquesta expressio per (Vxh)(Y,Z) +
h(VxY,Z)+ h(Y,VxZ),iels termes Y(h(Z,X))iZ(h(X,Y)) per expressions
similars. Ens queda, finalment:

29'(Q(X,Y),Z) = (Vxh)(Y,Z) + (Vyh)(Z,X) = (VZh)(X,Y).

Aquesta formula s’expressa en components de la manera segiient:

k= %g,ll(vjhkl + Vihij — Vihji), (6)
on (g'') indica, com sempre, la matriu inversa de (gip)-

Per tenir Q en funci6 de g i de h tal com volem, hauriem d’expressar en la
féormula anterior la matriu inversa (g'") de (g;;) en funcio6 de la metrica inicial g
i de h. No perseguim una féormula exacta, sind que ens acontentarem amb una
expressio aproximada tenint en compte que suposem que la diferéncia h entre
g’ 1 g és petita i té derivades petites (més endavant ja precisarem el sentit
d’aquestes paraules). De g’ = g+ h = g(1 + g~'h), on 1 indica la matriu
identitat, deduim g’~! = (1 + g~'h)"!g~!. Designem per H la matriu g~'h.
Com que

1+H) '=1-H+H?>-H*+---,

negligint els termes d’ordre > 1 en h, tindrem g'~! = (1 +H) gl = g1 -
Hg'=g'-g'hg!. Per tant:
g% = g’* - g’ hiig™. (7)

D’ara endavant utilitzarem la meétrica inicial g per identificar cada espai
tangent amb el seu dual. Aix0 ens permetra identificar, quan ens convingui,
tensors covariants i contravariants (pujarem i baixarem indexs utilitzant la
metrica inicial g). La féormula anterior s’escriu llavors:

g’ =~ g’ -~ k. ®)

Substituint aquesta expressio a (6) i suprimint els termes d’ordre > 1 en h,
obtindrem:

) 1 .
i~ 59" (Vihu + Vihiy = ViRjo). ©)

Quan substituim aquesta expressio a (4), els termes en els quals hi ha un
producte de dues Q resultaran d’ordre > 1 en h. Per tant, només haurem de
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calcular en funci6 de h els termes que contenen una derivada covariant de Q.
Operant, tenim finalment:

— V;Vihi + ViVihi - ViVihl . (10)

D’aquesta féormula podem obtenir les components del tensor de Ricci per
contraccio dels indexs 7, j, ja que Rix = R},,. Operant ens queda

/ 1 1
Rix = Rix + Eg”(vrvkhu + Vy Vihg — Vi Vihgi) - ivkvitrh, (11)

on tr h designa la traca de h, o sigui, g"'h,.
Podem resumir tot el que hem fet en el teorema segilient:

TEOREMA 6. Sigui (M, g) una varietat pseudoriemanniana. Sigui h un camp
tensorial d’ordre 2, simeétric, tal que g’ = g + h continui sent una méetrica
pseudoriemanniana. Aleshores el tensor de curvatura i el tensor de Ricci de g’
s’expressen en funcio dels tensors corresponents de g per les formules (10) i (11),
on el simbol ~ significa que els membres que figuren a la dreta i a I'esquerra del
simbol difereixen en un terme T (h) que depén de h, tal que lim;_.o T(th)/t =0
(és a dir, un terme d’ordre > 1 en h).

2 Rudiments de relativitat general

L’any 1905, Einstein va introduir la relativitat especial [5, 6]. Pero el seu plan-
tejament deixava la gravitacié fora del camp d’estudi de la teoria. De fet, el
mateix Einstein va necessitar onze anys per trobar la manera d’incloure-hi els
fenomens gravitatoris, i aixo va donar lloc a la relativitat general, presentada
el 1916 [7]. Per arribar a aquesta fita va ser necessari, pero, que Hermann
Minkowski descobris el 1908 [12] que les transformacions de Lorentz que estan
a la base de la relativitat especial son isometries de R* respecte a un producte
escalar que avui es coneix amb el seu nom. Aquest fet permetia interpretar tots
els fenomens de la relativitat especial des d’un punt de vista geomeétric, a R*.
Aprofitant aquest punt de vista, Einstein, que ja s’havia adonat que la forca
gravitatoria associada a la materia no és un concepte fisic intrinsec, sin6 que
és fruit d'una elecci6 particular dels sistemes de coordenades, va ser capac de
formular de manera precisa la teoria que explica el comportament dels camps
gravitatoris. Va descobrir que un tal camp no fa altra cosa que deformar la
metrica de 'espaitemps, que deixa de ser la de Minkowski i passa a ser una
determinada meétrica de Lorentz. L’equacio6 (en derivades parcials) que relaciona
la materia que crea el camp gravitatori amb aquesta metrica de Lorentz es
coneix amb el nom d’equacio d’Einstein de la gravitacio (equaci6 que substitueix
la famosa llei de Newton en el marc de la relativitat).
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El lector que desitgi adquirir els coneixements basics de la relativitat general
té a I’abast una infinitat de llibres i articles. Nosaltres recomanem, per exemple,
els segiients: [10], [13] i el capitol 11 de [11]. Malgrat que el llibre [11] que acabem
de citar és molt especialitzat, el seu capitol 11 ofereix una presentaci6 forca
intuitiva de la relativitat, tant de I'’especial com de la general.

Recordem que una varietat de Lorentz és una varietat pseudoriemannia-
na (V,g), on V és una varietat diferenciable de dimensi6 4 i g és un camp
tensorial diferenciable, covariant, d’ordre 2, simeétric, que en cada punt x € V
dona lloc a un producte escalar de Ty (V) (que depeén diferenciablement de x)
no singular i d’index 1. Aixo vol dir que en cada punt x € V es pot trobar
una base de Tx (V) en la qual la matriu del producte escalar g, sigui la matriu
diagonal diag[1,1,1,—1].

En cada punt x € V es poden definir els conceptes de vector temporal, vector
espacial i vector luminic de 1a manera seglient: un vector v € Ty (V) és temporal
si gx(v,v) <0, és espacial si gx(v,v) > 01 és luminic si gx(v,v) = 0.

En el context de les varietats de Lorentz, quan usem lletres gregues per desig-
nar indexs, suposarem que varien d’1 a 4, i quan usem indexs llatins, suposarem
que varien d’1 a 3. Per exemple, un sistema de coordenades (x!, x2, x3, x*) el
podem escriure (x%).

En el marc de la relativitat general, la fisica de qualsevol sistema que actua
sota I'accié d’'un camp gravitatori es representa sempre en una certa varietat
de Lorentz (V,g), dotada d’'una orientaci6é temporal i d’'un camp tensorial
covariant T, d’ordre 2, simeétric, que descriu la materia responsable del camp
gravitatori. Aquest tensor T, que s’anomena tensor d’impulsio-energia, esta
relacionat amb la metrica de Lorentz g per les equacions (d’Einstein) segiients:

. 1 8mG
Ric(g) - 5R(9)g +Ag =~ T,

12)
div, T =0,

on Ric(g) designa el tensor de Ricci de la metrica g, R(g) designa la seva
curvatura escalar, A és una certa constant anomenada constant cosmologica,
G és la constant de gravitacio de Newton i ¢ és la velocitat de la llum.

La constant cosmologica A té un valor molt petit que només és significatiu
en problemes cosmologics en que intervenen distancies (de temps o d’espai)
molt grans. Malgrat que les ones gravitatories que estudiarem poden provenir
d’estrelles molt llunyanes, nosaltres ens interessarem només pel seu compor-
tament ara i aqui, i en aquest sentit podem suposar sense cap recanca que
A =0.

Una altra manera d’escriure la primera equaci6 de (12) en el nostre cas és la
seguent:

Ric(g) = x (T - 5 (trg T)g) 13)
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on x designa la constant 8mG/c* i tryg T designa la traca de T respecte a
la meétrica g. En efecte, la primera equaci6 de (12), amb A = 0, s’escriu en
coordenades:

1
Rup — ERQ(XB = XTug.

Sigui (g®#) la matriu inversa de (guap). Multiplicant la igualtat anterior per g%k
i sumant respecte a « i 8, s’obté

R-2R=xtT.

Per tant, R = —x tr T. Substituint aquest valor a la primera equaci6 de (12)
(amb A = 0) s’obté (13).

3 Observadors en caiguda lliure: conceptes basics

Considerem un observador en caiguda lliure sota I’accié d'un cert camp gravita-
tori. Hem dit que la fisica dels fenomens que s’esdevenen sota I'accié d’aquest
camp gravitatori, dintre del marc de la relativitat general, és descrita per una cer-
ta varietat de Lorentz (V, g) dotada d'una orientaci6é temporal. La vida d’aquest
observador vindra representada per una certa corba y(t) de V de vector tangent
temporal que apunta cap al futur. Se suposa que el parametre t és el temps
propi de I'observador. Aixo vol dir que g(y(t),y(t)) = —c? (o també, que la
norma de y és /g(y,y) = ic). El fet que 'observador estigui en caiguda lliure
es tradueix en el fet que la corba y(t) és geodesica.

En qualsevol instant ty del seu temps propi, I’espai de tres dimensions
de 'observador és I'espai E;, ortogonal al vector y(fp) dintre de ’espai tan-
gent Ty, (V). Com que en principi aquest espai tangent no esta inclos en la
varietat, I'«espai» de I'observador en qualsevol instant tampoc no ho esta i, per
tant, els seus punts no séon esdeveniments fisics. Aquest fet pot sorprendre
una mica. Pero, pensem que quan jo estic parlant amb un amic situat a 1 metre
meu, el que jo veig d’ell s’ha esdevingut 3.3 x 10~? segons abans, i les paraules
que ara jo sento han sortit de la seva boca 0.003 segons abans. Com que jo sOC
incapac de detectar aquests intervals tan petits de temps, tinc la sensaci6 que
el meu amic esta en el meu mateix espai ara mateix, encara que la realitat fisica
del meu amic conversant amb mi és ben diferent, i seria encara més diferent
si el meu amic estigués a 2 metres de mi. Tot aix0 és per dir que I'espai de
tres dimensions on jo ara (a I'instant t = tg) situo el meu amic és quelcom
que no existeix fisicament, i que és logic que el modelitzem com un subespai
de l'espai tangent de 'espaitemps en el punt y(ty), una cosa que no forma
part de la varietat on situem els esdeveniments fisics. Si volgués considerar
que el meu espai de tres dimensions en un instant to del meu temps propi
és quelcom on es poden situar els esdeveniments fisics que passen en aquell
instant, hauria d’identificar d’alguna manera I’espai E;, amb alguna subvarietat
de tres dimensions de V. O, si més no, un cert entorn U, de I'origen de Ej,
amb alguna subvarietat Sy, de V. La manera de fer aixo que s’adiu més amb
la intuicio6 és a través de I'aplicacié que s’anomena exponencial geodésica, que
nosaltres designarem per @, i de la qual recordarem a continuacio la definicio.
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Donat un vector v € E;,, sigui ¥ el vector unitari v/||v], on |[v| =

\Gyte) (V, V). Sigui s — z¢ (s, D) I'inica geodésica tal que z¢,(0,7) = y(to)
i que 24,(0,7) = U, on Z;, indica el vector tangent en aquell punt. Com que
el vector ¥ és unitari, la geodésica s — z;,(s, ) estara parametritzada per la
longitud de I'arc de corba compres entre z;,(0,7) i z4 (s, V) (aix0 s’abreuja
dient que esta parametritzada per l'arc). Sigui @y, 'aplicaci6 de E;, a la va-
rietat V que a cada v € E, fa correspondre el punt z, (||[v]l, 7). Com que la
geodeésica s — z4,(s,7) pot no estar definida per a tot s, 'aplicacié @;, pot no
estar definida sobre tot E;,, pero si que ho estara en una certa bola oberta Uy,
de E;, de centre l'origen i radi 6¢,- Posem S;, = @y, (Uy,). Observeu que si iden-
tifiquem els punts de U;, amb els de S;, a través de @y,, la longitud d’un cert
radi de Uy, que uneix I'origen amb un cert v sera igual a la distancia geodésica
a Sy, entre @, (v) i y(to).

Si considerem un tros finit de la vida de I'observador compres entre dos
instants de temps, a <t < b, es pot demostrar que és possible trobar un sol 6
de manera que, per a tot t € [a, b], @ estigui definida sobre la bola oberta Uy
de E; de radi 6 (o sigui, un radi comu per a totes les @;).

Estem ara en condicions de definir un sistema de coordenades que denomi-
narem coordenades adaptades a I'observador i que tradueix geometricament
en el marc de la varietat de Lorentz (V, g) la situaci6 segiient:

Suposem que jo vaig dintre d’'una nau espacial en caiguda lliure a l'inte-
rior de la qual hi ha tres eixos perpendiculars de coordenades, i que jo em
trobo a l'origen d’aquests eixos. Mitjancant aquesta referéncia puc descriure
en cada moment la posicié de qualsevol objecte dintre de la nau pels quatre
numeros (x!, x?,x3,t), on els tres primers son les coordenades de I'objecte a
I'instant t del meu temps propi.

Com es tradueix aquesta situacio en el marc geometric de la varietat (V, g),
tenint en compte que els eixos no poden estar a la varietat sin6 als espais
tangents en els diversos punts corresponents als diversos instants de la meva
vida?

La meva vida és descrita per una geodesica y(t) de V de vector tangent
temporal que apunta cap al futur, corba que suposo parametritzada pel meu
temps propi. Els tres eixos que viatgen amb mi donaran lloc a tres camps
vectorials e (t), e2(t), e3(t) sobre la corba y(t). El fet que els tres eixos estiguin
quiets, sense girar durant el viatge, es modelitza imposant que s6n parallels al
llarg de la corba, és a dir, Vye; = 0. En relacié amb aixo, cal tenir en compte que
si fixem un instant ¢y i fixem tres vectors ey, e2, e3 de E, = (y(to))* que formin
una base ortonormal, existeixen uns tnics camps e; (t), e>(t), e3(t) sobre la
corba, parallels, que per a t = ty coincideixen amb els vectors e;, e», ez donats.
Pel fet de ser parallels pertanyeran a E; i seran base ortonormal d’aquest espai
per a tot t.

Fixats dos instants a i b del meu temps, amb a < b, sigui 6 un niimero
positiu tal que, per a tot t € [a, b], @; estigui definida sobre la bola oberta U;
de E; de radi 6. Siguin a’ i b’ dos altres nimeros tals que a < a’ < b’ < b (puc
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pensar que a’ és proper a a i b’ proper a b). Sigui U la bola oberta de R3 de
radi 6 i centre I'origen. Considerem I'aplicacié

[R4
U
w: Ux(a,b) - 1% (14)

(x1,x2,x3,t) - @ (T xlei(t)),

la qual donara lloc a una carta local (¢ (U x (a’,b")),p~1).

En el sistema de coordenades corresponent a aquesta carta, I’observador
y(t) té coordenades (0,0,0,t) per a tot t; les subvarietats S; (Qque hem identi-
ficat amb I'«espai» de ’observador a I'instant t) son les llesques horitzontals
t = constant; la matriu de gy ) és diag[1,1,1, —c?]; la geodésica que uneix
qualsevol punt p = (p!, p?,p3,t) € S amb y(t) = (0,0,0,t) esta determinada

1 2 3 P
parameétricament per s — (ﬁ,’:%”, %, %, t),amb ||p|l = /> ;(p?)?; i, finalment,

la distancia geodeésica entre p € S; i y(t) és ||p|l.

4 Acceleracio que un observador en caiguda lliure atribueix
a un altre observador en caiguda lliure

Considerem ara dos observadors A i B proxims I'un de 'altre i en caiguda
lliure. Siguin y, i yp les dues corbes de V que representen les seves vides.
A la figura 1 es dibuixen aquestes corbes, juntament amb els espais (de tres
dimensions) del primer observador, S;,, St,, St;, en tres instants del seu temps
propi (considerats com a subvarietats de V pel procediment explicat a la secci6
anterior). Observeu que St,, St,, St; sOn perpendiculars a la corba ya(t) del
primer observador, pero no ho sén a la corba yg(t) del segon. En el dibuix
es posa de manifest que I'observador A veura que B va canviant de posicio
a l’espai (a ’espai de tres dimensions de A) i li atribuira una acceleracié que
ens proposem calcular a continuaci6. Remarquem abans, pero, que cada un
d’aquests dos observadors esta en caiguda lliure i cap d’ells no nota que sobre
ell actui cap forca. Tanmateix, veurem que A atribuira a B una certa acceleracio.

YA YB

FIGURA 1
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Fixem un instant de temps t = ty de I'observador A. Com que volem estudiar
la posicio6 relativa de B respecte a A en els instants propers a to, per simplificar-
ho farem un canvi d’origen en el temps de I'observador A de manera que
I'instant que hem fixat passi a ser I'origen de temps t = 0. Provarem el lema
seguent:

LEMA 7. Existeix un numero real positiu ¢ tal que si B és un observador en caiguda
lliure tal que la geodésica T — yp(T) talla Sy en un punt a distancia geodésica
de yA(0) menor que &, llavors existeix una variacio

. (—¢g,¢&) X (—¢&,¢6) — \%
(s,T) - (s, T),

que compleix:

1) x(0,T) = ya(T).
2) Les corbes T — (s, T) son geodesiques de vector tangent de norma ic en
tot punt.

3) Per a un cert valor sg de s es compleix x(sg, T) = yp(T).
4) s - x(s,0) és la geodesica de Sy que dona la distancia minima a y 5(0).

5) El camp a% de la variacio « és perpendicular a % sobre la corba T —
(0, T) = ya(T).

Aquest lema ens assegura que tot observador B en caiguda lliure proxim
a A en un cert instant t = 0 del temps de A forma part d'una familia o
d’observadors en caiguda lliure parametritzada per un parametre s € (—¢, &),
de la qual formen part A (per as = 0)i B (per a s = sp).

Deixarem la prova del lema per al final d’aquesta secci6 i ara, utilitzant-lo,
calcularem I’acceleracié que A atribuira a B a l'instant t = O del seu temps.
La posicio que A atribuira a B a l'instant ¢ sera el punt p; intersecci6 de la
geodesica T — «(sg, T) amb S;. Sigui & € (ya(t))* C Ty, (V) el vector tal
que @; (&) = p:. El vector posicié que A atribuira a B a 'instant t sera &;. Per
tant, 'acceleracio que A atribuira a B a I'instant ¢ = 0 sera Vy, ) Vy.t) &t

En el sistema de coordenades (14) adaptat a I’observador A, tindrem

00N (0,T) s

os ’
on el simbol ~ indica igualtat llevat de termes d’ordre > 1 en s. Com que el
vector <6%>52 0 és perpendicular a y 4 (T) per a qualsevol T, la quarta coordenada

de % sera nulla. Com que, d’altra banda, (0, T) = ya(T), tindrem

oM (s, T) = o (0,T) + A=1,....4,

(15)

00t (0, T7) 0&?(0,T) 0c3(0,T)
x(s,T) = s, s, s, T]|.
os os os

El punt p; interseccio de la geodésica T — x(sp, T) amb S; és

(aal(o,t) 002(0,t)  903(0,t) )
Pt = ) K s, t

0s ’ 0s ’ 0s
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(aclarim aqui que hem designat per T el temps propi dels observadors T —
(s, T) per a tot s, i per t el temps de I'observador A. Es a dir, que T = t quan

s = 0). El vector &; sera, doncs, aproximadament igual a sp (%) o0 Com que la
variacié o és per geodesiques, el vector (%) és un camp de Jacobi sobre la

geodesica yg, i pel teorema 3

(0,t)

Va0 Vyaw & = R(ya(0),&0)ya(0).

Resumim a continuacio en el teorema segiient les conclusions a que hem
arribat:

TEOREMA 8. Sigui A un observador en caiguda lliure i sigui y(t) la geodeésica
que representa la seva vida. Sigui B un altre observador en caiguda lliure que
durant un cert periode de temps esta suficientment a prop de A perqué aquest
li pugui mesurar la seva posicio. Sigui & el vector posicio que A atribueix a B
(vector que depeén de t). L’acceleracio que A atribuira a B és R(ya,E)ya, on R
indica aqui el tensor de curvatura de (V, g).

Donem a continuacio la prova del lema.

PROVA DEL LEMA 7. Considerem una carta local adaptada a 1'observador A do-
nada per una ¢ de la forma (14) tal que 0 € (a’,b’). Suposem que la cor-
ba yp(T) intercepta la subvarietat Sy d’equacio t = 0 en un cert punt p. Fem
un canvi d’origen en el temps propi T de B de manera que el punt p cor-
respongui a T = 0. En les coordenades de la carta local que hem pres, la

geodesica a(s) de Sp que uneix p amb y4(0) sera a(s) = (ﬁ%lll' %, %, 0), amb

lpll = +/>;(p1)2. Els espais tangents T, () (V) en els diversos punts a(s) de
la geodeésica a(s) estan tots continguts en una varietat comuna, que és el fi-
brat tangent T (V). Sigui s — b(s) € T(V) una corba diferenciable de T (V) que
compleixi: 1) b(s) € Ta(s)(V) peratots; 2) b(0) = ya(0); 3)b(lpll) = ys(0);
4) tots els b(s) son temporals i tenen norma ic, és a dir, ga(s) (b(s),b(s)) = —c?.
Com que els b(s) soén temporals i per a s = 0 el vector b(0) = y4(0) apunta cap
al futur, apuntaran cap al futur per a tot s. Sigui T — y,(T) I'tinica geodésica tal
que ys(0) = a(s) i ys(0) = b(s). Cada geodésica T — ys(T) en principi només
estara definida en un cert interval —&; < T < & que depeén de s, pero el teorema
d’existencia, unicitat i dependéncia diferenciable de les condicions inicials de
I’equacio de les geodesiques ens assegura que existeix un ¢ tal que T — y(T)
esta definit per a tot (s,T) € (—¢,¢) X (—¢,&). Definim llavors la variacié «
posant x(s,T) = ys(T).

Aquesta variacio «, per construccio, és una variacié per geodésiques de y 4 tal
que per as = |p| s’'obté yp. Designem per sg aquest valor de s (és a dir, sz = |p]|).
El camp transvers % d’aquesta variacio és perpendicular per construccio a a% per

as =0iT = 0.Provem que aix0 implica que aa? és perpendicular a % peras =0,
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qualsevol que sigui 7. En efecte, com que g(%, %) = ¢2, la seva derivada
respecte a s és nulla. Per tant,

0 0 0 o0 0
Ozgg(a?’a7>:2g(v%a7’a7)'

O sigui que V 2 % és sempre perpendicular a % D’altra banda,

0 0 0 0 0 0 0
579 (5030) =9 (Vegoar) 0 (55 Va5r)
Pero V 2 % =V 2 a% perque les derivades parcials commuten, per tant, el primer
terme del segon membre de la igualtat anterior és nul i el segon terme, també,
perqueé T — (s, T) sO6n geodesiques per a tot s. Per tant, el producte escalar
de % i % no depeén de T. Com que per a s = 01 T = 0 s’anulla, també s’anullara
per a s = 01 qualsevol T. O

5 Equacio d’Einstein per a petites pertorbacions de la metrica
de Minkowski

Sortosament nosaltres vivim en una regié on els camps gravitatoris sén molt
petits des del punt de vista relativista. Si no hi haguessin camps gravitatoris,
la fisica seria descrita per la relativitat especial, que des del punt de vista
geometric es modela a 'espai de Minkowski (R, ), on n designa la métrica que
en la base canonica de R* té per matriu la matriu diagonal n = diag[1,1,1, —c?].
Estudiarem el cas d’'un camp gravitatori creat per una matéria amb tensor
d’impulsio-energia T petit i derivades de T petites, i suposarem que la métrica
de Lorentz g’ a R* associada al camp gravitatori és una pertorbacio petita de la
meétrica de Minkowski. Es a dir, g’ = n + h, amb h petit i derivades de h petites.
L’equacio d’Einstein (13) s’escriura:

Ric(g’) = x (T - %(trg' T)g’) .

Com que g’ = n + h, i tenint en compte la formula (8) que ens dbéna de
manera aproximada la matriu (g""ﬁ), tindrem

(trg T)g' = (g *FTap)g’ =
~ (N = h™)Toug)(n + h) = (n*FTap)n = (tr, T)n,
on hem suprimit (per petits) els termes que porten productes de hi T o producte

de dues h.
Per tant, I'equaci6é d’Einstein s’escriu de manera aproximada:

Ric(n+h) = X (T - %(tr,, T)n) . (16)
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Sigui D (h) el 2-tensor covariant a R* donat per
1 1
D(h)up = En’\“(vwﬁhw + VaVahyg = VaVihge) = 5V Vatrh,

on V indica la derivada covariant associada a la métrica inicial (que en aquest
cas és la de Minkowski).
En virtut de la formula (11) es té

Ric(n + h) =~ Ric(n) + D(h).

Com que el tensor de Ricci de n és nul, I'’equaci6o (16) s’escriu de manera
aproximada
1
D(h) zx(T—E(trn T)n). (17)
Aquesta equacio, tot i ser aproximada, encara és massa complicada. Per tal
de simplificar-la, en comptes de considerar totes les métriques de Lorentz de la

forma g’ = n + h amb h petit, ens limitarem només a aquelles métriques g’ =
n + h tals que h (a més de ser petit) compleix la condicié suplementaria

1
divh = Edtrh, (18)
on d indica la diferencial exterior. Aquesta condici6 s’escriu en components:

V“I’wa = %v“ tr h.

Tenint en compte que les derivades covariants associades a la meétrica de
Minkowski son les derivades ordinaries i que V, commuta amb Vg, es veu
trivialment que per a les h que compleixen la condici6 (18) hom té

1 1

on 'operador O és I'operador de d’Alembert que actua sobre les funcions f

de R* aixi: 22 -y 2 -y
1
aof = _ v
F= 5602 T oz T oz T o ar2
Per tant, per a les h que compleixen (18), I'’equaci6 (17) s’escriu:

1
_E‘jhtxﬁ = XS«p; (19)

on S designa el tensor T — (1/2)(tr, T)n que apareix al segon membre de (17).
Observeu que en les regions de R* on el tensor T s’anulla (on no hi ha matéria),
també S s’anulla i en aquestes regions ’equaci6 d’Einstein s’escriu de manera
aproximada:

Dha(B =0,

que és I’equacio d’ona per a cada una de les 10 components hqg de h.
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Resumint: I'equacié d’Einstein aproximada corresponent a una metrica g’ =
n + hiaun tensor d’'impulsio-energia T (amb T i h petits) és (17). Ara bé, per a
les metriques g’ que provenen d’'un h que compleix (18), I'’equacié d’Einstein
aproximada es pot escriure de la forma més senzilla (19). Cal, doncs, preguntar-
nos per la significacio fisica de la condicio (18). Per fer aixo cal estudiar 'accio
dels difeomorfismes proxims a la identitat sobre I'equaci6 (17).

6 Accio de difeomorfismes proxims a la identitat
sobre les metriques

La practica totalitat dels llibres classics de relativitat, en arribar a aquest punt,
fan uns calculs senzills en coordenades per explicar que la condici6 (18) és
irrellevant des del punt de vista fisic, calculs que amaguen una mica que aquest
fet involucra difeomorfismes de la varietat proxims a la identitat i derivades de
Lie respecte als camps que parametritzen aquests difeomorfismes. Per posar
de manifest tot aixd de manera clara convé considerar un marc una mica més
general que el de I'apartat anterior. Situem-nos en el context d’'una varietat de
Lorentz (V, g) per a la qual existeix una metrica de Riemann y tal que la varietat
de Riemann (V,y) és completa. En aquesta situaci6, podem parametritzar els
difeomorfismes de V proxims a la identitat pels camps vectorials £ proxims a
zero a través de ’exponencial geodeésica de y, tal com explicarem a continuacio.
Donat un camp vectorial &, designem per f¢ el difeomorfisme

fg: V- \%
x - z(x,1,8&),

ont — z(x,t,&) indicaltnica geodésica de la varietat de Riemann (V, y) tal que
z(x,0,&) = x1i2(x,0,&) = & Sigui g’ = g + h una métrica de Lorentz proxima
a g. Posem per g’ o fg = (fgl)*g’. Designem per V' la derivada covariant
associada a la meétrica g’ i per V la derivada covariant associada a g. Si la
metrica g’ és de la forma g’ = g + h amb h petit, la métrica g’ o f¢ quan & és
petit també sera proxima a g i, per tant, sera de la forma g’ o fg = g + hg amb
hg petit. La proposicio segiient descriu la relacio entre hg i h:

PROPOSICIO 9. Es compleix
I’Lg ~h- ng,

i en qualsevol carta local aixo es pot escriure

(hg)o(B =~ haﬁ - V(XEB - vﬁgo&-

PROVA. Aplicant la férmula de Taylor a la corba t — z(x, t, &), obtenim:

z%(x,1,&) = z%(x,0,&) + z2%(x,0,&)(1 - 0) + - - -
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Aixo0 dona
SE(x) = x%+&%(x) + T*(8), (20)

on T (&) indica un terme d’ordre > 1 en &.
L’expressio (20) ens permet calcular el jacobia

aféx — 5 + E 4o
oxB ~ O T 5xB
El jacobia del difeomorfisme invers sera

o(feH 5. O
oxB TP T oxk

PR 1)

Com que

sl o o\ _ _ ) _ )
((fgl) (g ))x (axifx’axiﬁ) _g.fgl(x) ((fgl)*axiai(fgl)*m)y

tenint en compte ’expressié (21) del jacobia del difeomorfisme invers, tindrem
(9" o fe)ap(x) = Gog(fg ()~
— (QuENgap(fe ' () = (OpEN G (fe 1 (X)) + -+, (22)

on 0, designa, com sempre, 0/0x%.
Ara bé, per la formula de Taylor resulta

Fapg (51 (X)) = Gog(x) + D (fg O = xM)oagipp + -+ - =
A
= Gup(X) + D (XM —EY) —xM)oagpg + - - -
A

Aix0 s’escriu com
g:x[;(fgl(x)) = g:xB(X) - E(gleg) Ty,

on 5(9&3) indica el camp & actuant (com a derivacié) sobre la funcié g:xﬁ.
Substituint aquesta expressié a (22) s’obté

(9" © fe)ap(X) = Gop(X) — E(Gyp) =
— (0aEM G35 () = (BpENGoa () + - -+ (23)

Ara bé, els termes —(aD(E")ggﬁ(x) - (EBEA)g(’XA(x) de I'’expressio anterior es
poden escriure com

7 (55 5e8) + (5 [5:5]):
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Substituint aixo a (23) i tenint en compte 'expressio (2) de la derivada de Lie,
obtenim

(9" o fap(x) = Gop(x) — (Lgg ) ap(x) + - - - (24)

Utilitzant la notaci6 de la subsecci6 1.2.3, tindrem
Vi oxeE = Vojoxe& + Q(3/3x*,E) = Vojoxe& + QupEP.

Ara bé, els termes QO(BEB contenen productes de h i de & (ambdos petits).
Seran, per tant, negligibles i (24) s’escriura

(9" © fe)ap ~ Gag — (VaEMGrp — (VEEM G =
= o + Map — (VaEN) (Gag + hag) — (VEN) (o + han) =
~ gop + Map — (VaENGag — (VEEMN Gor =
=gop+hapg — Va&pg— Vg&a-

Aix0 prova la proposicio. O

7 Eleccié d’'una referéncia convenient per a I'’equacio
de gravitacio

Tornem-nos a situar en el marc de la secci6 5. Estavem a R* amb la métrica n de
Minkowski. L’equacié d’Einstein aproximada corresponent a una metrica g’ =
n + h i a un tensor d'impulsioé-energia T (amb T i h petits) era (17). Per a
les metriques g’ que provenien d'un h que complia (18), 'equaci6é d’Einstein
aproximada es podia escriure de la forma més senzilla (19). En aquesta situacio
establirem el teorema segiient:

TEOREMA 10. Sih és solucio de

1
) Ohag =~ XSap
1 (25)
vphpo( ~ EVo(trh,

llavors h és solucio de 'equacio d’Einstein aproximada (17). D’altra banda, si
h és solucio de 'equacio d’Einstein aproximada (17), llavors es pot trobar un
difeomorfisme fg proxim a la identitat (difeomorfisme associat a un camp &) tal
que si posem (fgl)* (n +h) = n + hg, aleshores hg sigui solucio de (25).

Dit de manera menys precisa: les equacions aproximades (25) son equivalents
a l'equacio aproximada d’Einstein (17).

Del fet d’escollir un difeomorfisme adequat perqué es compleixi la segona
equaci6 aproximada de (25) els fisics en diuen escollir una gauge. Nosaltres
traduirem el mot angles gauge (emprat arreu) per referéncia.
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PROVA. La primera implicaci6 ja I’hem demostrat a la secci6 5. Per demostrar
la segona vegem en primer lloc que 'equacio6 (17) és invariant per I’accio de
difeomorfismes infinitesimals. Es a dir, quan s’aplica un difeomorfisme infinite-
simal a aquella equaci6 s’obté exactament la mateixa equaci6. Comencem pel
primer membre de (17). Vegem, amb la notaci6 de I'apartat anterior, que si € és
un camp vectorial es té D(h)=D (hg). En efecte, de la definicié de D (h) hom té

1 1
D(hg)up = 5n“‘(vwg(hg>w+vwmg)ug—ku(hg)w—Evﬁvatrhg.

Substituint aqui hg per I'expressio (hg)qg = hag — Va&p — VpEx donada per
la proposici6 9, s’obté per un calcul senzill que D (hg)=D(h).

Naturalment, si el primer membre de (17) és invariant per 1'accié d'un
difeomorfisme infinitesimal, el segon membre, també. De totes maneres aixo es
pot veure directament de la manera que explicarem tot seguit.

Recordem que haviem designat per S = T — (1/2)(tr, T)n. Els mateixos
calculs que hem fet per establir la formula (24) ens portarien a I'expressio

(Sofg)=S—LgS+---

En virtut de (2), tindrem

0 ) 0 0
(LeS)ap = E6ar) =5 (855 - 57) =5 (55w B s )
En cada un d’aquests termes, hi intervenen productes de € i de S, ambdos
petits. Per tant, LgS = 01 (S o f¥) = S.
El segon pas que farem és veure que, donada una meétrica g’ = n+ h proxima
a n, podem trobar un camp vectorial & per al qual la metrica g’ o fg = n + hg
compleixi la condici6 (18), que s’escriu

1

Com que (hg)ap = hap — Va&p — Vp&q, €l primer membre de (26) esdevé
VP (hg)pa = VPhpa — Vi divE — 0.

Per altra banda, trhg = trh — 2 div €. Per tant (26) s’escriu, finalment
OEw = Vhap — 5 Valrh. (27)

Aix0, per a h donat, és una equacio en £ que té infinites solucions depenent
de les condicions inicials que s’imposin a &£. Qualsevol d’aquestes solucions ens
dobna un difeomorfisme infinitesimal com el que busquem.

Prenguem ara h que sigui solucio6 de I’equaci6 d’Einstein aproximada (17). Pel
procediment que acabem d’indicar trobem un camp & tal que el hg corresponent
compleixi la segona equacioé aproximada de (25). Com que I'equacio6 (17) és
invariant per 'accié de difeomorfismes infinitesimals i h era soluci6 de (17),
hg també ho sera. Per tant, hg sera solucio de la primera equacio de (25). O
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Més endavant necessitarem el lema técnic segiient relacionat amb I’afirmaci6
de la segona part del teorema anterior.

LEMA 11. Sih és solucio de I'equacio d’Einstein aproximada (17), si & és un camp
vectorial tal que hg és solucio de (25) i si T és qualsevol camp que compleix
OC«x = 0, llavors el camp &' = & + T és tal que hg també és solucio de (25).

PROVA. A la demostraci6 de la segona part del teorema 10 haviem pres com a
camp & qualsevol camp que fos soluci6é de (27). Naturalment, si & és solucio
de (27) i € compleix OCy = 0, el camp & = & + € també és soluci6 de (27). O

Einstein va donar solucions explicites de les equacions (25) en els articles [8]
i [9]. Per veure com es poden resoldre, diguem que és ben conegut que en
mecanica classica el potencial gravitatori (a R3) produit per una matéria amb
densitat p(x) ve donat per

p(y)
|x — | s

Vix)=-G LW

i que aixo correspon a la solucié de ’equaci6é de Poisson
AV =4mtGp

que s’anulla a I'infinit.
De manera analoga, es pot demostrar que a R* la solucio de

av = 4mGp
que per a cada t s’anulla a l'infinit de R3 x {t} és el potencial

1
t+clx -y
[x — I

Vix,t) = —GJW Py, dy

Per tant, les hyp solucions de (25) que busquem so6n

1
_ X Saﬁ(y;t—z|x—y|)
hap(x,t) = 1t s x| ay. (28)

Ara bé, cal preguntar-nos si aquestes hyg compleixen també la segona
equacio de (25). Veurem que si. En efecte, sabem que el tensor T d’impulsio-
energia té divergeéncia nulla. Aixo porta com a conseqiiéncia que el tensor
S =T-(1/2)(tr, T)n compleix la condicio

1
VpSpo( = EV(xtrS.

Utilitzant aquesta condicié es pot veure que les solucions hyg donades
per (28) compleixen automaticament la segona equacio de (25).
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8 Que entenem per ona gravitatoria

Ja hem dit al comencament de la secci6 5 que sortosament nosaltres vivim
en una regié on els camps gravitatoris son molt petits des del punt de vista
relativista i que la fisica del nostre entorn és modelada per pertorbacions
petites de la metrica de Minkowski n + h; i si el nostre entorn és el buit, ara
i aqui el tensor h, llevat d’un cert difeomorfisme de R*, complira I'’equacio
d’ona Ohyg = 0. Estariem, doncs, temptats de dir que una ona gravitatoria és
una pertorbaci6 petita de la metrica de Minkowski n de manera que es pot
trobar un cert difeomorfisme de R* tal que aquesta pertorbacié s’expressa
com n + h, amb el tensor h que compleix 'equacié d’ona Ohyg = 0. Ara bé, si
les components hyg no depenguessin del temps, la pertorbacio corresponent de
la metrica de Minkowski podria considerar-se una ona gravitatoria? Evidentment
que no, perque la idea intuitiva que tenim d’ona esta associada a alguna cosa
que varia amb el temps.

Siles hyg no depenen del temps, I'equacio d’ona Ohyg = 0 esdevé I'equacio
de Laplace

3. 3%hy
Ahgg = ; a(xi)g =

perqué 9%hqg/0t? = 0. Aquest és el cas del camp gravitatori produit per qual-
sevol estrella esferica (en particular, pel Sol), camp estatic que no déna lloc a
cap ona gravitacional. Vegem amb detall com son les hg en aquesta situacio.

Es ben conegut que la métrica de R* associada al camp gravitatori d’una
estrella esférica és la de Schwarzchild,

gz(ll )dr +r2(de? + sin® pd6?) — c? < k) dt?,
_r

amb k = 2Gm/c?, on m és la massa de 'estrellai G és la constant de gravitacio
de Newton (7, @ i 0 son coordenades esfériques de R3, amb @ designant
la colatitud i 0 la longitud). Quan m = 0, 'expressié anterior coincideix amb la
metrica de Minkowski. Sigui h = g — n. Les tniques components no nulles de h
son les seglients: hy = % ihg = C:—k Si ens cenyim a la teoria linealitzada i
no pas a la de les solucions exactes, tenim

k k/v kK 1 k( k) k c%k
~ 1+—-)~=-

M =y Tkir=1" ri-kir s r o =

Es pot veure que 'operador de d’Alembert O en les coordenades (v, @, 0,t)
s’expressa
02 1 02 1 02 1 02 20 cotangp 0

0= - + — + b
or2  r20@?  ¥2sin°@ 002 c20t2 ror r2  dQ

Les nostres hyg no nulles només depenen de 7 i son, llevat d'una constant
multiplicativa, el potencial classic 1/7. Compleixen Ohyg = Ahgg = 0.
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9 Ones gravitacionals monocromatiques, planes

Les ones que ens arriben procedents d’alguna estrella llunyana podem conside-
rar que séon ones planes. Per tant, tenint present I'’exemple de la subseccio6 1.1,
estudiarem ones de la forma

h(xﬁ _ AO(B Re(ei(k1x1+kzxz+k3X3—wt))’ (29)

on Axg son constants reals que formen una matriu simetricai Re( ) designala
part real del que hi ha entre paréntesis. D’ara endavant, per comoditat, ometrem
I'escriptura de Re( ) ila sobreentendrem. Les ones h de la forma (29) no son
pas totes les que compleixen I'’equacié d’Einstein aproximada (en el buit), pero
si que qualsevol solucié no estatica d’aquesta equacibé pot ser expressada per
superposicié de Fourier d’ones de la forma (29).

En Pexpressio (29) s’utilitzen les coordenades (x1, x2,x3,t) de I'espai de
Minkowski, en les quals la métrica s’expressa com diag[1, 1,1, —c?]. Posem
x*=ct iusem les coordenades (x!,x2, x3,x%) en les quals la métrica té I'ex-
pressio diag[1,1,1,—1]. Com que t = x*/c, si posem k4 = —w/c, 'ona (29)
s’expressara per

Nap = Aag X, (30)

on hem omes Re( ) perque ho sobreentenem.

No cal dir que a '’espai de Minkowski identifiquem 1-formes i vectors a
través de la metrica i que k pensada com 1-forma té components (k,) amb
ks = —w/c, mentre que la mateixa k pensada com a vector té components (k")
amb k* = w/c.

Es immediat veure que la condicié que les hyg de (30) compleixin Ohyg = 0
equival al fet que k compleixi k} = 0 (o sigui, n(k,k) = 0, pensant k com a
vector). També és immediat veure que la condicié divh = %d tr h equival al
fet que la matriu A = (Axg) compleixi A gkH = %(tr A)kg. Per tant, s’haura de
complir

kakd =0, AugkH = %(trA)k[;. (31)

Analitzem la primera d’aquestes dues condicions. Recordem que a la subsec-
ci6 1.1 definiem el vector d’ona com el vector k de R3 donat per k= (w/v)n, on
71 era el vector unitari en la direcci6é de propagaci6 de I'ona. D’aqui es desprén
que la norma de k compleix IEI = w/v. En aquesta seccié hem afegit, pero, una
quarta component a k i I'hem considerat com un vector de I’espai de Minkowski.
Recordem que k* = w/c iky = —w/c. Aixi, doncs, tindrem kik® = k;k! + ksk*
(I'index i varia d’1 a 3). Per tant, kak® = (w/v)% — (w/c)?. Veiem, doncs, que la
condici6 kak? = 0 equival a dir que la velocitat de propagacié v de I'ona sigui
igual a la de la llum c.

10 Polaritzacions de les ones gravitatories planes

De les dues condicions de (31), la primera es compleix sempre que la velocitat
de propagaci6é de ’ona (30) sigui la de la llum. La segona igualtat de (31) ens
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dona quatre condicions (una per a cada f) que relacionen els elements de la
matriu A. Com que la matriu A és simeétrica, en el cas geneéric tindra 10 elements
diferents. Si aquests 10 elements estan relacionats per 4 equacions (segona
condici6 de (31)), en quedaran 6 d’independents. Es a dir, en el cas genéric, la
matriu A tindra 6 elements independents i els altres seran determinats per (31).

Veurem a continuacio, pero, que podem trobar un difeomorfisme infinitesi-
mal  convenient de R* tal que la h¢ corresponent sigui de la forma

(he)ag = Bape®™™" (32)

de manera que la matriu B compleixi les mateixes condicions que complia A,
pero tingui només 2 elements independents en comptes de 6. Amb aquest
proposit considerem un camp vectorial £ de R* de la forma

C% = Re(P%ekv"), (33)

amb els P* nameros complexos a determinar. Com sempre, d’ara endavant
ometrem Re( ) en els calculs. En virtut de la proposicio 9, la h¢ relativa a
aquest camp C estara relacionada amb la h que teniem per mitja de

(hC)o{B = h(xﬁ - V(xgﬁ - VBC(X-

Substituint aqui les (h¢)«g, les hyp 1les T pels seus valors donats a (32), (30)
i (33) i operant, s’obté:

Buap = Aup — ikxPg — ikgPq. (34)

Aquesta formula relaciona les matrius A = (Aqg) 1 B = (Bxg), 1 a partir d’ella es
veu facilment que si la matriu A complia (31), la matriu B compleix automatica-
ment les mateixes relacions, és a dir, Bygk* = %(tr B)kg, independentment dels
valors que prenguin les P, que encara no hem fixat.

Fixat un vector temporal u de I’espai de Minkowski, podem escollir els valors
de les quatre P, de manera que es compleixin les quatre relacions B(xguﬁ =0.
Aix0 es fa imposant

(Ang — ikaPp — ikgPy)uf = 0.

Es determinen les quatre P, en funcio de les Ayg a partir de les quatre equacions
anteriors. En resum, la matriu B que finalment obtindrem complira d'una banda
les quatre relacions BygkH = %(trB)kB i les quatre relacions Byguf = 0. Com
que la norma del vector temporal u escollit no influeix en la condicio B,xBuB =0
que hem imposat, suposarem que u té norma ic. Si, per fixar les idees, escollim
una base de I'espai de Minkowski que tingui ©u com a quart element, u =
(0,0,0,1), la condicié ByguP = 0 s’escriu Bya = 0.

En resum, la matriu B que finalment obtinguem a partir de (34) complira
d’'una banda les quatre relacions Bgk* = %(trB)kB i de l'altra, les quatre
relacions Bys = O que hem imposat. En total, 8 relacions per a 10 de les
components de B. Per tant, només n’hi haura 2 d’independents.
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A més, aquesta matriu B tindra traca nulla. En efecte, fent § = 4 a les
relacions B, gk* = %(tr B)kg, com que els By4 soOn nuls, ens queda (trB)ky =0
i, com que k4 # 0, la traca de B s’ha d’anullar.

Suposem que prenem els tres eixos de R3 de manera que ’ona gravitato-
ria (32) que ens arriba segueix la direccié de 'eix de les z negatives (ens arriben
de dalt del cel!). Aleshores el vector d’ona de R3 sera k = (0,0, —w/c) iles com-
ponents k% del vector d’ona de I'’espai de Minkowski seran (0,0, —w/c,w/c).
Aixi, larelacio B,1 k¥ = 0 ens dona B3 = 0, larelacio By»k* = 0 ens dona B3, = 0
i la relacio B,z3k* = 0 ens dona B33 = 0. Com que la traca ha de ser nulla, la
matriu B adopta la forma segiient:

Bin Biz 0 O

_|Biz -Bin1 0 O

0 0 00

Considerem les dues matrius segiients:

1 0 0O 01 00
0 -1 0 O 1 0 0O
A4=1o 0 o o] *=lo 0o o0 o0
0 0 00 00 0 O

Obviament, la matriu B s’expressa com a combinaci6 lineal d’aquestes dues.
Per tant, tota ona gravitatoria plana de la forma (32) que ens arriba a nosaltres
en la direcci6 de les z negatives és combinacio lineal de h, = A, COS((A)(% +t))
ide hy = Ax Cos(w(% + t)), que s’anomenen ones gravitatories polaritzades.
Com que l'origen de temps és arbitrari, canviant t per t + tp a w(% +t) ens
queda de la forma w(f +t) + C, on C indica la fase. Per tant, I'’expressio més
general seria hy = A, cos(w(Z +t) + ), hx = Accos(w(Z + 1) +T).

Observeu que, com que la tercera fila de les matrius anteriors és nulla, les
ones no tenen component en z i son, per tant, transverses a la direcci6é de
propagacio. Aclarim que els simbols + i X de h; i hx no tenen cap relacié6 amb
cap suma ni producte, sin6 que indiquen «en creu» i «en aspa», denominacio
que quedara justificada més endavant. La gauge determinada de manera que
I’ona que ens arriba en la direccié de I'eix de les z tingui la forma (35) rep el
nom angles de Transverse Traceless Lorentz gauge, abreujadament, TT-gauge, i
nosaltres en direm referéncia TT.

11 Efectes d’'una ona gravitatoria sobre particules lliures

Suposem una particula en una regio lliure de camps gravitatoris. La seva vida
sera descrita per una recta de 1'espai de Minkowski de vector director tempo-
ral u. Quan arriba una ona en la direccié de I'eix de les z, ona formada per
la superposicié d’ones monocromatiques de la forma (29), elegim la referén-
cia TT de manera que el vector u que ens servia per fixar les quatre P, sigui
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el vector u de la vida d’aquesta particula, i elegim llavors la base de I’espai
de Minkowski de manera que u sigui el quart element de la base. La vida de
les particules lliures sera descrita per geodesiques y (1) les components de les
quals compliran les equacions de les geodésiques

aryr oy dy*dyf

dr2 ~ B4t dt-

(36)

Veurem ara que en la referéncia TT els simbols de Christoffel I}, sén nuls.
En efecte,

1
I}y ~ 5'7A“(34hu4 + 04h4y — Oyhag). (37)

Pero, en virtut de la forma (35) de les amplituds de les hyg, totes les hx4 sOn
nulles. Aleshores, de (37) se segueix que 12{‘4 = 0.

La vida de la particula que considerem, abans que I’ona hi arribés, era repre-
sentada per una recta vertical y(T) = (xo, Y0, 20, T) de I'espai de Minkowski,
amb xg, Yo, zo constants. Quan arriba 'ona, la métrica de I'espai canvia i passa
a ser n + h. Perd com que els simbols de Christoffel [}, de la nova métrica
s’anullen, la mateixa corba y (1) = (xo, Y0, 20, T) compleix les equacions (36) i
és una geodesica de la nova metrica. Per tant, segueix en caiguda lliure i no nota
cap acceleracio. Aixo no és gens estrany ja que qualsevol particula en caiguda
Iliure segueix en caiguda lliure quan canvia el camp gravitatori. El que aqui
pot sorprendre és el fet que la descripcio en coordenades de la vida y(7) de la
particula sigui exactament la mateixa.

Com que la métrica ha canviat en arribar 1’ona, I'nica manera que té un
observador intelligent que viatgi amb la particula d’adonar-se de la preséncia
de I'ona és mesurant la posicié de particules proximes. L'observador atribuira
a les particules proximes una acceleracié donada pel teorema 8 de la seccio 4.
Segons aquest teorema, I'acceleracio que ’observador atribuira a una particula
proxima de vector posicio & sera R(y, £)y. Designem per a' les tres components
d’aquest vector acceleraci6. Tindrem

a' = &'Ri,. (38)

Per aplicar aquesta formula ens cal calcular les components del tensor de
curvatura de la métrica n + h en la referéncia TT. La féormula (10) aplicada a la
metrica n + h ens doéna

1
Rfl)u4 ~ E”pA(vuv4h4A - v4vul’l4)\ + VHV4I’1)\4—
- V“VAh44 + V4v/\]’l4u - V4V4h)\“). (39)

Les components de derivades covariants que apareixen en aquesta formula
(per exemple, V4h4)) s’expressen com a derivades ordinaries (04h4)) més termes
on apareixen productes de simbols de Christoffel per hy,. Com que els simbols
de Christoffel s’expressen en funci6 de les h,,, aquests termes contindran
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dues h,, i en el context de I'aproximacio lineal que fem son negligibles. Per
tant, les derivades covariants que apareixen a (39) podem considerar que s6n
derivades ordinaries. D’altra banda, en la referencia TT totes les h4) son nulles.
Per tant, ens queda
52
P 1 pa
Ripa = 2” ot? ez

Tenint en compte que & és el vector posicio de la particula respecte al’observador

i que I'acceleraci6 de la particula respecte a I’'observador és dt , la férmula (38)
ens quedara (recordem que els indexs grecs varien d’l a 4 i els llatins d’1 a 3):

; dZEi

i 0%hy

1
= _—%J
dt? ZE ot? -~

Tot i que & varia amb el temps, podem substituir amb tota tranquillitat el
vector & que apareix al segon membre de I'’equacié anterior pel valor & que
pren a l'instant t = O perqueé tots els valors de & s6n molt propers a &. Ens
queda, doncs, ,
i_ a’gr _ 75 ;02 h”.
dt? 0 a2
Aplicarem ara aquesta formula per veure com son les acceleracions de les
particules segons la posici6 que ocupen respecte a I'observador. Recordem
que en la referéncia TT que usem se suposa que 1’'ona avanca en la direccio
de les z negatives (ve de dalt). Suposem que ’observador es troba a I’origen i
que observa una particula inicialment situada al punt &, = (¢ cos 0, £sin 0, 0).
Per simplificar-ho, suposem que I’ona que passa (monocromatica) té polarit-
zacié + (qualsevol ona és suma d'una ona amb polaritzacié + i una altra
amb polaritzacié x). Sigui H I'amplitud d’aquesta ona. Com hem vist a la
seccio 10, les components hyg no nulles d’aquesta ona (en el pla z = 0) s6n
hy1 = Hcos(wt+7C), hyp» = —H cos(wt+C). Prenguem I'origen de temps de ma-

nera que la fase € de 'ona sigui —71/2, amb la qual cosa hq; = H sinwt = —h2».
2
Tindrem 86?2“ = —Hw?sin wt i & hzz = Hw? sin wt. D’acord amb (40), el vector

acceleracio sera

(40)

2 .
a= W(COS 0,—-sin0,0).

Els valors d’aquesta acceleracié corresponents a @ = 0i 0 = 1t (dues particules
inicialment en posicions oposades sobre I'eix de les x) son

2H sin wt 2H si
al0] = <SRN (1,0,0), alm] = w(_l’o,o)_
Constatem que sobre elles actuen forces oposades. I els valors corresponents a
0 =m/2160 = —1/2 (particules inicialment en posicions oposades sobre 1'eix
de les ) son
£w?H sin wt £w?H sin wt

alm/2] = #(O,—l,O), al-m/2] = #(O, 1,0).
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Sobre elles també actuen forces oposades, pero amb sentit diferent de les de
leix de les x (vegeu la figura 2).
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FIGURA 2

Si en comptes de treballar amb una ona de polaritzacié + ho haguéssim fet
amb una de polaritzaci6 x hauriem arribat a conclusions similars sobre les
particules situades en posicions oposades sobre les rectes y = xiy = —x.

Fins ara hem calculat I'acceleraci6 que I’'observador mesurara d’una particula
situada inicialment en la posicié &y = (£ cos 0, € sin 0, 0). Preocupem-nos ara,
no de l'acceleracio, sin6 de la posicié que I'observador mesurara al llarg del
temps. La integral general de (40) és

cH
-~~~ cosOsinwt + k't + C!,

g 5

EH . .
g = - sin 0 sin wt + k’t + C?,
amb k!, k2, C!, C? constants d’integracio. Les constants k! i k? hauran de ser nul-
les per excloure moviments uniformes de la particula respecte de I'observador,
i les constants C!, C? s’han d’escollir de manera que, per a t = 0, la posici6 de
la particula sigui &y. Ens queda, finalment,

&= (scos 0— % cos 0 sin wt, esin 0 + % sinQSinwt,O) . 41)

Com hem fet abans amb I'acceleracid, explicitem aquest vector posicié & per
a dues particules situades inicialment sobre I'eix de les x en posicions oposades
(corresponents a @ = 01i 8 = 1r) i per a particules en posicions oposades sobre
I'eix de les y (corresponents a 8 = /21 0 = —1r/2). Tindrem:

E[o] = (E - % Sil’l(Ut,0,0) , Elm] = (—s + % Sinwt,0,0> ,

(42)
H H
Elmr/2] = <0,E + %sinwt,o) , &[-m/2] = <0, —& - % sinwt,O) .
Com passava amb les acceleracions, veiem aqui també que les vibracions
de les dues particules sobre I'eix de les x i de les dues sobre I'eix de les y son
oposades. Quan les primeres s’allunyen, les segones s’apropen i viceversa. Com
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hem dit abans, també, si en comptes de treballar amb una ona de polaritzacié +
ho haguéssim fet amb una de polaritzacié x hauriem arribat a conclusions
similars sobre les particules situades en posicions oposades sobre les rectes y =
Xiy=-x.

12 Aparells per detectar ones gravitacionals

Sibé al llarg dels cent anys d’historia de la relativitat general s’han ideat diversos
aparells per detectar ones gravitatories, els que s’han imposat ultimament son
els basats en la mesura per interferometria dels canvis oscillatoris produits
en la distancia entre particules situades en direccions perpendiculars, donats
per (42).

Abans de descriure el seu funcionament recordem que vivim en una regio
on els camps gravitatoris proxims no produeixen ones gravitacionals. En efecte,
hem dit a la secci6 8 que els camps gravitatoris estatics (que no depenen del
temps) no produeixen ones. Per tant, el camp de la Terra (el més proxim),
considerat ailladament, no produeix ones. El camp global del Sistema Solar
si que produeix ones en virtut del moviment dels planetes, pero sén d'una
intensitat molt petita i d'una freqiiéncia també molt petita. Quan més endavant
comentem 1’ona captada pels detectors de LIGO el 14 de setembre de 2015,
analitzarem un senyal de mig segon de durada. Com que la variaci6é de la
posicio dels diferents planetes del Sistema Solar en mig segon és practicament
negligible, les ones gravitacionals produides per aquesta variacié també ho sén.

Dit aix0, passem a descriure el funcionament dels detectors d’ones basats
en la interferometria. L’esquema d’aquests detectors esta illustrat en la figura 3.
Suposem que ens arriba una ona de polaritzacio +. Suposem que el detector esta
orientat de manera que els eixos x, v de '’esquema de la figura 3 corresponguin
als eixos x, y de la referéncia TT adaptada a ’ona (segons aquesta referéncia
I’ona es propaga en la direccié de I’eix de les z). Fem entrar a I'aparell per A
un raig laser de llum monocromatica de longitud d’ona A (en principi aquesta
longitud d’ona A pot ser arbitraria i no té res a veure amb ’ona gravitatoria).
Aquest raig incideix en un prisma que actua com a separador del raig. Una
meitat del raig és reflectida pel prisma (que actua com a mirall) i enviada al
mirall M; il’altra meitat del raig travessa el prisma i va cap al mirall M. Cada
un dels dos raigs que han sortit del prisma separador és reflectit pel mirall
corresponent (per M; o per M) i torna al prisma separador. Alla els dos raigs
son enviats a un fotodetector B.

Abans de passar 1’ona, la distancia entre el prisma separador (que suposarem
situat a ’origen de coordenades de la refereéncia TT que hem pres) i cada un dels
miralls M; i M» és L (lamateixa distancia). Pero aquestes distancies oscillen quan
passa 'ona, i segons (42), quan 'una creix en AL I'altra decreix en la mateixa
quantitat, de manera que quan els dos raigs que han seguit camins diferents
tornen a retrobar-se en el prisma separador, arriben amb fases diferents i aixo
és el que detecta el fotodetector B.
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FIGURA 3

En la deduccio6 de les férmules (41) i (42) hem suposat que tant I'observador
com la particula de la qual aquest mesura la posicio estan en caiguda lliure.
Per tant, en el disseny de I'aparell anterior, tant el prisma separador com els
miralls M; i M»> haurien d’estar en caiguda lliure. Com que aixo és impossible de
realitzar en un aparell terrestre, pensem per un moment qué passaria si el prisma
separador i els miralls M; i M, estiguessin penjats d'un fil (en comptes d’estar
en caiguda lliure). Recordem que hem suposat, de moment, que els eixos x, y
de 'esquema de la figura 3 corresponen als eixos x, v de la referéncia TT
adaptada a ’ona, la qual es propaga en la direccio de I'eix de les z. Per tant, les
variacions en la distancia entre el separador i els miralls només es produeixen
en el pla de les x, v, ino en la direcci6 vertical de I'eix de les z. Aixi doncs, si els
miralls i el separador estiguessin penjats d'un fil (en comptes d’estar en caiguda
Iliure), com que el fil només anulla el moviment d’aquests miralls en la direcci6
de l'eix de les z, la distancia entre ells en passar I’ona seria la mateixa que si
estiguessin en caiguda lliure. Naturalment, aixo que els miralls i el separador
estiguin «penjats d'un fil» és una manera simplificada de dir convenientment
lliures, sense estar subjectes a terra de forma solida.

Tot aixd que hem dit fa referéncia a una situacié en que 1’ona té polaritza-
ci6 + i que, a més, 'aparell és orientat de tal manera que els eixos x, v d’aquest
coincideixin amb els eixos x, y de la referéncia TT de I'ona (la qual viatja en
la direcci6 de I'eix de les z). Pero I'aparell és una construccié molt sofisticada
amb els dos bracos que uneixen el separador central amb els miralls M; i M>
d’una longitud molt gran (en el LIGO so6n de 4 km) i no podem pas orientar
I’aparell per adaptar-lo a cada ona particular que ens pugui arribar. En aques-
tes circumstancies, mesurara alguna cosa un detector com el que acabem de
descriure?

Per veure-ho, continuem suposant de moment que I’ona viatja en la direcci6
de I'eix de les z, pero suposem que els bracos de I'aparell al final dels quals
es troben els miralls M; i M, formen un angle 0 amb els eixos x i y de la
referencia TT de I'ona, tal com indica la figura 4. La formula (41) ens donara
la posici6 del mirall M» al llarg del temps (la formula s’ha d’aplicar amb ¢ = L,



174 Joan Girbau

distancia abans del pas de I'ona entre M> i el prisma separador). Aixi, doncs, la
posicio de M» en el pla de les x i les y sera:

M, =1L (COSQ (1 - gsinwt> ,sin 0 (1 + gsinwt».

FIGURA 4

La distancia de M» al prisma separador situat a ’origen és la norma del
vector anterior, és a dir,

2
L\/l — Hcos20sin wt + H7 sin? wt.

Tenint en compte que V1 +x =1+ % + - - -, aquesta distancia queda (tenint
en compte que H és molt petit i es poden negligir els termes en H?):
H 20
L (1 - &sinwt) .

Per tant, I'increment de longitud d’aquest brac, AL (diferéncia entre I’expres-
si6 anterior i L), sera —L(H/2) cos 20 sin wt. Si fem el mateix calcul per al
brac que conté el mirall M, obtindrem que I'increment AL d’aquest brac és
L(H/2)cos 20 sin wt.

Fixem-nos que quan I'angle 0 és de 45 graus, els increments dels dos bracos
son nuls i I'aparell no detecta res. Tot aix0, suposant que la polaritzaci6é de I'ona
és +. Ja hem dit que les ones amb polaritzacié x es comporten analogament
pero amb un gir de 45 graus. Per tant, quan I’angle entre el brac de ’aparell que
conté M il'eix de les x de la referéncia TT de 'ona és de 45 graus, ’aparell
no detecta les ones amb polaritzaci6 +, pero si que detecta (i amb amplitud
maximal!) les de polaritzacié x. Com que normalment les ones que arriben tenen
components en les dues polaritzacions, I'aparell sempre és capac de detectar
I'ona.
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Tots aquests calculs i raonaments els hem fet, pero, suposant que I'ona ens
arriba verticalment, en la direccié de I'eix de les z. Si no és aixi, les amplituds
quedaran afectades pel cosinus de ’angle entre la direcci6 de propagacié i la
vertical. Per tant, com més s’aparti la direcci6 de I'ona de la vertical més feble
sera el senyal captat.

13 L’esdeveniment astronomic GW150914

Ja hem dit a la introduccié que el 14 de setembre de 2015, a les 9:50:45 de
temps universal, els dos detectors bessons de LIGO van captar un senyal d’unes
dues decimes de segon de durada, que després d’'una analisi acurada s’ha
atribuit a les ones gravitatories produides per la fusi6 de dos forats negres
situats a uns 410 Mpc de distancia, és a dir, a uns 1340 milions d’anys llum.
Aquell esdeveniment astronomic ha rebut el nom cientific de GW150914 i
no va ser anunciat publicament fins al 14 de febrer de 2016, data en qué va
apareixer publicat a la revista Physical Review Letters un article [3], signat per
1023 investigadors de LIGO i de VIRGO, que oferia informaci6 cientifica de la
descoberta. Parallelament altres articles van ser penjats a Internet, entre els
quals [1] i [2]. També hem dit a la introduccié que actualment hi ha al mén
diversos detectors d’ones gravitatories, els més sensibles dels quals son els dos
bessons de LIGO, un a Livingston (Louisiana) i I’altre a Hanford (Washington),
i VIRGO, a Italia, pero justament el dia de la deteccio del senyal GW150914
I’aparell de VIRGO estava fora de servei per treballs de posada al dia, de manera
que només va poder ser captat pels detectors de LIGO.
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FIGURA 5

El senyal en quiestié esta representat en les grafiques de la figura 5. Les
unitats marcades a I'eix d’abscisses corresponen a 0.30, 0.35, 0.401i 0.45 segons,
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i les unitats marcades a I’eix d’ordenades corresponen a I'amplitud de I’'ona;
d’elles en parlarem després més extensament. Les dues grafiques de dalt (de la
figura 5) son propiament els senyals captats pels dos observatoris, mentre que
les dues grafiques de baix corresponen a simulacions teoriques.

En aquest article hem explicat bastant detalladament la naturalesa de les ones
gravitatories que ens arriben a nosaltres (que vivim en una regié de I’'Univers
lliure de camps gravitacionals intensos), pero no hem tractat en absolut la
manera com les ones son produides en regions llunyanes. I aixo és fonamental
per saber quin tipus de senyals esperem detectar. Un tipus d’ona molt estudiat
des del punt de vista teoric és el produit per parells d’estrelles que giren
I'una entorn de I'altra a grans velocitats. Aquests sistemes poden romandre
estacionaris durant temps i poden acabar amb un collapse i fusio de les dues
estrelles. Les dues estrelles que orbiten I'una entorn de I'altra poden ser forats
negres quan les densitats de massa son molt grans. Justament en les dues
grafiques de baix de la figura 5 es mostren les simulacions teoriques que més
s’adiuen amb les grafiques reals observades, i aquestes simulacions corresponen
a la fusi6 de dos forats negres. La freqiiéncia del senyal és justament la que
indica la massa de les estrelles que es fusionen i 'amplitud del senyal és la
que ens permet estimar la distancia nostra a les estrelles.

Observeu que en els articles cientifics sobre aquest esdeveniment s’ofereixen
dades bastant precises sobre la massa estimada dels dos forats negres que
collideixen i sobre la seva distancia a nosaltres, pero es parla de manera molt
imprecisa de la seva localitzacié. No es pot concretar de cap manera a quina
galaxia corresponen. Aixo és degut al fet que els detectors no poden precisar
la direcci6 dels raigs que reben. Hem vist a la secci6 12 que 'amplitud del
senyal és afectada pel cosinus de ’angle entre la direccié de propagacio de I'ona
i la vertical. Si una ona és detectada en diversos llocs de la Terra, coneixent
els temps d’arribada del senyal als diferents indrets i les amplituds d’aquests
senyals es podria determinar la direccié de propagacié. Pero com que I'ona de la
qual parlem només va ser detectada per dos observatoris separats per 3030 km,
aixo és molt dificil. L'anica dada certa sobre aixo és que el senyal va arribar a
Livingston 10 millisegons abans que a Hanford. Tot i la dificultat d’establir la
direccié de I'ona en aquestes condicions, els cientifics de LIGO situen la seva
font en una zona concreta d’'uns 600 graus quadrats de '’hemisferi sud celeste.

Hem deixat per al final el tema de les unitats de I'eix d’ordenades de les
grafiques de la figura 5, perque és el que més pot donar idea de I’enorme
dificultat tecnologica de la deteccidé d’aquestes ones. Aquestes unitats mesuren
el quocient AL/L entre la variacié de longitud dels bracos de l'interferometre
en passar 'ona i la longitud inicial. Es tracta, doncs, d’'una magnitud sense
dimensi6 (longitud dividit per longitud). En les grafiques de la figura 5, les
unitats de 'eix d’ordenades van afectades del factor 10721, Comentem aixo una
mica:

La unitat astronomica (au) és la distancia mitjana de la Terra al Sol i val
aproximadament 1.49598 x 104 millimetres. O sigui que apreciar un mil-
limetre en la distancia de la Terra al Sol seria de I'ordre de 10714, I nosaltres
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estem parlant de 10721, Aix0 representa apreciar un millimetre en una distancia
6600 000 vegades més gran que la distancia de la Terra al Sol! Val a dir, pero, que
I'aparell no cal que mesurilalongitud L dels bracos amb tantissima precisio (cosa
absolutament impossible), sin6 que el que ha de detectar son les variacions AL
d’aquesta longitud.
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