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Nous resultats i procediments en les matematiques
del segle xvii: calcul de maxims a Pietro Mengoli
(1626/1627-1686)

M. ROSA MASSA-ESTEVE

Resum: La publicacio, I'any 1591, de 'obra In artem analyticen isagoge de Francois
Viete (1540-1603) va constituir un pas endavant important en el desenvolupament del
llenguatge simbolic. A comencaments del segle xviI la difusié de I’obra de Viéte va pro-
vocar que altres autors, com ara Pietro Mengoli (1626/1627-1686), també consideressin
la utilitat dels procediments algebraics per resoldre tot tipus de problemes. Mengoli va
seguir el cami de Viete tot construint una geometria d’espécies, Geometriae speciosae
elementa (1659), que li va permetre emprar conjuntament l’algebra i la geometria per
resoldre problemes de quadratura. Mengoli, com Viéte, va considerar la seva algebra
una técnica en la qual els simbols eren utilitzats no inicament per representar nombres
sind també valors de qualsevulla magnitud. Va tractar amb especies, formes, taules
triangulars, quasi raons i raons logaritmiques. Tanmateix, ’aspecte més innovador
del seu treball va ser I'iis de les lletres per tractar directament les figures geome-
triques mitjancant les seves expressions algebraiques. En aquest article, analitzo la
construccio6 algebraica d’aquestes figures geometriques, 1'is de les taules triangulars i
la demostracioé molt original que va fer Mengoli per trobar el maxim d’aquestes figures
geometriques abans del desenvolupament del calcul de Newton i Leibniz. Aquestes
analisis illustren les idees matematiques de Mengoli sobre la funci6é especifica del
llenguatge simbolic com a mitja d’expressio i com a eina analitica.

Paraules clau: figures geometriques, taules triangulars, Pietro Mengoli, matematiques
del segle xvI1, maxim d’una figura, logaritmes, expressio algebraica.
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Introduccio

El desenvolupament de les matematiques al segle XVII pot ser entés grosso
modo per I'impuls de la conjunci6é de tres forces: a) I'heréncia de la matematica

Part d’aquesta investigacio va ser presentada préviament al congrés internacional de Manchester
ICHSTM 2013 dins del simposi «The history and philosophy of mathematical optimization».
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classica exemplificada per les traduccions llatines del Renaixement de les obres
d’Euclides i Arquimedes; b) ’emergencia de I’algebra i la seva utilitzacio en
la geometria conduents a una algebritzacio de la matematica, i ¢) I’extensio
del domini propi de les matematiques a I'tis d’algoritmes infinits i a I’estudi
d’objectes geomeétrics de dimensio infinita. En una época en la qual s’havia
recuperat el pensament classic a través de les traduccions dels textos grecs,
s’introduiren a la vegada en el pensament matematic unes técniques algebrai-
ques molt fertils amb un significat que, a vegades, s’oposava a la comprensio
de les tecniques classiques [16, 17].

Una de les transformacions essencials de les matematiques del segle XvII va
ser I'establiment d'un nou llenguatge simbolic com a eina matematica. El nou
llenguatge de simbols, que no era només una nova manera d’escriure sin6 que
aportava nous objectes i nous procediments, es va comencar a emprar també
a les operacions i construccions geometriques per obtenir nous resultats. De
fet, dues de les novetats a les matematiques del segle xviI, la creaci6 de la
geometria analitica i els primers desenvolupaments del calcul infinitesimal, van
ser impulsats per les connexions entre les expressions algebraiques i les corbes
que descriuen les figures geometriques, en utilitzar procediments algebraics
per a resoldre problemes geometrics.

Un dels punts d’inflexié per al desenvolupament d’aquest llenguatge sim-
bolic el va constituir la publicacio, I'any 1591, de I'obra In artem analyticen
isagoge de Francois Viéte (1540-1603). En aquesta obra es va fer evident I’avan-
tatge d’utilitzar simbols dins la matematica, no Uinicament per representar
les incognites, siné també per representar les quantitats conegudes, la qual
cosa permetia tractar les equacions de manera general [32, 12] i [25]. A més
Viéte va introduir una algebra «nova», emprant la que va anomenar «logistica
especiosa», és a dir, calculs amb «espeécies», enfront de la «logistica numero-
sa», és a dir, calculs amb ntimeros que ja es desenvolupaven a les algebres
renaixentistes anteriors. El sistema de Viete era un metode de calcul d’espeécies,
tipus o classes d’elements més que de calculs directes amb cada element. Les
especies de I’algebra de Viete eren tot tipus de magnituds, numeériques —com
ara els numeros naturals i racionals—, pero també geomeétriques —com ara les
longituds, les arees, els volums o els angles.

L’obra de Viéete va tenir una gran difusio! i, a principis del segle xvI1, un
bon nombre de matematics va comencar a adonar-se que els procediments
algebraics eren una eina molt Util per resoldre problemes geomeétrics. Entre
aquests podem citar Pierre de Fermat (1601-1665),% tot i que la figura més
influent en la recerca sobre les relacions entre 1'algebra i la geometria va ser

1 L’algebra de Viéte va ser la guia per a resoldre equacions a I'aritmetica, a la geometria i a
la trigonometria. Un exemple és ’obra enciclopedica de Pierre Hérigone (1580-1643), Cursus
mathematicus, Paris (1634, 1637, 1642), que consta de sis volums, entre els quals un d’algebra.
Sobre I'obra d’Hérigone vegeu una analisi comparativa entre 1’algebra de Viéte i la d’Hérigone
a [23], el tractament dels Elements d’Euclides a ’obra d’Hérigone a [24] i la influéncia de I’'obra
de Viéte en I'obra d’Hérigone i la d’aquest en la de Mengoli a [25].

2 Fermat no va publicar mentre vivia i els seus treballs circulaven en forma de cartes i manus-
crits. Sobre Fermat vegeu [10, p. 65-71 i 286-292] i [15, p. 229-232].
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René Descartes (1596-1650), autor de la coneguda obra La géométrie, que
figurava com un apéndix en el seu Discours de la méthode (Leiden, 1637).
Aquest treball de Descartes va suposar un punt de partida per contemplar
la geometria des d’una altra perspectiva [11, 8, 3]. A partir de la seva obra, i
durant un segle aproximadament, es va dur a terme el procés d’algebritzacio de
les matematiques [17, 22], un periode en el qual es va passar d’'una manera de
pensar les matematiques gairebé exclusivament geometrica a un pensament
matematic més algebraic. Aquesta evolucié va ser lenta i desigual. Alguns
autors van adoptar les tecniques algebraiques en la seva obra i, a la vegada,
van intentar justificar-les o transformar-les d’acord amb la matematica classica.
D’altres, malgrat coneixer I’existéncia d’aquests procediments, els consideraven
aliens al pensament matematic i, fins i tot, els refusaven. Finalment, alguns
acceptaven aquesta nova manera de pensar com un complement més per al
desenvolupament de les seves técniques matematiques [22].

Situat en aquest ultim grup, Pietro Mengoli (1626/1627-1686), matema-
tic bolonyeés deixeble de Cavalieri, seguint les idees algebraiques de Viete, va
construir una algebra d’«especies» a la geometria, que li va permetre emprar
complementariament I’algebra i la geometria [19, 21]. El nom de Mengoli apa-
reix en el registre de la Universitat de Bolonya en el periode 1648-1686, on
va succeir el seu mestre Cavalieri a la catedra de matematiques. Es va graduar
en filosofia I'any 1650 i tres anys més tard, en lleis civils i canoniques. En
un primer periode va escriure tres obres de matematica pura: Novae quadra-
turae arithmeticae seu de additione fractionum (Bolonya, 1650), Via regia ad
mathematicas per arithmeticam, algebram speciosam et planimetriam ornata
maiestati serenisimae D. christinae reginae suecorum (Bolonya, 1655) i Geome-
triae speciosae elementa (Bolonya, 1659), i més tard, el Circolo (Bolonya, 1672).
L’any 1660 va ser ordenat sacerdot i, des d’aquest moment i fins a la seva mort,
va ser prior de I'església de Santa Maria Magdalena de Bolonya [29].

A les seves obres, Mengoli va establir les propietats de les figures geome-
triques definides mitjancant expressions algebraiques que en notacié actual
s’escriuen y = Kx™(1 — x)™, i va trobar-ne a més les quadratures. Aixi va
demostrar que les arees entre 0 i 1 d’aquestes figures, amb els coeficients
pertinents, valen 1 quan m i n séon naturals. En notaci6é actual [19, 21]:

1
m+n+1) (m;n)J x™(1-x)"dx = 1.
0

Per a racionals de denominador 2, va demostrar [19, 26]:

1
m2+1) (73)

1
J \/x"(l —x)m-ndx =
0

Mengoli va classificar les figures geometriques descrites per les corbes y =
Kx™(1 — x)" segons el grau i el tipus d’expressio algebraica, i en va descriure
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la seva representaci6 situant-les en unes taules triangulars. Va establir també
un procediment per a trobar el seu maxim en un interval donat, sense les eines
del calcul infinitesimal que es desenvoluparien pocs anys més tard.

L’objectiu d’aquest article és analitzar la construcci6 algebraica d’aquestes
figures geometriques, 1'as de les taules triangulars i la singular demostraci6
emprada per Mengoli per a trobar el maxim d’aquestes figures geometriques, en
el context de les matematiques del segle XxviI. Mostrarem que 1'is del llenguatge
simbolic i de les taules triangulars son factors determinants en la demostracio
de Mengoli, en la justificaci6 de la seva exactitud, de la validesa del procediment
i de la generalitat del resultat.

1 Les expressions algebraiques de les figures geomeétriques
de Mengoli

A les matematiques del segle xvi1i, la relacio entre les ordenades i les abscisses
d’'una figura geometrica o de la corba que la descriu, tal com s’entén actual-
ment, encara no estava establerta. El que feien els diferents autors eren intents
d’introduir I'algebra en la geometria per construir les corbes emprant el nou
llenguatge algebraic [2, 3]. Alguns autors definien i feien servir les corbes a
través de les seves propietats, d’altres definien les figures geometriques o les
corbes que les determinaven a través de la descripcié de la seva construccio
punt a punt o bé del seu moviment pero encara no definien expressions al-
gebraiques que s’identifiquessin amb les figures geomeétriques mitjancant un
sistema de coordenades i encara menys prescindien del seu dibuix a ’hora
de treballar-hi. Com es mostrara, Mengoli presentava un procediment original
i innovador per a I'época, emprant I'algebra en la geometria d'una manera
singular.

La Geometriae speciosae elementa (1659) de Mengoli, d’ara en endavant
Geometria, obra de 472 pagines de matematica pura, esta composta per sis
capitols, que anomena elements, i una introduccio titulada «Lectori elementa-
rio».3 Ja en el titol, «Elements de geometria d’espécies», indica el singular us del
llenguatge simbolic en aquesta obra i, en particular, en la geometria. Mengoli,

3 En el primer capitol d’aquesta obra, titulat «De potestatibus, a radice binomia et residua»,
Mengoli donava les 10 primeres poténcies d’'un binomi, expressades en lletres, tant pel que fa a
la suma com pel que fa a la diferéncia, i explicitava que era possible estendre aquest resultat a
poténcies més grans. El segon, titulat «De innumerabilibus numerosis progressionibus», conté
calculs de nombroses sumes de poténcies i productes de poténcies amb una notaci6 propia, aixi
com demostracions d’algunes identitats. En el tercer, que té com a titol «De quasi proportionibus»,
a partir de la definici6 dels conceptes «rad quasi nulla», «raé quasi infinita», «radé quasi la
igualtat» i «ra6 quasi un numero», desenvolupava una teoria de quasi proporcions, basant-se
en la teoria de proporcions del Llibre v d’Euclides. En el quart capitol, titulat «De rationibus
logarithmicis», basant-se també en el Llibre v d’Euclides, elaborava una teoria completa de
proporcions logaritmiques. En el cinque, titulat «De proprijs rationum logarithmis», construia el
logaritme d’una ra6 amb la teoria anterior i demostrava les seves propietats. Finalment, en el
sisé, titulat «De innumerabilibus quadraturis», calculava les quadratures de figures mixtilinies
desenvolupant 'algebra de Viéte a través d’unes taules triangulars i la teoria de quasi proporcions.
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encara que no intencionadament, va crear un nou camp dins de la matematica,
una «geometria especiosa» modelada per I'algebra especiosa de Viete, ja que
tracta la geometria amb el llenguatge especios, on els simbols representaven
no unicament numeros sin6 també els valors de qualsevol magnitud, ja sigui
longitud, area o volum.

En aquest apartat es mostra a continuacié com, a la seva Geometria, Mengoli
identifica i construeix les figures geomeétriques descrites per les corbes, d’equa-
ci6 ¥y = Kx™(1 — x)", emprant unes expressions algebraiques propies, i de
quina manera fa servir aquesta identificaci6. També s’analitza com I'as d’unes
taules triangulars per classificar aquestes figures en grups permet tractar-ne
les propietats.

1.1 Sistema de coordenades

Mengoli va comencar I’element sise, titulat «De innumerabilibus quadraturis»,
explicant el seu sistema de coordenades, definint 1’abscissa i descrivint indi-
vidualment les ordenades de les figures geomeétriques a través de les seves
abscisses. Mengoli proposa un segment de qualsevol longitud, amb el nom
de Rationalis, i el va posar en una linia recta que va anomenar Tota i que
representa amb la lletra t (de vegades amb la lletra u, si valia 1). Va definir una
base com un segment de linia recta de mida t o 1 i utilitza la paraula abscissa
com la x que s’empra actualment, encara que dins d’aquesta base.* Sempre
treballava dins d'una base finita on I’abscissa es representava per la lletra a i
el residu per lalletra v,igualat —a o bé a 1 — a segons fos la base un valor
donat t o bé la unitat 1. Mengoli ho definia aixi [27, p. 367]:

3. I sigui donada una posicid, a la qual se ’anomenara Base [AR].>

4. | un dels punts [A] de I'extrem [de la base] se I'anomenara fi de les
abscisses [origen de la base].

5. la l'altre punt [R] se 'anomenara fi dels residus [final de la base].

6. | a la quantitat que [va] des de qualsevol punt de la base fins a la fi
de les abscisses [AB], en la mida en qué és estesa la mateixa base, se
I’anomenara abscissa [a].6

En concret, Mengoli considerava la base AR, on A és la fi de les abscisses, R és
la fi dels residus, AB és I'abscissa i BR és el residu (figura 1).

4 Encara que la paraula abscissa havia estat emprada per altres contemporanis, sembla que no
havia estat utilitzada abans com ho fem actualment. La paraula abscissa ja havia aparegut en
algun text de Fermat el 1644 [10, p. 195], de Torricelli el 1646 [31, p. 366], de Cavalieri el 1647 [4,
p. 858-859] i de degli Angeli el 1659 [1, p. 175-179].

5 Els nombres que apareixen al comencament son els nombres d’ordre de les definicions de
Mengoli.

6 «3. Sitque data positione; quae dicetur, Basis. 4. Eiusque alterum extremorum punctorum,
dicetur, Finis abscissarum. 5. Alterum, Finis residuarum. 6. Et ab unoquoque puncto in basi
sumpto, usque ad finem abscissarum, quatenus ipsa basis extenditur, quantitas dicetur Abscissa.».
Totes les traduccions del llati al catala soén de 'autora.
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FIGURA 1: Definici6 d’abscissa.

Pel que fa a 'ordenada, Mengoli utilitzava aquest terme en lloc d’«applicata»,
que s’emprava en aquella época.” Definia les ordenades per cada valor de
I’abscissa de la base, comencant per les ordenades de les figures conegudes,
com és ara el quadrat (o el rectangle) i el triangle, a partir de la seva construccio
sobre cada punt de la base.? Aixi explicava Mengoli com tracar les ordenades
d’un quadrat [27, p. 368]:

10. Sobre una base és descrit un quadrat, i suposo que des d’un qualsevol dels
punts de la base és tracada una recta fins al costat oposat, mantenint-la
sempre parallela als costats del quadrat; la qual sera anomenada «ordena-
da dins del quadrat».?

En el cas de les figures mixtilinies (figures determinades per una part recta i
per l'altra part corba), Mengoli no va definir les ordenades mitjancant la seva
construccio, sin6 que va explicar que eren iguals a les abscisses o a les potencies
de les abscisses; aixi per a les ordenades de la parabola deia: «<una ordenada
qualsevol és abscissa al quadrat», en notaci6 actual, y = x2. Més endavant,
quan feia les demostracions de les propietats de les figures, la igualtat entre les
ordenades i les abscisses o les poténcies de les abscisses era també expressada
mitjancant la proporci6 segiient, essent 1 la mida de l'interval i v 'ordenada
corresponent a I’abscissa x:

(1:y)=(1:x)™

Las de les proporcions i de la teoria de proporcions euclidiana és una constant
en la matematica de Mengoli, ja sigui per establir la teoria de quasi propor-
cions i els logaritmes, com per descriure les operacions aritmetiques entre
especies [20].

1.2 Les expressions algebraiques de les figures geométriques
de Mengoli

Mengoli definia les figures geomeétriques que volia quadrar com «esteses per
les seves ordenades», les va anomenar «formes» i les va representar mitjancant

7 Descartes defineix les ordenades com «celles qui s’appliquen par ordre»; vegeu [8, p. 67], on hi
ha una nota que diu: «L’equivalent de «ordination aplication» era utilitzat en el segle xv traduint
Apolonius». La nota també cita que el Diccionari matematic d’Hutton (1796) déna aplicada com la
paraula corresponent a I'ordenada i diu que també s’utilitza «ordenada aplicada». De fet, Fermat
i Cavalieri utilitzaven «applicata». Mengoli en el Circolo les anomena «ordinatamente applicate».

8 Sembla que Fermat donava un sistema de coordenades similar per definir les corbes pero la
seva ordenada no era sempre perpendicular i, en aquests casos, donava I’angle que formava amb
I'eix d’abscisses; vegeu [10, p. 91-131].

9 «10. Super basi describatur quadratum: & ab uno quolibet puncto in basi sumpto, recta
ducatur, usque ad oppositum latus, reliquis lateribus quadrati parallela: quae dicetur, Ordinata
in quadrato.».
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una expressio algebraica FO.a™r", on FO. denota la forma, a ’abscissa x i v el
residu (1-x). Mai no va mencionar la paraula corba, siné que va parlar de figura
o forma, paraula que s’utilitzava en els segles anteriors i que s’identificava amb
la mesura de la qualitat d’'una quantitat, com ara a ’obra de Nicolas Oresme
(1323-1382) que du per titol Tractatus de latitudinibus formarum (1346) [6, 7].

Primer descrivia les figures conegudes com ara el quadrat i el triangle, i
finalment les «formes» esteses per qualsevol ordenada del tipus y = x™ (1 —
x)™. Mengoli expressava algebraicament el quadrat [27, p. 368]:

12. | el quadrat estés per les seves «ordenades» sera anomenat «Forma de
tots els racionals» i «kForma de totes les totes», i és representat amb els
caracters FO.u i FO.t.10

Definia el triangle com la «Forma de totes les abscisses» (estes per 'ordena-
da v = x) i el representa algebraicament amb el caracter FO. a. Les paraboles
son la «<Forma de totes les abscisses al quadrat», la «KForma de totes les abs-
cisses pels residus (uniprimes)», i la «<Forma de tots els residus al quadrat»;
els representa amb els caracters FO.a?, FO.ar, FO.7? [esteses per y = x?,
vy =x(1-x),y = (1-x)? respectivament]. I, en general Mengoli definia la
figura estesa per qualsevol ordenada emprant I’expressio «tales» [27, p. 369]:

23. |, generalitzant, si sobre la base es forma una figura, estesa no solament
per ordenades dins d’un quadrat, en la qual una ordenada qualsevol és
considerada com algun element dels de la taula proporcional [x™ (1 — x)"
essent x I'abscissal, [aquesta figura] sera anomenada «Forma de tots
tals proporcionals» i sera representada amb els caracters pertinents; per
exemple «Forma de totes les abscisses al cub (tertiae)», FO.a3 [estesa
per y = x3], «<Forma de tots els productes de les abscisses al quadrat pel
residu (biprimae)», FO. ar [estesa per y = x2(1 — x)], «Forma de tots els
productes de I’abscissa pels residus al quadrat (unisecundae)», FO. ar?
[estesa per v = x(1 — x)?], «Forma de tots els residus al cub (tertiae)»,
FO.73 [estesa per y = (1 — x)?], i aixi indefinidament.!!

Tanmateix, Mengoli volia assegurar-se que cadascuna d’aquestes expressions
algebraiques definides per descriure les figures geomeétriques, que eren objectes
algebraics nous, podia ser identificada amb la figura corresponent a través
d'una construccio6. Aixi a la tercera proposicio de I'element sisé demostrava que,
proposada una expressi6é algebraica associada a una forma o figura geometrica
i donada una abscissa, sempre es podia construir una ordenada corresponent a
aquesta abscissa dins d’aquesta figura geomeétrica. Mengoli ho plantejava amb

10 «12. Et quadratum, per suas ordinatas extensum, dicetur, Forma omnes rationales, & Forma
omnes totae. & significabitur characteribus FO.u & FO. t.».

11 «23. Et generaliter, si super basi concipiatur figura, extensa non nisi per ordinatas in quadrato:
& in qua, unaquaelibet ordinata, est assumpta quaedam in tabula proportionalium: dicetur, Forma
omnes tales proportionales. aptoque significabitur charactere. vt Forma omnes abscissae tertiae,
FO.a3: Forma omnes biprimae, FO.a?r: Forma omnes unisecundae, FO.ar?: Forma omnes
residuae tertiae, FO.#3 & sic deinceps.».
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la paraula problema, ja que es tractava d'una construccié i no d'un teorema,
i el resolia per a una forma concreta, FO. 10a%#3. El que calia era tracar una
recta y, perpendicular a la base, que per una abscissa donada x verifiqués la
proporcio: (1:y) = (1:x)%(1: (1 —x))3(1:10). Fent la composici6 de raons,
com que eren iguals els numeradors havien de ser iguals els denominadors, i
aixi trobava el valor de 'ordenada v = 10x?(1 — x)3. Mengoli aqui dibuixava un
eix horitzontal AR iuna linia perpendicular (no en el punt mitja) amb la lletra B
sobre la base i la lletra C al final de la linia perpendicular (figura 2). Mengoli
descrivia la construccio i la demostracié d’aquesta manera [27, p. 377-378]:

Problema 1. Proposicio 3.

Trobeu I'ordenada d’una forma [figura geométrica] proposada, per un punt
donat i en una base donada.!?

FIGURA 2: Proposici6 3 [27, p. 378].

Hipotesi.
Aixo és, proposada FO.10a2r3 [expressio algebraica], sobre una base dona-
da AR, en la qual un punt B és donat, és necessari trobar I’ordenada per B.13

12 «Probl. 1. Prop. 3. Formae propositae, in data basi, per datum punctum, ordinatam invenire.».
13 «Hypoth. Esto proposita FO. 10a?¥3, super data basi AR, in qua datum punctum B. Oportet
per B ordinatam invenire.». Es transcriuen tots els apartats de la demostracio.
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Construccio.

Donat AR, i donats AB, BR, es trobara la recta BC, a la qual AR té una rad
composta de les raons donades AR a AB al quadrat, AR a BR al cub, i de la
raé un décim. | sera tracada BC perpendicular a AR. Afirmo, doncs, que BC és
I'ordenada per B, dins de [la figura] FO. 10a%73.1%

Demostracio.

La raé AR a BC sera composta de les raons AR a AB al quadrat, AR a BR al cub,
i d’un décim; pero AR és u [1]; ABés a; BR és v [1—a]. Llavors laraé AR a BC
sera composta de les raons u a a, al quadrat, u a 7, al cub, i d’un décim. Pero
u a 10a?7r3 sera composta d’aquestes. Llavors AR a BC és tal com u a 10a273.
Perd AR és u, d’aqui BC és 10a2r3; en conseqiiéncia, BC és ’ordenada per B,
dins de FO.10a23.1>

De fet, a cada abscissa x li correspon el valor 10x2(1 — x)3, que és el que
mesura la recta perpendicular que va de B a C, essent C un punt de la linia
que descriu la figura, nosaltres diriem la corba, i I'anomena ordenada de
I'abscissa B dins de la figura FO. 10a%73. Mengoli no dona valors particulars
d’aquesta correspondeéncia. Fa la demostracié per a una figura qualsevol, pero
considera que és certa per a totes les altres figures fent les raons corresponents.

Cal remarcar que Mengoli en aquesta demostracio no només treballava amb
proporcions de segments siné que també identificava els segments amb les
lletres de I'expressio algebraica i igualava el producte de segments amb la
composicioé de raons, emprant la teoria euclidiana de proporcions. Tanmateix,
Mengoli no va definir una algebra de segments com va fer Descartes a la seva
Géomeétrie, és a dir, no va donar una interpretacié geometrica de cadascuna
de les operacions algebraiques que definia sin6 que va demostrar, per a una
mesura donada de l'interval, com construir ’'ordenada per un punt donat
emprant la composicié de raons i la seva definici6 d’ordenades iguals a les
abscisses de les seves figures geometriques. La seva introducci6 de I'algebra
dins la geometria té més similituds amb els procediments de Viete. Aquest
també emprava la teoria de proporcions com un lligam, pero feia diagrames
sense utilitzar sistemes de coordenades i verificava les construccions de les
solucions de les equacions de segon grau sense assumir cap connexioé entre les
ordenades i les abscisses. Quan es menciona la relaci6é entre les ordenades i
les abscisses en una corba, hom pensa immediatament en Fermat i en la seva
obra Ad locos planos et solidos isagoge de 1636. Tot i que Mengoli podria haver
pres la inspiraci6 en 'obra de Fermat, només va establir la relacio per a algunes

14 «Constr. Data AR, datisque AB, BR, inveniatur recta BC, ad quam AR, rationem habet com-
positam ex datis rationibus, AR ad AB duplicata, AR ad BR triplicata, & ex ratione subdecupla:&
collocetur BC perpendiculariter ad AR. Dico BC, esse ordinatam per B, in FO. 10a2#3 .».

15 «Demonstr. Ratio AR ad BC, componitur ex rationibus AR ad AB duplicata, AR ad BR
triplicata, & ex subdecupla: sed AR, est u; AB est a; BR est v: Ergo AR ad BC ratio, componitur
ex rationibus u ad a duplicata, u ad v triplicata, & ex subdecupla: sed ex ijsdem componitur u
ad 10a273: ergo AR ad BC est ut u ad 10a?73: sed AR est u: ergo BC est 10a2v3: ergo BC est
ordinata per B, in FO. 10a?¥3. Quod&c. Quare &c.».
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figures geometriques, com ara les determinades per vy = Kx™(1 — x)" i no
va mencionar haver trobat un principi general com va afirmar Fermat en la
seva Isagoge [10, p. 91]. Mengoli no va tractar ni problemes solids, ni llocs
geometrics, com va fer Fermat; a més, el meétode d’identificaci6é algebraica de
Mengoli no pot ser aplicat per a resoldre aquests altres problemes geometrics.

Tanmateix, la recerca de Mengoli és profundament original ja que, en cons-
truir 'ordenada dins d’una figura per una abscissa donada, va establir una
identificacio entre els nous objectes algebraics i les figures geométriques que li
permetia tractar les figures geomeétriques mitjancant les seves expressions alge-
braiques, sense necessitat de dibuixar-les. De fet, Mengoli va fer tres dibuixos
en tota la Geometria, i més tard en el Circolo (1672), on calcula la quadratura
del cercle, no en va fer cap [26].

1.3 Les taules triangulars de les figures geomeétriques

Després de definir les figures geomeétriques anteriors i assignar-les-hi les expres-
sions algebraiques corresponents, Mengoli procedeix a treballar amb aquests
nous objectes algebraics, ordenant-los en unes taules triangulars, inspirades pel
triangle combinatori (també conegut per triangle de Pascal).'6 Aquestes taules
eren una eina molt utilitzada per Mengoli dins la Geometria ja que li permetien
classificar els elements de la taula en tipus o grups, segons els exponents i el
lloc que ocupaven, i d’aquesta manera podia estudiar les propietats de molts
elements simultaniament.!”

Mengoli ordena les expressions algebraiques que representaven les figures
geomeétriques en una taula triangular infinita que anomena Tabula Formosa
(«taula de les formes»). Vegeu la taula de les formes com I’escrivia Mengoli a la
figura 3 i, a la figura 4, la nostra interpretacio grafica. L’expressio del vertex,
FO. u, representa un quadrat de costat 1. Les dues expressions algebraiques
de la primera fila representen dos triangles. El primer triangle, FO. a, esta
determinat per la bisectriu del primer quadrant v = x, 'eix d’abscisses i la linia
recta x = 11iel segon triangle, FO. 7, esta determinat per la liniarectay = 1-x
tracada des de 'extrem (1,0) al (0, 1) i 'eix d’abscisses. Les tres expressions
algebraiques de la segona fila estan determinades per les ordenades d'una
parabola, I’eix d’abscisses i la linia recta x = 1. La primera, FO. a2, determinada
per les ordenades y = x?; la segona, FO. ar, per les ordenades y = x(1 — x),
i la tercera, FO.r?2, per les ordenades y = (1 — x)? i de la mateixa manera
descriuriem les altres files.

16 El triangle combinatori ha passat a la historia com a triangle de Pascal ja que Blaise Pascal
(1623-1662) va explicar i va demostrar les seves propietats en un estil molt clar [30, 9]. Mengoli
probablement no coneixia el tractat de Pascal ja que havia estat publicat el 1665 pero el podia
haver conegut a través de la seva font, 'obra d’Hérigone, Cursus mathematicus (1634) [13].

17 En I'«Elementum primum» els elements de la taula eren nombres, representats per lletres,
que, multiplicant-los pels nombres combinatoris, li permetien calcular els sumands (a™r™) que
formen el desenvolupament d’una poténcia natural d’'un binomi qualsevol. En I'«<Elementum
secundum» els elements de la taula eren sumatoris de poténcies i de productes de poténcies
(0a™r™).



Nous resultats i procediments en les matematiques del segle xvil 61

FO.u
FO.a FO.r
FO.a? FO.ar FO.r?
FO.a® FO.a?r FO.ar? FO.r3

FIGURA 3: Tabula Formosa.

A

FO.a? FO.ar FO.r?2

FIGURA 4: Interpretacio actual de les figures geomeétriques.
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Aquestes expressions algebraiques de la taula de les formes representaven
unes figures geometriques que ell no dibuixava, tot i que coneixia perfecta-
ment el trac de la corba que les determinava. Una evidéncia d’aquest conei-
xement es troba al final del capitol siseé, on Mengoli enuncia tot un seguit
de resultats sobre aquestes figures geomeétriques, sense cap demostracio.!8
Mengoli explicava la classificacié d’aquestes figures geometriques segons la
posicio a la taula, descrivint els angles mixtilinis que formava la linia corba
que les determinava, en tallar la base. A més especificava el valor dels angles, i
donava noms a les figures: binangula, unicornes, bicornes, unicornes i unangu-
lae. Aixi la figura de la segona fila (ell en deia segona base), que és la segona i
penultima, és a dir, FO.x (1 — x), era binangula i formava dos angles amb la
base que valien 45°. Mengoli no detallava a quins angles es referia pero es pot
deduir que eren els que forma la linia corba en els punts de tall dels extrems
de la base. A partir de la tercera fila en endavant, les figures dels extrems de
la taula, les primeres i les ultimes, FO.x™ i FO.(1 — x)", i les segones i les
penultimes, FO. x™~1(1 — x) i FO.x(1 — x)""!, eren anomenades unicornes i
unangulae. Les primeres formaven un angle que té una ra6 entre el seu sinus i
el seu cosinus (actualment la seva tangent) proporcional al niimero d’ordre de
la fila. Pel que fa al segon grup, no especificava I'angle pero, en ser unangulae,
es pot deduir que la corba formava un angle de 45° amb un extrem de la base.
Les figures restants, FO. x" (1 — x)", amb m i n diferents de 0 i 1, Mengoli les
anomenava bicornes. Encara que no explicava el significat d’aquest nom, es pot
deduir que unicornes i bicornes es refereix al fet que la corba forma un angle o
dos de 0°, respectivament, en els punts de tall dels extrems de la base, és a dir,
es tracta d'un minim o d'un punt d’inflexio.

Com es pot apreciar, Mengoli utilitza la posicié de les figures geometriques
a les taules triangulars per classificar-les d’acord amb els angles de tall de
la corba que descriu la figura amb la base, agrupant-les segons el seu grau i
segons la seva posicid, mostrant aixi que coneixia el seu dibuix exactament, ja
que donava també el valor quantitatiu dels angles de tall amb la base.

Com s’explica a ’apartat segiient, Mengoli classificava també les figures
geometriques de la taula triangular en grups segons el seu maxim. Feia les
demostracions per a un sol element del grup i considerava que el resultat
era cert per a la resta. Mengoli feia aquesta generalitzaci6 basant-se en la
simetria de la taula triangular i la regularitat de les seves files, afirmacié que
explicita uns anys més tard en la seva obra Circolo (1672) [28, p. 24-25]. Es pot
concloure, doncs, que la funci6 de les taules triangulars en I’obra de Mengoli,
per classificar i establir la generalitat dels resultats, esdevé essencial.

2 Maxims de les figures geometriques de Mengoli

Mengoli, a la Geometria, estudia també les figures geometriques que hem definit
en 'apartat anterior, pel que fa a la monotonia i al punt maxim de la corba.

18 Mengoli promet que les donara més endavant amb I'ajuda de Déu, pero sembla que no ho fa
[27, p. 390].
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Per a trobar el maxim d’aquestes figures geometriques, Mengoli va conside-
rar tres grups a la taula triangular: el primer, corresponent a les figures que es
troben en diagonal al primer costat de la taula Formosa, FO.a™; el segon, en la
diagonal oposada de la taula, FO.r", i el tercer, en el mig de la taula, FO. a™r".
En les demostracions mengolianes del maxim de la figura geometrica, una per
a cada grup de la taula triangular, es pot comprovar de nou que Mengoli tenia
molt clar el seu dibuix, encara que no l'inclogués.

Pel que fa al primer grup, en el primer teorema demostra que en les figures
geometriques del primer costat de la taula (en diagonal), FO. a™, determinades
per v = x™, enun interval donat, la unitat, les ordenades eren sempre creixents
i que I'ordenada maxima es trobava a I’extrem de la base i valia el mateix que
la base, la unitat. La demostracié es basava en la mateixa definicié de les
ordenades, prenia n = 2 i emprava la proporcio, 1 : vy = (1 : x)2. Tot seguit,
en la prova, partia de la desigualtat de les abscisses i obtenia la desigualtat
de les ordenades, a través d’aquesta proporcio. També va demostrar, pel que
fa al segon grup, que en les figures geometriques de I'dltim costat, FO.»™,
determinades per v = (1 — x)", les ordenades eren sempre decreixents i que
I'ordenada maxima es trobava a 1’origen de la base i també valia el mateix que
la base, la unitat.

Cal remarcar que Mengoli no comparava Unicament potencies de niime-
ros racionals, siné que aquestes potencies, quan expressaven un segment, en
aquest cas les ordenades d'una figura, també podien ser comparades i perme-
tien estudiar la monotonia de la corba. Aixi, encara que les poténcies tinguin
graus més grans que 3, representen segments lineals que mesuren aquestes
quantitats, ja que hem definit la base com a unitat.

Pel que fa al tercer grup, en el segon teorema, va demostrar que en les figures
geometriques del mig de la taula, FO. a™»", determinades per y = x"(1 — x)",
les ordenades eren primer creixents i després decreixents i prenien el seu
valor maxim en una abscissa que divideix la base en la ra6 dels exponents
x : (1 —x) =m: n.De fet, si es resol I'’equacio, s’obté xmax = m/(m + n).
Mengoli ho plantejava aixi al segon teorema [27, p. 373]:

Theor. 2. Prop. 2. A la taula Formosa, les figures [formes] que no estan en el
primer ni en I’Gltim costat tindran una ordenada maxima que és més petita que
la base [tota], i que la seva abscissa és proporcional al residu com els nombres
que determinen aquesta forma [els exponents], i I'ordenada dels residus d’una
part [i de les abscisses de I’altra] és més gran com més s’acosten aquests [i
aquestes] a ’abscissa del maxim.!?

L’'tnica representaci6 grafica en la demostracié és un segment amb les lletres
A,C,D, B, E, F, R, essent AR la base; A 'origen de les abscisses (ell 'anomena
la fi); R és el final de la base (que ell anomena la fi dels residus), C, D, E, F s6n

19 «Theor. 2. Prop. 2. In singulis formosae tabule, non primi, nec ultimi lateris formis, ordinata-
rum maxima, minor est, quam tota. &facit abscissam, & residuam, proporcionales, ut numeri, a
quibus ipsa forma denominatur: reliquarum vero ex utralibet parte, propior maxime remotiore
maior est.».
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divisions de la base AR i cadascuna representa una abscissa, i B representa
I’'abscissa que correspon al maxim (figura 5).

FIGURA 5: Representaci6 de la demostracié del maxim de Mengoli.

Mengoli presentava la demostraci6 amb una figura concreta, FO.a’r3, on
I’abscissa B que prenia I'ordenada maxima verificava AB : BR = 2 : 3. De fet,
resolent ’equacio xmax = 2/5.

Mengoli primer demostrava que I'ordenada de I'abscissa B és més petita
que la base AR, és a dir, que la unitat. Resumim la demostraci6: sabent que
I’'abscissa AB = x és menor que 1 i que el residu v = 1 — x és menor que 1, i
denotant 'ordenada de I’'abscissa B per Ord B = y i la base per AR = 1, Mengoli
provava que la base AR és més gran que I'ordenada de I’abscissa B, és a dir,
que AR > OrdB; 1> y.

Comencava la demostraci6é recordant la igualtat segiient, fent referéncia al
primer llibre de la Geometria, on tractava les poténcies i el seu producte:2°

1:x2(1-x)2=010:xH10:1-%x)3=>0:x)2%1:01-x))3. (1)

20 Com en altres parts de ’obra Mengoli empra la teoria de proporcions per definir els seus
productes de poténcies.
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D’altra banda, amb les notacions proposades establia les proporcions segiients:

AR:AB=1:x; AR:BR=1:(1-x);
AR:OrdB:I:xZ(l—x)3.

Llavors per la igualtat anterior (1) i aplicant la propietat transitiva euclidiana,
AR :0OrdB = (1:x)%(1: (1 — x))3.

Mengoli concloia que es verificava la desigualtat entre AR i Ord B, explicant que
el producte de les dues raons (1 : x)?1i (1 : (1 — x))3, que sOn més grans
que la unitat, dona una radé més gran que la unitat, aixi: AR : OrdB > 1 i en
conseqiiéncia, AR > Ord B.

Després per demostrar que I’ordenada de I’abscissa B, que verifica la pro-
porcié amb els exponents, és la maxima, provava que 'ordenada de qualsevol
altra abscissa C o D, o bé E o F és més petita. Com a exemple d’aquest segon
tipus de demostracions provarem que l'ordenada de I'abscissa D és més petita
que 'ordenada de I'abscissa B, que és I’abscissa que pren el maxim, és a dir,
Mengoli demostrava que Ord D < Ord B.

Prenent I'abscissa x = AB i x; = AD una divisié qualsevol de la base més
petita que la divisié AB, llavors per la definici6 mengoliana de les figures
geometriques, s’estableixen les proporcions segiients:

OrdD:AR=0rdD:1 = (x1:1)2((1 =x7):1)3,
AR:0rdB=1:0rdB = (1:x)%(1:(1 -x))3.

Operant i component les dues proporcions resulta,
OrdD : OrdB = x3(1 — x1)% : x2(1 — x)3.

Ara es tracta de veure que I'antecedent de la rad, OrdD = (x1)2(1 — x1)3, és
més petit que el conseqiient, Ord B = (x)?(1 — x)3, per a qualsevol abscissa D,
i aixi queda vist que I'ordenada per B és maxima.

Per veure que 'antecedent és més petit que el conseqiient Mengoli va emprar
un teorema demostrat amb els seus logaritmes que establia la desigualtat
seglient:

(x1:%)% < ((1=x):(1—x1))°. ()

Llavors, de la desigualtat, en resulta: x7(1 — x7)° < x2(1 — x)3 i, aplicant la
propietat transitiva, Ord D < Ord B.

Finalment, Mengoli demostrava també que 'ordenada per C és més petita
que 'ordenada per D (és a dir, que les ordenades son creixents) i que I’ordenada
per F és més petita que I'ordenada per E (és a dir, que les ordenades després
de I'ordenada maxima sén decreixents). Mengoli només ho demostrava per a
dos valors qualssevol pero afirmava que era cert per a tots els altres valors
de I'abscissa. Mengoli va fer totes aquestes demostracions amb procediments
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similars i emprant resultats obtinguts amb els logaritmes. Cal remarcar que
és essencial la relacié d’ordre dins l'interval i que la continuitat de la corba
es donava per suposada; Mengoli mai no ho va mencionar ni va suggerir que
tingués cap dubte o que li presentés cap problema.2!

2.1 Els logaritmes a la demostracio del maxim

Per tal d’entendre la demostracio de la desigualtat (2) presentarem un esbos de
la idea mengoliana de logaritme i de les propietats que utilitza en la prova del
maxim.

Mengoli exposa la seva teoria de logaritmes en I’element cinqué, titulat «De
proprijs rationum logarithmis», que compren 145 pagines, amb 34 definicions
i 107 proposicions. Mengoli definia el logaritme com el limit de les sumes de
termes de la serie harmonica. El tractament és complex ja que Mengoli vol
demostrar les propietats dels logaritmes en general, utilitzant el llenguatge
simbolic. Treballa amb el llenguatge de les proporcions i defineix el logaritme
dels niimeros a través de les raons de termes de la série harmonica que mesuren
I'allunyament de la unitat.

Vegem-ne un exemple: per trobar el logaritme de 2 utilitzalara6 (1/5:1/10)
i defineix dues nocions noves, I’hiperlogaritme de 2 i I'hipologaritme de 2. L’hi-
perlogaritme de 2 = (1/5:1/10) és1/5+1/6+1/7+1/8+1/9. L'hipologaritme
de2=1(1/5:1/10)és1/6+1/7+1/8+1/9+ 1/10. Mengoli afirmava que el
logaritme sera el limit d’aquestes dues sumes.?? Aixi ho explicava en el «Lectori
elementario» [27, p. 69-70].

Per tant I’hiperlogaritme i I’hipologaritme sén quasi iguals. | el logaritme és
aquella quantitat a qué tendeixen els hiperlogaritmes quan van disminuint i a
qué tendeixen i els hipologaritmes quan van augmentant, el més petit de tots
els hiperlogaritmes i el més gran de tots els hipologaritmes.??

I ja en les definicions Mengoli afirmava [27, p. 206],

Def. 24. Una quantitat més petita que tots els hiperlogaritmes d’una rad i més
gran que tots els hipologaritmes s’anomenara logaritme d’aquella ra6.%*

Vegem tot seguit el teorema dels logaritmes que Mengoli va emprar en la prova
del maxim per demostrar la desigualtat (2) (x7 : x)2 < ((1 = x) : (1 — x1))3.
Es tracta d'un teorema de I'element cinqué de la Geometria que s’aplica a

21 Knobloch quan analitza les quadratures de Leibniz remarca també que la condicié de conti-
nuitat de la corba és indispensable [14, p. 63].

22 Laidea de quasi proporcio (quasi igual, quasi infinit, etc.), que esdevé essencial per trobar les
quadratures, és també determinant a la definicié de limit [18].

23 «Unde hyperlogarithmus, & hypologarithmus quasi sunt aequales. Porro logarithmus illa
est quantitats, ad quam tenduat hyperlogarithmi, cum sempre deinceps minuuntur, & ad quam
tendunt hypologarithmi, cum sempre deinceps augentur; omni minor hyprlogarithmo, & omni
maior hypologarithmo.».

24 «Def. 24. Quantitas omni minor hyperlogarithmo earumdem rationum, & omni maior hypolo-
garithmo, earumdem Logarithmus dicetur.».
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quatre quantitats que tenen les mateixes diferéncies dues a dues, que anomena
disposades aritmeticament. Aixi les nostres quantitats, AD, AB, BR, RD dins
del segment AR = 1 so6n d’aquest tipus, ja que prenent AD = x;; AB = Xx;
BR =1-x1iDR =1 - x1, les diferencies sén iguals a BD, en aquest cas:
AB—AD=x-x1=RD—-BR=(1-x1)—(1-x)=BD.

A més dues d’aquestes quantitats estan en una ra6 determinada i verifiquen,
com en I’enunciat del teorema 2 de la pagina 63, que AB: BR=x:(1-x)=2:3.

Per tant, amb aquestes hipotesis, Mengoli demostra en la proposicio 105,
que donem a continuacio6, que es verificava la desigualtat segiient (2):

(AD : AB)? = (x1:x)2 < ((1=x): (1 =x1))% = (BR:RD)3.

Mengoli enuncia la proposicié en llenguatge retoric, encara que a la demos-
tracio6 utilitza com a exponents les lletres b i c [27, p. 338]:

Prop. 105. Donades quatre quantitats [en aquest cas x1, x, 1 — x, 1 — x1],
disposades aritméticament [x — x; = (1 — x1) — (1 — x)], si es verifica que
x:(1—-x)=Db:c[enaquest cas 2: 3], llavors la ra6 de la primera quantitat
a la segona elevada al nimero homoleg a la segona quantitat sera més petita
que la ra6 de la tercera a la quarta elevada al nimero homoleg a la tercera
[(x1:x)2 < ((1—x):(1-x1))3%.%

Vegem un resum de la demostracio:

Siguin x1, x, 1 — x, 1 — x; quantitats disposades aritmeticament, llavors
x—x1=(1-x1)—(1-x).Mengoli va treballar amb les seves inverses que
son termes que estan en serie harmonica: 1/x1, 1/x, 1/(1 —x), 1/(1 — x71). Ja
havia basat la seva definici6 de logaritme en el fet que sempre existeix i que es
pot definir el logaritme de les raons de termes de la série harmonica, aixi:

log(1/x:1/x1) =log(xy : x) = e;
log(1/(1 —x1) :1/(1 = x)) =log((1 —x) : (1 —x1)) = f.

Pero a més, com que x : (1 —x) = b :c,llavors e : f > c : b (relaci6 entre
logaritmes de les raons i les raons que s’ha demostrat anteriorment). De la
proporcio6 es dedueix eb > fc, és a dir, blog(xy : x) > clog((1 —x): (1 — x1)).

Mengoli va demostrar també la coneguda igualtat del logaritme d'un pro-
ducte i la suma de logaritmes dels factors, i també la relaci6 corresponent per
al logaritme d’una potencia, a la proposicié 80. Per tant:

log(x1: x)? >1og((1 — x) : (1 —x1))C.

25 «Prop. 105. Quatuor arithmetice dispositarum quantitatum, si primam ad ultimam, fuerit
ut numerus ad numerum erit primae ad secundam totuplicata ratio, quotus est homologus
primae, maior, quam tertiae ad quartam. totuplicata ratio, quotus est homologus quartae, quod
si secunda ad tertiam fuerit ut numerus ad numerum: erit primae ad secundam totuplicata
ratio, quotus est homologus secundae, minor, quam tertiae ad quartam totuplicata, quotus est
homologus tertiae.».
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Com que el logaritme de les poténcies de les raons és més gran, la potencia
de la rad (x1 : x)?, estara, doncs, més allunyada de la unitat que ((1 — x) :
(1 — x1))¢, vegeu [20]. Pero com que per definicio x; < xil-x <1 - x1,
Havors x; : xi (1 —x): (1 —x1) sOn raons més petites que la unitat, x; : x <1
i(l—-—x):(1-x7)<1.Aixi també les poténcies d’aquestes raons seran raons
més petites que la unitat i les raons més petites que la unitat, com més lluny de
la unitat estan, més petites son: (x; : x)? < ((1 —x): (1 —x1))¢. Enel cas de la
demostracié de la pagina anterior, b = 2 i ¢ = 3, llavors s’obté la desigualtat (2):
(x1:x)2 < ((1 —x):(1—-x1))3ioperant: x7(1 — x1)3 < x2(1 — x)3, per tant:
Ord D < OrdB.

Si fem una primera comparaci6 del metode de Mengoli per trobar el maxim
amb el métode de maxims i minims de Fermat que va tenir molta difusié a
Europa i que va ser molt emprat a I’época, podem assenyalar que aquest no
utilitza el meétode de Fermat, que quasi segur que coneixia a través de 1’obra
d’Hérigone. El métode de Fermat per trobar maxims i minims data de 1636, i va
ser publicat més tard, el 1642, al Cursus mathematicus d’Hérigone [5, 13]. S’il-
lustrava resolent un problema, la solucié del qual era ja coneguda i que tractava
de trobar com dividir una linia en dues parts de manera que el producte de
les parts fos un maxim. El metode de Fermat requeria ésser fet de bell nou
per a cada poténcia per coneixer el resultat, mentre la demostracié de Mengoli
funcionava per a totes les poténcies de les figures geometriques a la vegada i
nomeés calia coneixer els exponents de 1'expressio algebraica. De fet, si es vol
calcular el maxim de I'expressio algebraica concreta de Mengoli emprant el
metode de Fermat, cal fer uns calculs numerics molt més llargs, comencant
amb els primers exponents i augmentant el grau, seguint una mena d’induccio.
Un altre tret diferenciador dels dos procediments és que I'as de la idea de
derivada es pot interpretar que esta implicita en el métode de Fermat, en canvi
en la demostracié de Mengoli és absent. A més, Fermat volia explicitament
trobar un metode (com figura al titol Mehtodus as disquirendam maxima &
minimam), que també va aplicar per a trobar tangents i en optica. En canvi,
Mengoli no pretenia trobar un métode, només volia mostrar que coneixia la
representacio de la figura expressada algebraicament.

3 Algunes conclusions

Mengoli va emprar el llenguatge simbolic com a mitja d’expressié i com a
eina analitica. Va treballar amb espeécies, formes, taules triangulars (triangle
harmonic) i quasi proporcions emprant el seu llenguatge especios.

Tanmateix, un dels aspectes més innovadors de la seva investigacié rau en
la utilitzaci6 de les lletres i els simbols per formar expressions algebraiques i
identificar-les amb les figures geomeétriques. Aixi va poder estudiar-les a través
de les seves expressions algebraiques sense necessitat de fer cap construccio
geometrica. En 'obra de Mengoli la representacio grafica de la figura geometrica
no és el trag, que no fa, siné una acurada descripcio6 de la corba que determina la
figura amb informacio6 suficient per poder dibuixar el seu tra¢ sense necessitat
de donar valors concrets.
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Cal remarcar I'is de les taules triangulars com a eina de generalitzaci6 de
resultats. Aixi les descripcions i les propietats de les corbes que determinen les
figures geometriques només depenien dels grups obtinguts en classificar els
elements de la taula triangular, d’acord amb els exponents de les expressions
algebraiques i amb la seva posicio en aquesta taula.

Pel que fa a la demostracié del maxim, afirmem que 1'is del llenguatge sim-
bolic és un factor determinant ja que Mengoli tracta amb la mida d’'un segment
i considera la raé de dues parts del segment igual a la ra6 de dos numeros (els
exponents) expressats amb les lletres b i c, tot fent la prova clau de 1'element
cinque per a qualsevol exponent. Realment el procediment per trobar el maxim
és independent de la representaci6 grafica de la figura geometrica i la regla pot
ser emprada per a totes les poténcies del mateix tipus.

Mengoli assegura ’exactitud de la demostracio utilitzant la seva teoria de
logaritmes de raons (nova) que ha fonamentat en la teoria de proporcions dels
Elements d’Euclides, el seu llibre de matematiques per excelléncia. Una vegada
més, la teoria de proporcions es presenta com un aval dels seus desenvolupa-
ments i li permet operar amb els segments i establir relacions entre les raons i
els logaritmes de les raons.

La demostracié de Mengoli és valida per a totes les figures geometriques
del mateix grup a la taula triangular, ja que no depén del valor concret de
I’exponent de 'expressié algebraica sin6 de la seva identificacié6 emprant raons
i relacions entre aquestes i els seus logaritmes.

Mengoli pren també per garantia la taula triangular en la generalitzacié del
raonament demostratiu, ja que si un resultat és cert per a una figura d'un grup,
llavors ho sera per a totes les altres del grup; d’acord amb la simetria de la
taula i la regularitat de les seves files, no cal fer cas per cas. Aquesta validesa
de la demostracié per a moltes figures a la vegada ens permet assenyalar una
altra caracteristica rellevant en les matematiques de Mengoli, la generalitat del
seu resultat.

Probablement a causa de la notacié original i del cami diferent que va
emprendre Mengoli, la seva demostracioé no va tenir un impacte decisiu a les
matematiques del segle xvII. Tanmateix, les seves contribucions sén d'un
gran interes ja que conjuntava els principis de la geometria euclidiana amb
I’'algebra nova de Viete, que va desenvolupar d’'una manera singular. Aquesta
original conjunci6 de I'algebra i la geometria per trobar de manera general nous
resultats o per donar fonaments nous a resultats ja coneguts, va ser una de les
grans contribucions de 1’obra matematica de Mengoli.
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