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Una analisi matematica del moviment d’una pilota
de futbol durant el vol

TIMOTHY G. MYERS I SARAH L. MITCHELL

Resum: En aquest article es presenta un estudi analitic i numeric de les equacions
tridimensionals que descriuen el moviment d’una pilota que gira a I’aire. L’analisi inicial
considera coeficients de fregament constants i després s’estén al cas d’'un fregament
que depen de la velocitat de rotaci6 de la pilota. S’observa una coincidéncia excellent
entre els resultats numerics, els analitics i els experimentals. La soluci6 analitica ens
mostra de manera explicita com el moviment de la pilota depen de parametres com
la rugositat, la velocitat i les condicions atmosferiques. Es demostra la importancia
d’aplicar models tridimensionals en comptes d’aproximacions bidimensionals.
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1 Introduccio

Al llarg dels anys s’ha avancat molt en relacié amb el disseny de les pilotes de
futbol, des de la tradicional pilota de cuir que envoltava una bufeta de porc
inflada ala més recent Jabulani, que es construeix fent servir panells de poliureta.
L’objectiu dels avencos tecnologics en el disseny de les pilotes de futbol ha
estat fer la pilota més fiable i millor per al joc, en benefici de tots els jugadors.
Recentment, en un grup d’estudi de matematiques a la indastria en una reuni6
celebrada a Johannesburg, I'entrenador d'un equip de primera divisié sud-africa,
el Bidvest Wits, va plantejar la pregunta de si una pilota de futbol es pot escollir
de manera que beneficii ’equip local (o, alternativament, desafavoreixi I'equip
visitant). Aquest article ha sortit d’aquest estudi i a les conclusions es discuteix
la pregunta de si es pot triar una pilota que, efectivament, doni un avantage a
I’equip local.

En els partits de futbol professional a Sud-africa, i a molts altres paisos,
I'equip local és el que proporciona la pilota que es fara servir durant el partit.
L’elecci6 de la pilota esta limitada, principalment, per la llei 2 de la FIFA, que
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en dicta la mida, el pes (en sec), la pressi6 i el material. Per aquest motiu els
principals canvis en el disseny de la pilota s’han produit en el material i en
la forma dels panells [13]. Una altra limitacié ve donada pel patrocinador, ja
que I'equip ha d’usar una de les seves pilotes. En el cas del Bidvest Wits les
pilotes son proporcionades per Nike. Durant la reuni6 a Johannesburg es van
presentar tres pilotes Nike, d’aspecte molt similar, pero hi havia una diferéncia
important: dues de les pilotes eren rugoses (amb panells amb clots) mentre que
la tercerca tenia els panells llisos (vegeu, per exemple, fotos de prop de la Nike
T90 Tracer and Catalyst a la web Nike.com).

Per respondre a la pregunta sobre I’eleccio de la pilota ’analisi que presentem
a continuacio se centrara en el seu moviment a través de laire i, en particular,
des d’una falta o un cérner. Un dels motius de triar aquests casos és que so6n
situacions relativament controlades i hi ha molta informaci6 en el moviment de
la pilota a través de I’aire. Un altre motiu és que els xuts de falta sén un factor
important a I’hora de marcar: a la Copa del Mon del 1998, 42 dels 171 gols
marcats van venir de jugades assajades i un 50% eren xuts de falta [2]. En
consequencia, entendre el moviment de la pilota des d'un xut de falta o d'un
corner podria aportar informacié important a I'hora d’escollir la pilota. Laltim
motiu és que Johannesburg esta situada a un nivell sobre el mar molt alt (més
o menys a 1800 m). La densitat de I'aire és aproximadament un 20 % més baixa
que al nivell del mar [10] aixi que cal esperar que la diferéncia més gran en el
moviment de la pilota entre Johannesburg i ciutats situades a una altitud més
baixa sigui quan aquest moviment es produeix a I'aire.

Per descomptat que hi ha hagut molts treballs sobre el moviment de les
pilotes i els projectils a I'aire. A partir de 1600 Newton va observar que una
pilota de tennis amb efecte tenia una trajectoria corbada. Un segle més tard
Robin va mostrar que en una esfera giratoria hi havia una forca aerodinamica
transversal: aixo és el que ara s’anomena I’efecte Magnus (o de manera més justa
I’efecte Robin-Magnus). Cap a finals dels 1800, Tait va ser el primer a aplicar
aquest concepte a una pilota relacionada amb I'esport (desafortunadament una
pilota de golf en lloc d’una pilota de futbol). Tots aquests treballs eren sobre
fluids sense fricci6 aixi que per 'explicaci6 correcta de I'efecte Magnus es va
haver d’esperar fins a la teoria de la capa limit de Prandtl el 1904. L’analisi
especifica del moviment d'una pilota de futbol durant el vol va arribar molt
més tard. Asai et al. [1] van dur a terme un estudi experimental dels coeficients
de sustentacié en una pilota de futbol amb efecte i sense efecte i van mostrar
una forta dependéncia del coeficient de sustentaci6é respecte de la velocitat
de rotacio. Les equacions de moviment d'una pilota de futbol es poden trobar
en molts treballs pero en el nostre estudi farem servir la convenci6 de Goff i
Carré [7] en la qual ’efecte Magnus es divideix en una component d’ascensio
i en una component lateral (Asai et al. també utilitzen dues components).
Horzer et al. [10] proporcionen detalls utils de les diferéncies en les condicions
atmosferiques entre diverses seus de la Copa del Moén a Sud-africa i demostren
I'efecte de I'altitud en la trajectoria. Oggiano i Seetran [11] comparen la trajectoria
de pilotes de futbol diferents: aixo confirma la creenca que I'eleccié de la pilota
pot constituir un avantatge per a I’equip de casa.
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Aquest article s’organitza de la manera segiient. A la secci6 2 es dona el model
matematic tridimensional, que és ben conegut i que es basa essencialment en la
segona llei de Newton. A causa de la no-linealitat de les equacions del moviment
totes les solucions publicades amb anterioritat s’han obtingut numericament.
En una analisi d’'un model més simple que el considerat en I'’estudi present,
Bray i Kerwin [2] afirmen que les equacions que regeixen el moviment no
tenen soluci6 en forma tancada, i encara que aixo és técnicament correcte, a la
seccio6 3 es dedueix una soluci6 aproximada exacta. D’aquesta manera es mostra
clarament 'efecte dels parametres del model en el moviment de la pilota, la
qual cosa no és possible amb una soluci6é numerica. A la seccio 4 es calculen
solucions numeriques per verificar I'exactitud de la solucié aproximada. Estudis
experimentals sobre coeficients de fregament i d’elevacié han demostrat la seva
dependéncia de la rotacio, pero els estudis teorics generalment deixen aquests
coeficients com a constants. A la secci6 5 s’estén I'analisi feta per tal de tractar
el cas de coeficients variables. Finalment, es discuteix la qiiestio de sil’eleccio
de la pilota realment pot donar un avantatge a I’equip de casa.

2 Model matematic

El moviment d’una pilota de futbol esta descrit per la segona llei de Newton,
F = mX, on la forca F es compon de la gravetat i del fregament amb l’aire.
Per a una pilota que no gira, el fregament només actua en el sentit oposat al
moviment de la pilota. Per a una pilota que gira el fregament té dues components,
la resistencia en contra del moviment endavant i la for¢a de Magnus. La forca
de Magnus actua en la direccié perpendicular a la direccié del movimenti a
I'eix de rotacid. Aquesta forca es pot separar en dues components que denoten
moviment d’elevacio i moviment lateral; vegeu [1, 7]. Si la pilota es mou en la
direccio definida per la velocitat del vector ¥ (on el barret indica el vector unitat),
aleshores es pot definir un segon vector I, que és perpendicular a ¥ pero que
roman en el mateix pla que ¥ i el vector gravetat, §. Notem que la component z
de I és positiva (i. e. apunta amunt). Un sistema orientat positivament es defineix
a través d'un tercer vector I x ¢. El sistema de coordenades i els vectors es
mostren a la figura 1. D’aquesta manera, la forca de fregament que s’oposa al
moviment, F4, actua en la direcci6 —7, 'aixecament F; actua en la direccié l'i la
forca lateral F, actua en la direccié I x . La forca total es defineix com

F=mg+F;+F +F;. (1)

Per tal de separar les components del gir s’han de definir dues velocitats
de rotacio: w; €s la velocitat al voltant de I'eix 1 i w; és la velocitat al voltant
de I'eix I x 0. Si només s’utilitza un eix de rotaci6 (per exemple com es defineix
a [10]), el qual esta contingut en el pla i, Ix ¥, llavors l'eix fa un angle ) amb
leix [ x ¥, on tanQ = w;/ws. Noteu que el problema plantejat aqui és més
general que l'estudiat a [2], on I'eix de rotaci6 esta contingut solament en el
pla x-z.
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FIGURA 1: Sistema de coordenades.

Els signes de les forces depenen de quina convenci6 s’utilitzi. La forca de
fregament F; és obvi que actua en direccié oposada al moviment de la pilota.
Si es considera un gir lateral pur, aleshores I'eix z és I'eix de rotacio. Utilitzant
notaci6 estandard per a coordenades polars, com es mostra en la figura 1, amb
y contingut en el pla x-y i mesurat des de I'eix x, i definint ¢y = wy, aleshores
la forca resultant Fs actua en la direccié negativa de x. Si només hi ha rotacio
endavant, llavors I'eix de rotacio6 és x i aleshores 0 = w; i la forca resultant F;
actua en la direccié negativa de z. Per tant, son certes les relacions segiients:

1 R 1 - 1 &
Fq= —gpA|v|chv, F| = —EpA|v|2Cll, F, = 5pA|v|zcsl xD. (2)

Aqui m és la massa de la pilota, A és la seva area transversal, p és la densitat
de l'aire, C; son els coeficients de fregament i

V] = (X% + 2+ 22), 3)

onv = (x,y,2) és el vector velocitat. El producte [ x ¥ actua en la direccié
negativa de x, de manera que no hi ha signe negatiu en I'’expressio de F;. Els
coeficients de fregament C; varien amb Re = p|v|D/u (on D és el diametre de la
pilota i u la viscositat de l’aire) i el parametre de rotacié Sp = Dw/(2|v]) [1, 5].
La variaci6 de C; respecte de Re mostra un canvi radical quan la pilota es mou
a través de la transicio laminar-turbulenta. Els resultats experimentals de la
posttransicio de [1] indiquen que C; i C; varien amb Sp pero tenen poca variacio
respecte de Re; vegeu també [7]. Noteu que, com que C; i Cs apareixen a causa
del mateix efecte, tenen el mateix comportament. Com que la forca de Magnus
es descompon en dues components hi ha dues velocitats angulars, w; i ws.
Aleshores la variacié de C; i C; respecte de Sp significa que prenen diferents
valors si w; # w;. L’avantatge d'utilitzar dos coeficients de fregament és que
els diferents eixos de rotacié es poden diferenciar facilment. En particular, per
al gir lateral pur és w; = C; = 0 i per al gir endavant pur és w; = C; = 0 (la
relaci6 entre w i C es discutira amb més detall més endavant).
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Els vectors unitat es poden definir en termes dels dos angles y, € amb les
relacions segiients:

U =sinfcosyi+ sinfsinyj+ cos 0Kk, (4)
i=—cos@coswi—cosesinq/j+sin9k, (5)
Ix®=—singi+cosyj. (6)

De manera alternativa els angles en termes de les components de la velocitat
cartesiana es poden expressar com a

) vyl z ) !
sin@ = —£-, cosd = —, sm(p:L, cosy =
[v| lv] |vp|

— (D

|Up|

on v, = (x,y) ésla projeccio de v sobre el pla x-y (vegeu figura 1).
L’equacio del moviment es pot escriure ara en termes de les components

2

X =—-kglv|x + klﬂxz. + kS&y’ ®)
|vp| |vlﬂ|

5 = —kaloly + kel yz g 12 ©)
|Up| |vlﬂ|

z=—g—kalvlz —kilvlv,l. (10)

Els coeficients escalats del fregament son k; = pAC;/(2m). Es tracta d'un
conjunt d’equacions diferencials ordinaries no lineals de segon ordre sense
soluci6 analitica. Es poden resoldre facilment de forma numerica i es pot fer
algun avenc analitic després de fer algunes suposicions raonables en relacio
amb el moviment de la pilota:

1. Els eixos es poden triar de manera que hom xuta la pilota principalment
en una direcci6 (tot i que pel viratge obviament es desviara). Per tant,
suposarem que la pilota és impulsada principalment en la direcci6 y.

2. El viratge dominant és en la direccio6 lateral, és a dir, la pilota es xuta
sobretot amb efecte lateral.

La primera suposici6 es tradueix en el fet que la velocitat en la direcci6 y ha de
ser significativament més gran que la velocitat en les direccions x iz, y > x, 2
i també que la pilota arriba més lluny en la direccié y. La segona hipotesi és
certa en general en el moviment d’una pilota de futbol, ja que normalment
I'efecte lateral és més gran que I’efecte endavant; en canvi en una pilota de golf
hom esperaria el contrari. L'analisi es pot adaptar facilment a I’efecte endavant
pero com que aqui ens centrem en pilotes de futbol, I'efecte dominant que
suposarem és el lateral.
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3 Solucio de pertorbacio

Per tal de progressar analiticament adimensionarem el sistema fent el canvi de
variables .
X y z
X_Ll’ Y_Lz’ Z_Lg’ T—T, (11)

on Ly és la distancia en la direccié y a la porteria, T = Lp/v és I'escala del
temps que la pilota tarda a arribar a I'objectiu on v és la velocitat inicial
de la pilota en la direccio y i L3 = g7° és 'escala de distancia vertical. Les
lletres majuscules X, Y, T denoten les variables no dimensionals. I’escala de
distancia L; és, de moment, desconeguda pero observem que a causa de la
suposicié 1, L; < Ly.

En primer lloc, considerem els vectors velocitat i els escrivim en termes de
les quantitats adimensionals

Ly L?2X2 1372 L Ly LT X2 L
lv| = TYJI L2Y2+EY2 TYl, vyl = —Y 1+ L2Y2 Yg, (12)

on 71, > denoten les arrels quadrades. Hem aillat el factor L,Y/T ja que és el
terme més gran en l'expressio de la velocitat i aleshores v1,1> = O(1) (és a dir,
la seva magnitud és de I'ordre de la unitat).

ks | 0.013 k; | 0.004

ks | 0.0108 m | 045 | ke

p 1 kgm3 | D | 022 | m

A | 0.039 m? v 25 | m/s
Ca 0.3 Cs | 0.25

C 0.1 Lo 20 m

TAULA 1: Valors tipics dels parametres; vegeu [1, 4, 12].

Ara podem escriure les equacions que regeixen el moviment com a

2 2
— kgL XY7 + k1L3—XZ + ks 2:} v, (13)
1
. ) " o Ll”}"iz ..
Y = —k4LoY%r, + kjL3—YZ — ks XY, (14)
2 12
2
7 =-1-kylorYZ - kl mszZ (15)

Per determinar L, observem que el moviment en la direccié x és produit ja sigui
per una velocitat inicial ja sigui per la component de rotaci6é en la direcci6 y.
Com que I'estudi se centra en el viratge causat pel gir, la velocitat inicial en
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la direcci6 x és zero, x(0) = X(0) = 0. El terme dominant a 'equacio (13) és
el terme que porta Y2 ja que els vectors velocitat estan escalats de manera
que 1,72 = O(1), L, = kSLg. Utilitzant els valors dels parametres de la taula 1
resulta que L; =~ 4 m, és a dir, hom espera que la pilota viatgi de 'ordre
de 4 m lateralment durant el seu vol. El terme dominant en I'’equaci6 (14) és
també el que porta Y2. Tenim k; = 0.013, kgL> = 0.26 i aixo ho expressem
amb & = k4L,, que és un parametre petit (i €2 =~ 0.07). Els termes que porten
l'arrel quadrada 71, > contenen les ratios L?/L3 ~ 0.04, L3/L3 ~ 0.25, que
denotem per c1€2 i ¢ ¢, respectivament (noteu que kgL = Lf/L%). Finalment,
kiL3 ~ 0.03 = c36% i kjL3/L3 ~ 0.27 = c4é.
Ara les equacions son

X=-Yn [EX — 3822 Xz TlY] , (16)
TzY 2

Y=-Yn |:EY—C3£ Z+c152ﬁX] (17)
2 T2

Z=-1-Yr[eZ + cyerY], (18)

on

X2 72 / X2
7’1=\/1+61€2Y+625Y2, o = 1+c162W. (19)

Notem que la hipotesi que hom xuta la pilota sobretot amb efecte lateral vol dir
que els termes k; apareixen a les equacions de X, Y amb un ordre més baix que
els termes k; (a través del coeficient c3). En I'equaci6 de 7 l'enlairament és la
forca dominant després de la gravetat, per tant hi apareix amb un ordre O(¢).
Quan la rotacié endavant domina, I’escalat s’ha de canviar de manera convenient.

Un cop escrites les equacions en forma adimensional podem fer algunes
observacions sobre el comportament de la solucio, sense resoldre el sistema.
Per exemple, tots els termes de (17) tenen el parametre petit &, que indica
que el moviment dominant en la direccio Y esta descrit per 'equacio Y = 0 i
que el fregament, representat per ¢, té un efecte relativament petit. Com que
& = 0.26, obviar els termes amb ¢ podria portar a un error del voltant del 26 %.
El moviment en la direccié Z esta dominat per la gravetat. El moviment en la
direccié X esta dominat per la contribucio de Y (reflectint el fet que la forca
de Magnus és deguda a la diferéncia entre la velocitat equatorial i la velocitat
endavant, que és aproximadament Y). Tot i aixo, el més interessant és que, com
que 7 conté el terme £(Z/Y)2, la velocitat en la direccié Z contribueix a totes
les equacions. Es més, afecta ’equacio de X en un ordre ¢, i. e. per als parametres
que usem ara, no tenir en compte el moviment en la direccié Z pot portar a
errors del voltant del 26 %. Obviament aix0 pot tenir conseqiiéncies significatives
per a qualsevol experiment on s’utilitzi una analisi dos dimensional per modelar
el moviment tridimensional de la pilota. Aquest fet es discuteix amb més detall
a la secci6 4, de resultats.
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Les condicions inicials son que el moviment de la pilota comenca a 1’origen
i surt amb una velocitat (dimensional) (0, v,w). Noteu que la velocitat en
la direccié x sempre es pot suposar nulla, simplement definint I’eix v com la
direcci6 del xut en el pla x-y. En forma adimensional aquestes condicions s6n
X(0)=Y(0)=2(0)=0,X(0)=0,Y(0) =1, Z(0) =W,on W = wt/Ls.

Per tal de determinar una soluci6 de pertorbaci6é estandard basada en el
parametre petit & escrivim

X=Xo+eX|+&° X+ -+, Y=Yo+eY1+Yot- -, Z=Zo+eZ1+E Zo+- - - (20)
La solucié fins a I'ordre O (&2) és
T? W?2T? T3 T4
x- T [ 2

5 S B 2eW) (21)

2 9 2 TS
+ & _ECZW + 3c3W — 2cocyaW F-ﬁ—

11
+ <6C2W + — —2c3 — ﬁ + 2¢o2cCy4

2 2

>L4 _ 13¢T?
12 120 |’

T2 T2 T3 T4
Y = T—gtg? [—(c2v1/2—2c3m/)4+(2—c1 +eaW —e3) o - Ca } L (22)

2 24

2 2 3
Z=WT—1;+E|:—(W+C4)€+](;:|+ (23)

3

T2 T
+ &2 [—CzW‘Z(W + c4)I + (4W + 6¢4 + 3coW?2 + ZCZC4W)E—

T T
—(3+302W+czc4)ﬂ+ 20 |-

Bray i Kerwin [3] estudien un sistema simplificat dos dimensional. L’analisi
que fan es basa a igualar I’acceleracio6 al terme més gran dels membres de la
dreta de les equacions. A partir de les equacions (16) i (17) aixo redueix el
problema a

X=Y% Y=-ev? (24)
on cal remarcar que 7; =~ > ~ 1. Aplicant les condicions inicials resulta

Y:%1n|l+ET|, Xz—%(Y—T). (25)

Per relacionar aquestes solucions amb les de les equacions (21) i (22) utilitzem
el desenvolupament de Taylor per a € < 1 i trobem

= &5 tE&—, (26)

Y=T—5T7+e—. 27)
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Sifixem W = ¢; = 0a(21)i(22), per tal d’eliminar la dependéncia en Z i fer que la
soluci6 sigui bidimensional, llavors les solucions de x difereixen en I'ordre O(¢),
mentre que les solucions de 7y difereixen en 'ordre @ (&?). La simplificacio de
tenir en compte només els termes més grans dels membres de la dreta de les
equacions permet posar de manifest correctament el comportament dominant,
pero en el cas del viratge lateral pot portar a errors en tots els termes posteriors.
Per tant, aquesta forma de solucié donara una aproximacié raonable en el
resultat numeric per a y pero una de molt més pobra per a x i ’error augmenta
amb ¢ (per exemple, si incrementem el valor de L»). Encara ens desviem més de
la soluci6 correcta pel fet de no tenir en compte el terme del moviment en Z.
Discutirem aix0 més endavant en el context de les solucions mostrades a la
seccio 4.

Tornem ara a les variables dimensionals X = x/Ly, Y = y/L»>, Z = z/L3,
T =t/T,onL; = kSLg, L3 = gt%, T = Ly/v i Ly, v soOn la distancia i la
velocitat inicials en la direccié y. Les constants s’han d’expressar en termes
dels parametres dimensionals

e=kgyLo, Cl:llzi’ czzfj{:i, C3:vll<<%i2’ C4=gkkl:;, WZ%' (28)

La soluci6 dimensional és
x:kf(gt)z[1—{kdvt—ggﬂ_‘lgg‘;”wz}], (29)
v 1 bt}
z:wt—gthJr{kdgthg—(kderklv)v;}. 31)

Noteu que, ates que les expressions son més aviat complicades, només les
escrivim fins a 'ordre @ (¢) (els termes O(¢) estan entre claus). En aquestes
expressions podem veure clarament I'’efecte que té cada parametre. L'equaci6
per a y ens mostra que la distancia recorreguda és aproximadament propor-
cional a la velocitat inicial i al temps, pero que el fregament la redueix i que
I'acci6 del fregament augmenta amb el temps. En la direcci6é z la distancia
recorreguda ve determinada principalment per la velocitat inicial i la gravetat,
pero l'acci6 tant del fregament com de I'aixecament tendeixen a canviar-ho.
Altre cop, aquestes conseqiiencies augmenten amb el temps. De totes maneres,
com que el viratge degut a I’efecte lateral és 'objecte principal d’aquest estudi,
I’equacio6 per a x és la més rellevant. En aquesta equacio6 veiem que, fins a I'ordre
principal, la distancia recorreguda en la direccié x és proporcional al coeficient
de fregament lateral kg i també a (vt)2. El disseny de la pilota i les condicions
atmosferiques contribueixen a través de k; i, per tant, el disseny de la pilota és
molt important pel que fa al viratge. El producte vt és la primera aproximaci6
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a la distancia recorreguda en la direcci6 y. La dependéncia quadratica indica la
importancia de xutar lluny de la porteria. Com més viatgi la pilota, més virara
(aix0 és ben conegut entre els especialistes de xuts lliures que sempre intenten
moure la pilota lluny de la porteria). Potser I'exemple més famos és la falta
llencada per Roberto Carlos contra Franca el 1997, que va produir una corba
espectacular al final del vol de la pilota. Aquest xut es va fer aproximadament a
35 m de la porteria; vegeu-lo a YouTube o [6]. El fregament frontal k; intervé
al primer ordre i actua reduint el viratge. Una caracteristica important de la
solucio és que el moviment vertical, a través de g i de w, també intervé al primer
ordre. La forma quadratica g%t® — 4gwt + 6w? és positiva sempre que w > 0
(i. e. la pilota no es xuta contra terra) i també actua per a incrementar el viratge.
Una analisi bidimensional no podra captar aquest efecte i la comparacié amb
les dades experimentals portara a una sobrepredicci6 de k.

A causa de les diferencies pel que fa a la dependéncia respecte del temps
dels termes de les equacions (29)-(31), aquests termes seran menys precisos a
mesura que el temps augmenti. Aquest fenomen és ’anomenat efecte secular.
El collapse es produira quan els termes d’ordre O(¢) passin a ser d’ordre O(1).
En el cas de I’equacio per a x aixo passaquant ~ 1/(kzv) = 3 s. Les equacions
per a ¥ i z indiquen temps d'uns 9 s. Ja que el vol d’'una pilota de futbol és
tipicament d'un segon, aquestes aproximacions serveixen per a xuts raonables
i no cal considerar I’efecte secular.

4 Resultats numerics i analitics

FIGURA 2: (a) a 'esquerra, solucié numeérica que mostra una trajectoria
dimensional d’'una pilota de futbol que ha estat xutada a I’angle de la
porteria; (b) a la dreta, representacions de x i z en funcio6 de y.

La solucié numerica de les equacions (16)-(18) s’ha calculat utilitzant la
rutina ODE45 de MATLAB. A la figura 2(a) es mostra una trajectoria tridimensional
d’una pilota xutada amb condicions inicials v = 25 m/s, w = 8.76 m/s, i a una
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distancia de L, = 20 m de I'objectiu. L’elecci6 de w es va fer de manera que la
pilota acabés a prop del travesser de la porteria (com que seguim el centre de
massa de la pilota, ’alcada de la porteria es pren de 2.34 m, és a dir, I’alcada
estandard d’una porteria menys el radi de la pilota). Els altres parametres es
poden trobar a la taula 1. Per recorrer 20 m en la direcci6 y es tarden 0.9112 s
(sense fregament, t = 20/25 = 0.8 s). La figura 2(b) mostra la variacié de x i z
en funcié de y. De la corba de x es pot deduir que la pilota viatja uns 2.3 m,
amb una variacié aproximadament quadratica. En la direccié z I’altura de la
pilota augmenta fins que és a prop de la porteria, i aconsegueix un maxim de
0.4 m per sobre de la porteria. Per mostrar la trajectoria d’'una manera clara,
la figura 2 utilitza quantitats dimensionals. Quan sigui possible, en les figures
segiients, preferirem utilitzar quantitats adimensionals ja que fan més clares
les diferencies en el moviment. També permeten combinar resultats, com a la
figura 2, on les solucions de x i de y estan dibuixades a la mateixa grafica.
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FIGURA 3: Trajectories adimensionals de X, Y i Z en funcié de T: solucio
numeérica completa (linia continua), solucié @(&°) (linia de punts), solu-
ci6 O(¢) (linia de punts i ratlles) i solucié @(&?) (linia discontinua). Els
valors dels parametres sén C; = 0.3, Cs = 0.251 C; = 0.1.

A la figura 3 mostrem la variaci6é de X, Y i Z en funci6 de T, per a les
mateixes condicions que a la figura 2, pero en aquest cas s’inclouen les diverses
solucions de pertorbaci6. En unitats adimensionals el temps de vol és T =
0.9112 x 25/20 = 1.14. La linia continua correspon a la solucié numeérica, la
linia de punts correspon a la pertorbacié d’ordre principal, la linia de punts
i ratlles correspon al primer ordre i la linia discontinua correspon al segon
ordre. En cada cas 'ordre principal dona una aproximacio raonable per a temps
petits pero perd exactitud rapidament. Per descriure el vol sencer, la solucio
de pertorbacié per a Y és prou exacta fins al primer ordre, pero per a les
solucions de X i Z és menys exacta. Totes les corbes mostren una coincidéncia
excellent a 'ordre O(&2). Com que la solucié de segon ordre implica obviar
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termes d’ordre O(£3) = 0.02, es poden produir errors de 'ordre del 2 %. De
fet, I'error augmenta amb el temps i és clar que val zero per a T = 0 a causa
de la imposicié de la condici6 inicial. En la direccié X el maxim error entre la
solucié numerica i la de segon ordre és de quasi el 3% i aix0 passa al final del
vol. Aquest fet esta d’acord amb la discussi6 prévia segons la qual les solucions
aproximades comencen a collapsar-se a mesura que el temps avanca. Noteu
que la mateixa conclusio serveix per al problema dimensional.

FIGURA 4: Comparaci6é de la solucié numerica (linia continua) i la solu-
ci6 de pertorbacio de segon ordre (linia discontinua) per a X: (a) amb
moviment vertical; (b) negligint el moviment vertical.

A la secci6 anterior s’ha discutit el problema aparent de negligir el mo-
viment vertical i, en particular, s’ha vist que aquest problema seria més evident
en el moviment en la direcci6 X. Recuperem ara un model bidimensional,
amb moviment només en el pla X-Y, a través de la solucié obtinguda posant
c2 = c3 =W =0 ales equacions (21) i (22). A la figura 4 es compara la soluci6
numerica (linia continua) i la solucié de pertorbacio6 (linia discontinua) per a X
fins al segon ordre. Les dues corbes etiquetades amb (a) inclouen el moviment
en la direccié Z i les etiquetades amb (b) ignoren aquest moviment en Z. Si
obviem el moviment en Z el viratge decreix entorn d’un 4.5 %. Aquest error
s’incrementa de manera no lineal a mesura que w augmenta: si doblem w
I’error augmenta en un 30 %. Aquesta observacio té conseqiiencies obvies en la
interpretacio dels estudis experimentals. Per exemple, si comparem el model
dos-dimensional de [3] amb els experiments realitzats i l'utilitzem per calcular
coeficients de fregament, aleshores per compensar el fet de negligir el moviment
en la direcci6o Z el model predira valors més grans que els reals. A [2] se simplifica
el model matematic suposant que l'eix de rotacié roman en el pla X-Z i per
tant el terme Z de 'equacio6 (16) es pot negligir, tot i que es manté en 'equacio
de Y. Aquesta aproximacio sembla inconsistent i també afectara la prediccio
dels coeficients de fregament. Es important aleshores implementar un model
completament tridimensional quan vulguem calcular parametres experimentals.
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Un estudi bidimensional és possible pero, atés que no podem evitar la gravetat,
aquest hauria d’estar confinat en el pla Y-Z i utilitzar només el gir endavant.

4.1 Comparaciéo amb dades experimentals

A larticle de Carré et al. [4] es presenten un seguit de resultats per al moviment
d’'una pilota amb efecte o sense efecte. Les figures 4a, 4b i 4c de [4] mostren
una trajectoria tipica per a una pilota xutada sense efecte amb un angle inicial
d’uns 15° respecte de terra i amb una velocitat de xut en el ventall de 17-31 m/s.
Extreure informaci6 d’aquestes figures és un problema senzill d’ajust de corbes
(en aquest cas es va utilitzar la funci6 polyfit del MATLAB, que ajusta les dades
fent servir el criteri dels minims quadrats). Un ajust quadratic a les dades v (t)
de les trajectories de la figura 4b de [4] d6na

Yy =~ ag+ait + at?, (32)

amb ag = —0.1785, a; = 17.591, a» = —1.237. Un ajust cubic a les dades z(t)
de la figura 4c de [4] dona

Z%bo+b1t+b2t2+b3t3, (33)

amb by = 0.0253, b = 6.287, b, = —6.294, b3 = 0.201. Els punts de dades es
mostren a la figura 5 amb asteriscs. Finalment, la figura 4a de [4] indica que
z(y) és de la forma

zZrco+ 1y + oy’ +c3yd, (34)

amb cg = 0.008, c; = 0.371, c» = —0.023, c3 = 0.0001.
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FIGURA 5: Comparaci6 de les dades experimentals de [4] (asteriscs) i les
corbes d’ajust (linies continues).
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A partir d’aquestes relacions és un problema senzill determinar uns quants
dels parametres del vol de la pilota. Per exemple, ’angle inicial de xut, 0, el
podem determinar observant que

200 by _ 6.287

@nd =210~ a4 ~17.591

~ 0.357. (35)

De manera alternativa tan 0 = dz/dy |y=0 = ¢y = 0.371. Aquests dos resultats
ens diuen que I'angle inicial del xut és 0 ~ 19.65 o 20.35, amb una mitjana
aproximada de 20° (una mica més alta que la citada en l’article). La velocitat
inicial en les direccions vy, z és (v(0),z(0)) = (a1, b1) = (17.591,6.287) i

d’aquesta manera la velocitat inicial |v| = \/af + b% ~ 18.68 m/s, que forma
part del rang esmentat.

La comparaci6 entre els ajusts de les corbes (32) i (33) i les solucions de
pertorbaci6 de (30) i (31) ens permet obtenir informacié addicional sobre el
xut. En primer lloc, podem observar que tant v com z haurien de comencar a
I'origen, que és el cas per a la soluci6é de pertorbacio, pero I'ajust de les corbes
indica un petit error. Tot i aixo, els termes rellevants bg, co son petits. Els valors
de (v, w) s’obtenen prenent (y(0),z(0)) ales equacions (30) i (31) i, obviament,
(v,w) = (a1, b1). El coeficient de fregament k; es pot obtenir comparant els
termes quadratics a les expressions de y

kdv2

S =az = ka=0008 (36)

que té un ordre de magnitud similar al citat a la taula 1. Les expressions de z ens
donen I'eina per comprovar aquest valor; comparant els termes cubics s’obté

kagv
6

que, permetent errors experimentals i errors en I'ajust de corbes, esta d’acord
amb la primera estimacio. A [4] s’afirma que aquesta trajectoria és tipica dels
casos sense efecte, i, per tant, k; = 0. Hi ha una tercera manera de determinar k;:
comparant termes quadratics en les expressions de z. Aix0 ens porta a un valor
de k; ~ 0.025, un resultat que no coincideix amb els trobats anteriorment. De
totes maneres, deixant k; # 0, els termes quadratics es poden utilitzar per
determinar k; = 0.0061 quan k4 = 0.008, i k; = 0.0065 quan k; = 0.007.

A la figura 5, part superior, es comparen les dades experimentals amb la
funci6 quadratica de I'’equacio (32) per als valors citats de a;. Aix0 és equivalent a
dibuixar la soluci6é aproximada (30) amb v =17.591 m/s, k4 =0.008. Clarament
la coincidéncia és molt bona. A la figura 5, part inferior, es comparen les dades
experimentals amb la funci6 cuibica donada per I'equaci6 (33) per als valors
citats de b;. Aixo és equivalent a representar la soluci6 (31) amb w =6.287 m/s
i k;=0.007. Una altra vegada, la concordanca és excellent.

En resum, les funcions suggerides per les solucions de pertorbacié poden
donar una concordanca excellent amb les dades experimentals. Comparar els

= b3 > kqa = 0.007, (37)
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coeficients de la corba ajustada amb les solucions de pertorbacié ens permet
calcular els coeficients de fregament (i també es pot utilitzar per determinar les
velocitats inicials si son desconegudes). Com a exemple, s’han fet servir les dades
donades a [4] per determinar els parametres del vol de la pilota, que indiquen
un angle inicial d’'uns 20° (en contra dels mencionats 15°), un coeficient de
fregament k4 € [0.007,0.008] i un coeficient d’alcament k; € [0.0061,0.0065].
Es particularment interessant el fet de I’aparicié d'un coeficient d’enlairament
diferent de zero en el cas d'un experiment aparentment sense efecte. Atés que
les equacions ens donen tres maneres de calcular k; en abséncia de rotacio
i que dos d’aquests camins s’assemblen forca, sembla que el problema no es
troba en les equacions. En conseqiiéncia podem deduir que les grafiques han
estat mal presentades (de fet, només es donen com una soluci6 «tipica»), o bé
que s’ha generat una petita rotacié durant el vol, potser a causa de la posicio
inicial de la costura o de la valvula.

5 Coeficients de fregament

Fins ara I'analisi ha tractat amb coeficients de fregament constants. Tanmateix,
els estudis experimentals han mostrat que Cg4, C; i C; varien amb el coeficient de
rotacio Sp = Rw/|v] i, d’alguna manera (si la fluctuacié de I’aire és turbulenta),
amb el numero de Reynolds. Durant el vol d’'una pilota la velocitat angular
disminueix a poc a poc [10]. Aix0 es pot observar en els resultats experimentals
de [9] i llavors la velocitat angular es pot prendre com a constant, pero la
magnitud de |v| disminueix pel fregament i, per tant, Sp augmenta.

Existeix un gran nombre d’estudis experimentals que mostren la variacio
de C; (o de C;) amb Sp; vegeu, per exemple, [1, 5, 9, 11]. Goff i Carré [7]
resumeixen els resultats experimentals de Asai et al. [1]i Carré et al. [5]. Observen
que, com que C; i Cs sorgeixen del mateix procés, son equivalents (alguns autors
no separen el coeficient d’enlairament en components i prefereixen treballar
amb un de sol definit en un eix apropiat de rotacio; vegeu, per exemple, [10]).
Els resultats experimentals indiquen que Cs i C; augmenten amb la rotacio fins a
estabilitzar-se al voltant de Sp = 0.3. Els valors reals varien amb els experiments
i, com es mostra a [11], amb diferents tipus de pilota, pero tipicament varien
entre 0 i 0.35 quan Sp augmenta de 0 a 0.3 [1, 4, 9, 12]. Com que en aquest
estudi ens centrem en I'efecte del gir, en els calculs despreciem la regi6 on Sp
és molt petit (per sota de 0.1) i utilitzem una aproximacio6 a trossos de la forma

B Coo (1+ 2(Sp - Spo)) 0.1 <Sp<0.3,

s = m (38)
Coo (1+ 22(0.3 - Spo)) = Cem,  Sp > 0.3,

on el gradient m; = 0.8, Cso = 0.25 és el coeficient quan Sp = Spg = 0.15/0.8 i

Csm = 0.34 és el valor constant maxim de C;. El coeficient de fregament ks = kgg

s’escriu com a

pACsO

kSO = 2m
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La forma lineal, sense el truncament, també havia estat utilitzada per Horzer
et al. [10]. El coeficient de fregament C; mostra una dependéncia menor respecte
de Sp i, per tant, com a primer intent per modelar els coeficients variables
permetem que Cs varii mentre que deixem constant Cj .

A causa de '’equivaléncia de C; amb C;, només estudiem 'efecte de variar
una d’aquestes quantitats. Aixo és encertat, ja que, com hem comentat a la
secci6 anterior, I’analisi hauria de ser tridimensional (llevat que la limitéssim
al pla y-z i imposéssim només gir endavant). Si permetem que tant C; com
() variin, aleshores la pertorbaci6 sera extremament complicada de tractar. En
comptes d’aixo, estudiem el cas de gir lateral pur, fixant C; = k; = 0 mentre C;
ve donat per I'equacio (38). El model adimensional es redueix aleshores a

.. . L3
X=-Yn |:de2)( Ksobs 2:1 ] , (39)
2
.. . Ll'l’l
Y = —le [deZY + k_g()(l)s :| ] (40)
Z =-1- dengYZ, (41)
on
1+ S(Sp Spo), 0.1 <Sp <0.3,
n, Sp > 0.3,
i
Dw Dw
Sp=—"= —. 43
p 2lv]  2nvY (43)
Definim
b1 msRw m;Sp,
+ ’ = 4 =1- 44
bs = "y P2 b1 Coov b2 Coo (44)

Per recuperar el cas de gir constant les condicions fixades son ¢p; = 01i ¢ = 1.
Mantenint les definicions anteriors per als parametres petits (pero amb kg
substituit per ko), les equacions es poden escriure com a

X=-Yn [EX— ( b1 + ¢o ) ] (45)
V=¥ [ev e ( b1, <I>2) x|, (46)
Z=-1-enYZ. (47)

El gir variable és representat pel terme que inclou ¢ el qual apareix amb I'ordre
dominant a 'equacio de X. Aixi doncs, hom espera que el gir variable tingui
un efecte significatiu en el moviment en X. Tot i aix0, ¢b; i X només apareixen
a les equacions de Y i Z amb el segon ordre i, per tant, hom espera que el gir
variable tingui poc efecte en el moviment en Y, Z.



Matematiques del moviment d’una pilota de futbol 183

Utilitzant una pertorbacié estandard, fins a I'ordre O(¢) les solucions son

2 2 2
X=(¢1+<l52);[2 +E|:CZW (¢’14+ 2p2)T° s
3 4
(P12 +caW) + p2(3 + 2C2W))% L (P ;42</>2)T ] ’
T2 TZ WT2 T3
Y:T_Ez, Z:WT_2+E|:—2+6:| (49)

Observant que k; = 0 resulta que c3 = ¢4 = 0 i aleshores les solucions de Y i
de Z anteriors corresponen a les equacions (21)-(23) fins a 'ordre @ (&), mentre
que la soluci6 de X difereix de I'’equacio (21) en I'ordre dominant.
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FIGURA 6: Trajectories adimensionals de X, Y i Z en funci6 de T per a
C, variable (amb w = 50): soluci6 numerica completa (linia continua),
solucié O(&%) (linia de punts) i solucié O(¢) (linia de punts i ratlles):
(@) L, = 20; (b) L, = 30 m.



184 Timothy G. Myers i Sarah L. Mitchell

La figura 6 mostra una comparaci6 entre les solucions numeriques i de
pertorbacié del model incloent-t’hi el gir variable. La figura 6(a) té les mateixes
condicions inicials que s’havien fet servir a la figura 3, pero ara amb Cs variant
d’acord amb I'equaci6 (38) i w = 50rad/s. La linia continua és la solucio
numeérica i les linies discontinues indiquen diversos nivells de la soluci6 de
pertorbaci6. La corba X mostra que al final de la trajectoria la pilota s’ha
mogut una mica menys de 0.6 unitats adimensionals, que correspon a una
distancia dimensional de 0.6k50L§ ~ 2.59 m. Com que el viratge dimensional
és proporcional a L, a la figura 6(b) es representa el mateix xut pero ara a una
distancia de 30 m. El canvi de L, prové d’'un augment de € = k4L i aixi s’espera
que la soluci6 de pertorbaci6 perdi precisio. Aixo és clar observant la figura,
tot i que la solucié O(¢) és relativament precisa (podriem augmentar aquesta
precisio trobant el terme O(&?)). El viratge dimensional al final del recorregut
ara és d’'uns 4.86 m. Aquest valor és quasi el doble del corresponent a un xut
des de 20 m i prové de la dependéncia aproximadament quadratica respecte de
la distancia.

A la figura 7(a) hi ha dibuixades quatre corbes corresponents a w = 30, 40,
50, 60 rad/s i L, = 30 m (amb la resta de condicions com a la figura 3). Tal
com s’esperava, augmentar w fa augmentar el moviment lateral de manera
que X (1) varia de 0.298 a 0.44 quan w augmenta de 30 a 60 (i dimensional-
ment de 2.9 m a 4.3 m). Obviant el fregament variable, I'equaci6 (29) indica que
I'increment hauria de ser aproximadament lineal x o k. Incloure la variacio
del coeficient de fregament, amb truncament, fa que I’'augment sigui no lineal.
Per exemple, quan w augmenta de 30 a 40, X(1) augmenta en 0.052 (dimen-
sionalment 0.5 m), pero augmentant w de 50 a 60, X (1) augmenta només en
0.04 (dimensionalment 0.4 m). Un augment de w superior no produira gaire
variacié en el moviment. Ens pot ajudar a entendre aixo la figura 7(b) que
mostra la variacié de Cs al llarg de la trajectoria: amb w = 30 o 40 el valor
de C; sempre augmenta. Quan w = 50 el valor de Cs es torna constant cap
al final del vol i per a w = 60 és constant durant la meitat del temps de vol.
Per tant, qualsevol xut amb w > 60 donara un resultat similar al de w = 60.
Duent a terme aquest estudi va sorgir la pregunta de que és el que presenten
exactament els diferents grups de recerca quan dibuixen les corbes C; — Sp. En
particular no queda prou clar com s’interpreta Sp = Rw/|v]|. Els experiments
de Asai et al. [1] i de Passmore et al. [12] consideren una pilota fixada en un ta-
nel de vent en el qual w i v romanen constants, de manera que Sp pren un
unic valor per a cada experiment. El fregament i la forca lateral es mesuren
directament, un fet que després permet calcular els coeficients de fregament
a través de I'equacio (2). Experiments més «realistes» consideren un xut real
d’'una pilota en un entorn controlat i després calculen els coeficients adaptant
les dades a algun model matematic. Per exemple, Bray i Kerwin [2] monitorit-
zen el vol d’una pilota amb dues cameres. Les equacions del model es resolen
i s’iteren, utilitzant coeficients de fregament com a parametres variables
fins que es troba una bona correspondeéncia amb les dades experimentals.
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FIGURA 7: (a) a la part superior, trajectories adimensionals de x en funcio
de t per a Cs variable; (b) a la part inferior, grafiques corresponents
a Cs en funcio Sy, la linia discontinua representa I'equacio (38), la linia
continua gruixuda és la variaci6 de Cs al llarg de la trajectoria.

Amb aquest metode es determinen valors constants per al fregament frontal i
lateral per a un xut donat. De totes maneres, com que aquests valors provenen
d’ajustar la trajectoria sencera, on Sp és una funcio creixent, els coeficients
han de ser alguna mena de mitjana per al xut especific. Carré et al. [4] fan
servir una tecnica semblant on els coeficients de fregament s6n mitjanes, pero
les grafiques es fan a partir del valor inicial de Sp (d’aquesta manera s’evita
la confusi6 en la variacié de Sp). Goff i Carré [7, 8] escullen coeficients de
fregament per tal de minimitzar I'’error de minims quadrats entre la soluci6
numerica i les dades dels experiments, pero per reduir la variacié de Sp limiten
les dades als primers 0.07 s de vol. Griffiths et al. [9] utilitzen un sistema
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precis de seguiment de la pilota pero calculen els coeficients amb la féormula de
Wesson [14], que suposa el fregament constant. Per tant, les diferents dades
que es donen mostren valors de C; i Sp reals o bé poden ser valors mitjans
sobre una trajectoria donada (amb diferents metodes de fer la mitjana). La
figura 8 presenta dos grups de corbes, les corbes de sota corresponen a Cs
variable amb L, = 30 m. La linia discontinua representa la trajectoria fins a
t = 1.655 s (per acabar a y =~ 30 m) i la linia continua acaba a t = 0.693 s (al
voltant de y = 15 m). Les corbes de la part superior utilitzen un valor constant
de C; = 0.307, que va ser escollit per fer coincidir el resultat de la variable C;
després de 1.655 s. La grafica es presenta dimensionalment, ja que totes les
modificacions d’escala depenen de la tria de Cs. Totes les altres condicions
son les mateixes que en cas de w = 50 rad/s de la figura 7. La caracteristca
important és que per a temps diferents de 1.655 s la corba constant de Cs té
una quantitat de viratge diferent, fet que indica que si s’utilitza un valor mitja
per a Cs, aleshores el seu valor variara amb la distancia del punt de xut (a la
figura els xuts de 15 m mostren una diferéncia de 10 cm en el viratge). Aixo és,
si totes les altres condicions estan fixades, ajustant un valor constant de C a
les dades experimentals, llavors obtindrem un rang de valors de C per a xuts
fets a distancies diferents.

[ x(m)
5r 75" 7

Constant Cs ,,/’:’
3r \ ,»,:""::) 7

5L _:::=“’:‘;\ Variable Cg ]

1+ il
0 L - v v y
0 5 10 15 20 25 30

FIGURA 8: Comparacio6 de trajectories per a C; variable i per a C; constant.

6 Discussio

En aquest treball hem estudiat les equacions tridimensionals per al moviment
d'una pilota de futbol durant el vol. La solucié numerica és trivial pero aquesta
no mostra la dependéncia del problema respecte dels parametres. Per aquest
motiu, s’ha desenvolupat una soluci6 de pertorbaci6 que ha resultat molt precisa
quan es compara amb la solucié numerica. En I’obtenci6é d’aquesta solucio el
canvi d’escala s’ha basat en la hipotesi que els jugadors de futbol donen més
efecte lateral que per sobre (o per sota) a la pilota. Aix0 es podria canviar
facilment si estudiéssim, per exemple, el moviment d'una pilota de golf, on
I’efecte per sobre o per sota és el dominant. L’analisi realitzada ha permeés fer
un seguit d’observacions sobre el moviment de la pilota.
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Les aproximacions analitiques mostren que a I’ordre principal el moviment
lateral és proporcional al coeficient de fregament lateral k; i a la distancia (vt)2.
Aix0 explica el motiu pel qual els xuts de falta fets de més lluny tenen més
viratge. Fins al primer ordre en el parametre petit, el moviment en cada direccio
esta descrit per una equacio de grau 4 com a maxim en el temps. Els estudis
experimentals sovint aproximen les dades amb un polinomi. Per exemple, Carré
et al. [4] mostren una concordanca excellent amb les dades experimentals su-
posant que la x varia quadraticament amb t. Aixo esta d’acord amb el resultat
referent a I'ordre principal d’aquest estudi, x ~ ks(vt)?/2, i permetra copsar
correctament el comportament dominant i la soluci6 per a temps petit. Bray
i Kerwin [2] suposen una dependéncia quartica per a x, y, z: com que una
quartica conté més coeficients, hom pot ajustar les dades experimentals amb
meés precisio. Aquesta funcidé esta en concordanca amb 'expressié de primer
ordre. Per aquesta ra0 els resultats que presentem aqui no es van comparar
inicialment amb dades experimentals: molts estudis han mostrat que les da-
des poden ser ben aproximades per funcions quadratiques o quartiques. Com
que els resultats prenen aquesta forma, es pot obtenir una bona concordanca
simplement escollint els coeficients adequats (i aixi deduint els valors dels
coeficients de fregament). De totes maneres, pel suggeriment d'un revisor, hem
comparat els resultats amb els de [4]. Aixi s’ha vist que hi ha la concordanca
esperada i s’han pogut determinar d’'una manera senzilla els parametres del
vol. De fet, aix0 mostra d’alguna manera que les equacions poden ser conside-
rades indulgents en el sentit que un model poc precis pot donar encara una
bona concordanca amb dades experimentals. Negligint termes, per exemple,
estudiant només el moviment bidimensional, portara a la mateixa forma de
soluci6 que el sistema tridimensional, pero els coeficients polinomials seran
diferents. Com a conseqiiéncia, un estudi numeric d’'un conjunt d’equacions
lleugerament incorrecte sera capac¢ de donar una bona concordanca amb les
dades experimentals, pero els coeficients de fregament calculats amb aquesta
soluci6 seran diferents del seu valor real. Per illustrar aquest fet, combinem
les equacions (29) i (30) per tal de determinar una expressio de x com a funci6é
de vy, precisa fins a 'ordre O(¢),

 kgy? w? 29wy  g*y*
X—72 1+ 2 303 + 604 , (50)

on els termes O (&) estan entre claus. A 'ordre principal, es pot observar el
fet ben conegut que x varia, de manera aproximada, quadraticament amb .
A mesura que el temps avanca, i d’aquesta manera y, el terme O(¢) creix en
importancia i fa que el vol es desvii de la forma quadratica i aquesta desviaci6 és
descrita per una quartica. El coeficient correcte de y? en I'’equacié anterior
és ks (1+w?/v?) /2. Donat un polinomi que s’ajusti amb les dades experimentals
i donats valors inicials de les velocitats v i w, és possible calcular k; simplement
comparant els coeficients polinomics adequats. De totes maneres, si el model
matematic negligeix el moviment en z (fixant w = 0 a (50)), aleshores la predicci6é
de k; estara afectada per un factor 1 + w?/v? respecte del seu valor real.
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Aleshores obviament s’ha d’anar amb compte a I’hora de triar el model
per tal d’obtenir els coeficients de fregament a partir de dades experimentals
tridimensionals. Si la pilota és llancada en un camp gravitacional (cosa més aviat
dificil d’evitar) amb efecte lateral, aleshores s’hauran d’utilitzar les equacions
tridimensionals al complet, ja que la velocitat vertical té un efecte important en
el moviment lateral. L’excepcié a aquesta norma és quan la pilota és llancada
amb velocitat zero en la direccié x i només amb efecte per sobre (o per sota);
aleshores un estudi bidimensional en el pla y-z sera suficient. Com que C;
apareix pel mateix efecte que C;, només s’ha de determinar una d’aquestes
dues quantitats i ’experiment dos-dimensional ens donara tota la informaci6
necessaria.

En la secci6 final s’ha investigat I'efecte que té la variaci6 de C; (o ;) a causa
del gir durant el vol. Els estudis numerics generalment suggereixen un valor
constant, sovint escollit per donar el millor ajust a les dades. Els resultats en
aquest estudi mostren que la variacié de C; provoca un canvi en relaci6 amb
les trajectories predites. Tot i que és possible triar un valor constant mitja,
aquest valor variara amb la llargada de la trajectoria. Com que el coeficient
de fregament és una funci6 de la pilota i de les propietats de I'aire, i no de la
llargada del vol, aquest resultat és fisicament poc realista. Un problema que va
sorgir en aquesta part de I'estudi va ser la interpretaci6é del gir. Per determinar
Cs en termes de Sp es pot realitzar un experiment on la trajectoria de la pilota
de futbol se segueix amb algun equip de captura de moviment. La comparacio
amb els resultats del model matematic porta a un valor de Cs per aun Sp donat,
per a cada experiment. De totes maneres, com que Sp, de fet, creix durant el
vol no és clar queé es vol dir amb el valor citat. Excepcions a aquesta norma sén
els experiments duts a terme amb una pilota immobil en un tinel de vent, cas
en que Sp es pot mantenir constant; vegeu, per exemple, [1, 12].

El salt ben conegut en el coeficient de fregament, que pot produir una rotacié
en sentit contrari en altres esports, no s’ha considerat en aquest article ja que el
moviment d'una pilota de futbol té lloc per a valors del niimero de Reynolds per
sobre de la transici6 [10]. De totes maneres, val la pena fer notar que la transici6é
té lloc per a valors de Re més alts com més llisa és la pilota. Com que la densitat
de l'aire disminueix amb I'altitud (i per tant, també ho fa Re), aix0 podria ser
un factor important en el moviment d’una pilota llisa en estadis situats a molta
altitud, com ara el de Johannesburg. De fet, durant la Copa del Mén del 2010,
en que es va fer servir la pilota Jabulani (una pilota llisa sense costures), hi va
haver moltes critiques sobre els vols aparentment erratics de les pilotes. Per
exemple, el seleccionador d’Anglaterra, Fabio Capello, va afirmar que la pilota
es comportava d'una manera estranya a gran alcada sobre el nivell del mar; el
davanter brasiler Fabiano va afirmar que canviava de manera imprevisible de
direcci6é quan anava per l'aire; vegeu [15].

A continuacio es discuteix si I'eleccio de la pilota pot donar algun avantatge
a un equip, i en particular si I’altura hi pot intervenir. De I’equacio6 (29) es pot
veure que el viratge en la direccié x és proporcional a k; = pAC,/(2m). El valor
de la densitat de I'aire p decreix amb l'altitud. En estadis a gran altitud, com el
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de Johannesburg, a 1800 m, p ~ 1.04 kg/m3 és aproximadament un 20 % més
baixa que a nivell del mar, p =~ 1.29 kg/m3. Per tant, un equip acostumat a jugar
a nivell del mar esperara un 20% meés de viratge. Per illustrar la diferencia més
clarament, a la figura 9 es mostren tres trajectories per a xuts idéntics amb
p =1.04,1.1911.29 kg/m? (els dos ultims valors son els adequats per a Madrid
i Barcelona, respectivament). Els valors inicials son v = 36 m/si L, = 35 m, el
coeficient de fregament és constant, C; = 0.34, i les altres condicions sén les
mateixes que en les figures prévies. Si la pilota es xuta inicialment a nivell del
pal de la porteria, aleshores una velocitat en la direccio x de —15.16 m/s porta a
un gol només a nivell del mar, quan p = 1.29 (utilitzem aqui la solucié numerica
ja que x no es va incloure en la soluci6 de pertorbacio i de passada aquest
xut verifica la solucié de pertorbacio). El mateix xut fet a Madrid passaria de
llarg de la porteria uns 1.3 m mentre que a Johannesburg fallaria per uns 3.3 m.
Horzer et al. [10] van predir un comportament similiar a les seves solucions
numeriques.

L’avantatge de la soluci6 analitica presentada en aquest article és que no
només mostra explicitament I'efecte de la densitat de 'aire, sin6 que també
mostra la dependéncia respecte d’altres variables. Per exemple, com que el
viratge és proporcional a pACs, el canvi en el comportament de la pilota degut
a I'altitud es pot obtenir canviant el coeficient de fregament. La trajectoria
per a p = 1.29 a la figura 9 pot fer-se identica a la corba de p = 1.04 posant
Cs =1.04 x0.34/1.29 = 0.274. Aix0 és un tema important actualment per als
fabricants de pilotes de futbol (impulsat per la Copa del Mén de Sud-africa
del 2010) que volen fabricar pilotes que tinguin el mateix comportament a
diferents altituds.

4|

FIGURA 9: Diferencies en trajectories a diferents altituds.

Finalment, queda la pregunta de si aquesta analisi pot marcar diferéncia
a la practica. La soluci6 analitica mostra clarament els factors que afecten el
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vol de la pilota. Posa de manifest que els equips que juguen a la costa estan
acostumats a un viratge més gran que els equips que juguen a grans altituds,
ja que la densitat de I'aire o la rugositat de la pilota redueixen el viratge. En
conseqiiencia, després de la reunié que va tenir lloc a Johannesburg el gener
del 2011 es va suggerir que el Bidvest Wits utilitzés una pilota llisa per als
partits ja que d’aquesta manera s’aconseguiria el comportament més allunyat
del que esperen els equips que normalment juguen en altituds més baixes. En
canvi, en els entrenaments per a partits a fora haurien de fer servir una pilota
rugosa. Els equips de costa haurien d’aplicar ’argument contrari i triar pilotes
rugoses quan han de jugar amb equips d’altituds grans. Es clar que no es poden
predir tots els factors que afectaran la sort dels equips, pero val la pena de
notar que abans de la reuni6 de Johannesburg els Wits no havien guanyat en
vuit partits consecutius. En el seu primer partit a casa després de la reunio,
que van jugar amb un equip de costa, van guanyar per 6-0. Fins al final de la
temporada 2011 van perdre només un partit a casa, que va ser un partit de
Copa, on I'equip de casa no pot posar la pilota. Desafortunadament, no ho van
fer tan bé en els partits fora de casa.
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