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Models estocastics multiescala
de la dinamica de poblacions celulars:
metodes asimptotics i numerics

PILAR GUERRERO I TOMAS ALARCON

Resum: En aquest article, presentem una nova metodologia que permet formular
i analitzar models estocastics multiescala de la dinamica de poblacions cellulars.
Seguint la idea de models hibrids multiescala existents, creem el nostre model de
forma jerarquica d’acord amb les escales temporals caracteristiques involucrades, on
la dinamica estocastica de la poblacié esta governada per les taxes de naixement i de
mortalitat segons el que prescriuen les corresponents vies intracellulars (per exemple,
el model estocastic del cicle cellular). El mecanisme de retroalimentaci6 es tanca amb
I’acoblament entre la dinamica de la poblaci6 i la dinamica intracellular a través de la
concentracio d’oxigen: les cellules consumeixen oxigen, el qual, al seu torn, regula la
taxa amb la qual les céllules evolucionen al llarg del seu cicle cellular. L’acoblament
entre la dinamica intracellular i la poblacional es duu a terme a través d'un meétode
innovador, que permet obtenir la taxa de naixement a partir del model estocastic del
cicle cellular, basat en un enfocament de temps mitja de primer pas. Se suposa que la
proliferaci6 cellular és activada quan una o més de les proteines involucrades en la via
de regulaci6 del cicle cellular arriba a un valor llindar. Aquest punt de vista permet
calcular la taxa de divisi6 com a funci6 de I'edat de la céllula i 'oxigen extracellular en
termes del temps corresponent de primer pas. Aleshores, podem procedir a formular
la dinamica estocastica de les poblacions cellulars en termes d’'una equacié mestra
estructurada per I'edat. A més a més, també hem desenvolupat generalitzacions de
metodes asimptotics del tipus WKB per a I'’equacié mestra estructurada per I’edat, aixi
com un metode de salt T per simular ’evoluci6 de la poblacié estructurada per ’edat.
Finalment, illustrem aquesta metodologia general amb un exemple d'una poblaci6é
cellular, on la progressio en el cicle cellular esta regulada per la disponibilitat d’oxigen.

Paraules clau: modelitzacié multiescala, modelitzacio estocastica, cancer, cicle cel-
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1 Introduccio

En els darrers anys, la modelitzacié multiescala de sistemes biologics ha es-
devingut un camp de recerca molt actiu, i ha fet contribucions significatives
en diverses arees, que van des de la cardiologia [25, 31, 36, 51] fins a la
biologia del desenvolupament [26, 40, 49, 50, 62] i el creixement tumoral
[2, 11, 14, 15, 27, 33, 34, 41, 42, 43, 44, 45, 47, 48, 55, 56, 57].

L'interés que mou l'increment d’esforc dedicat al desenvolupament de mo-
dels i tecniques multiescala esta motivat per la constatacio que el metode de la
bala magica [54] per al tractament de malalties complexes, i, més precisament,
en el cas del cancer, pot ser que no sigui tan efectiu com inicialment s’havia
pensat. Pel que fa al tractament del cancer, aquest concepte va ser presentat per
Paul Ehrlich [54] i consisteix en una terapia dirigida que actua especificament
en cellules cancerigenes, i que deixa sense danyar les céllules normals. Amb
I'arribada de la recerca genomica, s’esperava que aquest metode fos impulsat
considerablement. De fet, durant més de trenta anys, la recerca en oncologia
ha estat dominada per una aproximaci6 genocentrica, on les terapies dirigides,
és a dir, medicaments desenvolupats amb I'objectiu d’interferir amb productes
especifics de gens cancerigens, han estat el centre i ’objectiu fonamental de la
biologia del cancer [39]. Els avencos en genomica i altres omiques (proteomica,
epigenomica, etc.) han promogut encara més aquest enfocament. No obstant
aixo, I'éxit d’aquesta aproximacio en termes de desenvolupament de nous
medicaments eficients per al cancer s’ha quedat lluny de les expectatives [39].

Hi ha diverses raons per les quals el métode de la bala magica ha tingut un
exit limitat. El comportament i les caracteristiques globals de les céllules en
resposta als estimuls, és a dir, el fenotip, emergeixen a partir d'una complexa
xarxa d’interaccions entre els gens i els seus productes, la qual, finalment,
acaba regulant ’expressio dels gens (vegeu, per exemple, el treball recent de
Lignet et al. pel que fa a la xarxa de senyalitzacié6 VEGF [32]). Aquestes xarxes
de regulaci6 dels gens constitueixen una dinamica no lineal, de dimensi6é molt
gran, I'estructura de les quals ha anat prenent forma per I'evolucié deguda a
la selecci6é natural i, per tant, posseeixen propietats com ara robustesa (és a
dir, resistencia del fenotip en contra d’alteracions genetiques) i canalitzaci6
(és a dir, I’habilitat dels fenotips d’incrementar la seva robustesa a mesura
que el temps avanca). Aquestes propietats son explotades pels tumors per tal
d’incrementar el seu potencial de proliferacio i per resistir a les terapies [29]. A
part de les complexes interaccions no lineals entre cellules, existeixen intrica-
des interaccions entre diferents components dels sistemes biologics a tots els
nivells: des de complexes vies de senyalitzacio i xarxes de regulacié géniques
fins a complexos efectes no locals, on les pertorbacions a tot el teixit indueixen
canvis a nivell dels camins intracellulars de les cellules [2, 14, 34, 41, 44, 48].
Aquests i altres factors porten cap a una complicada dinamica en teixits biolo-
gics. En particular, a causa de totes les capes de complexitat que hi intervenen,
és molt dificil d’avaluar el principal dogma del metode de la bala magica, és a
dir, saber si un agent terapeutic sera efectiu en contra del tumor i inofensiu
per al teixit sa que hi ha al voltant.
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Per tal d’abordar i respondre a aquestes qiiestions, s’ha intensificat la recerca
en el desenvolupament i I’analisi de models multiescala. Aquests models sén
capacos d’'incorporar en un sol model diferents submodels corresponents a
diversos nivells d’organitzacio biologica (intracellular, interaccié entre cel-
lules, nivell del teixit complet, etc.), els quals, normalment, estan caracteritzats
per diferents escales temporals i de longitud, aixi com I’acoblament entre
aquests submodels, de forma que el comportament global de tot el teixit pot
ser analitzat com una propietat emergent dels elements acoblats [11, 14, 33,
41, 47, 56].

Els models multiescala poden ser formulats de diverses maneres. Una
d’aquestes metodologies és I'anomenada modelitzacio hibrida (2, 28, 34, 41, 47,
48]. Els models multiescala hibrids estan formats per diferents submodels per
a diferents nivells d’organitzaci6é biologica (processos intracellulars, interaccio
entre cellules, secrecio i transport de senyals, etc.), i cada un és modelat
en termes de descripcions matematiques diferents (equacions diferencials
ordinaries, EDO; automats cellulars; equacions en derivades parcials, EDP; etc.).
Els models hibrids estan caracteritzats normalment per 1'is de models basats en
els individus per descriure la dinamica de, com a minim, un dels compartiments
cellulars considerats al model [42, 43]. Altres fases (per exemple, poblacions
cellulars no modelades com a individus i fases fluides com la sang o el fluid
intersticial) son modelades mitjancant EDP com a fases continues [28, 34]. Els
models basats en els individus s6n complementats normalment amb models per
al comportament de céllules en resposta a senyals com la manca de nutrients o
amolecules de senyalitzacio [2]. La concentracio de nutrients o de molécules de
senyalitzacio és modelada normalment com un camp continu mitjancant EDP
del tipus reaccio-difusié. Els models hibrids han estat proposats per estudiar
diferents aspectes del creixement tumoral, com ara la resposta a la terapia
[2, 48], I'angiogenesi induida pel tumor [34, 42, 43] i la dinamica evolutiva del
creixement tumoral [47].

Una altra forma possible d’estudiar la modelitzacié multiescala és usant els
models de fases multiples [10, 33, 45, 57]. En aquests models, cada tipus cel-
lular és modelat com una fase diferent. Els models de fluids de fases multiples
han estat utilitzats per analitzar aspectes diferents del creixement tumoral, on
cada tipus de cellula correspon a un fluid diferent [10, 33, 45]. Els models de
camp de fase s’han utilitzat recentment per modelar 'angiogénesi induida per
un tumor [57].

Malgrat el considerable esforc fet en el camp dels models multiescala per
al creixement tumoral, hi ha aspectes diversos de la dinamica dels teixits
biologics que, en aquest context de modelitzacid, encara son poc coneguts. Un
d’ells és I'efecte del soroll. Els efectes aleatoris han estat inclosos en diversos
models multiescala o bé hibrids. Per exemple, els models d’angiogénesi induida
tumoralment de McDougall et al. [37, 38, 53], basats en un estudi previ sobre un
model hibrid continu-discret d’Anderson i Chaplain [5], o els models multiescala
per a I'angiogenesi formulats a [42, 43] tenen un element estocastic que, en
aquest cas, correspon a considerar que la formaci6 de vasos és representada en
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termes d'un model esbiaixat de passeig aleatori per al moviment de les cellules
endotelials més externes. Malgrat tot, una metodologia general que ens permeti
incorporar i analitzar especificament els efectes del soroll a diferents escales
encara no existeix. Com a primer pas per omplir aquest forat, proposem en
aquest treball una metodologia per formular models estocastics multiescala
de la dinamica de les poblacions cellulars, aixi com el desenvolupament de
metodes numerics i asimptotics per a la seva analisi.

En aquest article, ens proposem formular models estocastics multiescala de
la dinamica de poblacions cellulars, els quals tinguin en consideracio6 fluctua-
cions a dos nivells: tant a nivell de vies de senyalitzacio intracellulars, a causa
del baix nombre de proteines, com a nivell de poblaci6é cellular, com a conse-
qiencia de tenir una poblaci6é de mida finita. D’ara endavant, ens referirem a
aquestes dues fonts de soroll com a soroll molecular i soroll cellular, respecti-
vament. L’objectiu d’aquesta publicacio és abordar el problema del soroll en
sistemes multiescala d'una forma sistematica. Amb aquesta finalitat, creem
un context de treball que ens permet formular i analitzar models estocastics
multiescala.

Pel que fa a la creaci6 del nostre model, farem la mateixa suposici6é basica
que es va fer a [2], és a dir, dividirem el problema en les tres capes que consi-
derem, que identifiquem amb processos caracteritzats per escales temporals
extensament diverses (vegeu la figura 1 per a una representacio esquematica del
nostre model i les escales temporals caracteristiques involucrades). Considerem
un model on acoblem la dinamica de la concentracié de nutrient disponible (per
exemple, oxigen), determinada per la seva taxa de subministrament i consum
per part de les cellules; una capa intracellular, on considerem un model que
descriu la manera com la concentracio d’oxigen regula la taxa de progressio
al llarg del cicle cellular [1, 7] i, per tant, també la taxa de divisio, i, finalment,
una capa cellular, on considerem la dinamica estocastica de les poblacions
de cellules. Les capes intracellular i cellular estan acoblades mitjancant un
model per a la taxa de divisidé que depén de I'oxigen, formulat en termes d’'un
problema de temps mitja de primer pas.

L’article esta organitzat com s’explica tot seguit. A la seccio 2, descrivim la
formulaci6 del model. Hi discutim el model estocastic per a la progressio del
cicle cellular regulat per I'oxigen, i plantegem la formulacié d’'un model per a la
taxa de divisié que depen de I'oxigen i 'edat com un problema de temps mitja
de primer pas associat a la dinamica estocastica del cicle cellular. Després
procedim a formular un procés estocastic de naixement-mort que depén de
I’edat per a la dinamica de les poblacions cellulars. A la secci6é 3, presentem
un metode asimptotic WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) per trobar solucions
aproximades per a ’equacié mestra (EM) corresponent que depén de 1’edat.
La secci6 4 esta dedicada a la formulacié d’'un métode de salt T que depén
de I’edat que ens permet fer simulacions del model estocastic multiescala.
Finalment, a la secci6 5, s’hi discuteixen els nostres resultats, les limitacions
d’aquest enfocament i les direccions per a una recerca futura.
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FIGURA 1: Representacio esquematica del model multiescala: 'oxigen
modula la progressié de les céllules al llarg del cicle cellular o, equi-
valentment, la seva taxa de divisi6. La taxa de divisi6 que depén de
I'oxigen és modelada en termes d'un problema de temps mitja de primer
pas i, després, és usada a I’equacié mestra que determina la dinamica
estocastica de la poblacio cellular. Les cellules consumeixen oxigen i,
en conseqiiencia, la seva dinamica regula la concentracié d’oxigen, de
manera que tanca el mecanisme de retroalimentaci6. També mostrem
les escales temporals caracteristiques corresponents: desenes de mil-
lisegons per a I'oxigen, minuts o hores per als processos intracellulars i
dies per a les cellules.

2 Formulacio del model

2.1 Estructura general del model estocastic multiescala

Abans de passar a fer una discussio detallada dels diferents elements invo-
lucrats en la formulacié del model estocastic multiescala, procedim a una
descripcio detallada de 'estructura general del model, la qual esta altament
relacionada amb la del model proposat a [2].

El model que presentem en aquest article integra fendomens caracteritzats
per escales temporals diferents, com es pot veure esquematicament a la figura 1,
on s’inclouen el lliurament de I’oxigen a la poblaci6 cellular i el consum d’aquest
per part de les cellules, la dinamica de la poblaci6 cellular sota la restriccio
d’un subministrament d’oxigen a una taxa finita i la proliferacio i ’apoptosi
de la divisio cellular. La seva estructura és, per tant, forca complexa i, per
aquesta ra0, abans de presentar els submodels involucrats en la descripci6 de
cada un d’aquests processos, explicarem I’estructura global del context de la
modelitzacio.
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El punt de vista que nosaltres utilitzem és una generalitzacié natural del
procés de Markov estandard de naixement-mort a temps continu i la seva
descripci6 via una equacié mestra [17]. Com veurem, el caracter multiescala
del sistema, és a dir, la inclusi6 de l'estructura fisiologica associada a les
variables del cicle cellular, introdueix una estructura d’edat a la poblacio: la
taxa de divisio6 depen de I'edat de la cellula (i. e., el temps que ha transcorregut
des de l'dltima divisi6), que determina, a través del model de cicle cellular
corresponent, I’estatus dins del cicle cellular de les cellules respectives.

Pel que fa a les particularitats de cada submodel involucrat, el model per
al lliurament d’oxigen és una equaci6 diferencial estocastica, on 'oxigen és
proporcionat a una taxa constant F i consumit per part de les cellules (vegeu
la figura 1). El caracter estocastic de I’equacié que governa I’evoluci6 de la
concentraci6o d’oxigen sorgeix del fet que el nombre de céllules a un temps
determinat és una variable estocastica.

El segon submodel (és a dir, el model intracellular) considerat en el nostre
context multiescala és un model estocastic per a la progressio a través del cicle
cellular regulada per 'oxigen (vegeu la figura 1). Aquest submodel és formulat
usant les tecniques estandard de modelitzacié de cinética quimica [20], de
forma que el limit de camp mitja del model estocastic correspon al model
determinista per al cicle cellular formulat a [1]. Aquest model proporciona
I’estatus del cicle cellular, és a dir, el nombre de molécules de cada proteina
involucrades en el model, d’on nosaltres podem deduir si la transicié G;/S
ha tingut lloc per a una cellula d'una determinada edat a. L’estatus del cicle
cellular d'una céllula d’edat a esta determinat en termes de si I’abundancia de
certes proteines que activen el cicle cellular (ciclines) ha arribat a un cert valor
llindar. En el nostre cas concret, si a una edat a els nivells de ciclines estan per
sota del valor llindar corresponent, la céllula encara esta a G;. Si, en canvi, el
valor llindar ja s’ha assolit, aleshores la cellula ha passat a S i, per tant, esta
preparada per dividir-se. Aixo implica que la probabilitat que una céllula hagi
creuat el nivell llindar de ciclines a una edat a pot ser formulada en termes
d'un problema de temps mitja de primer pas (MFTP), en el qual hom analitza la
probabilitat d’'un procés Markov d’arribar a una certa frontera [17]. La taxa a la
qual el nostre model per al cicle cellular arriba al valor llindar d’activaci6 de la
ciclina, dit d'una altra forma, la taxa a la qual les céllules passen a través del
punt de restriccié del cicle cellular, es pren de forma que sigui proporcional
a la taxa de divisio. La taxa de divisio és funcié de 1'edat de la céllula, aixi
com de la concentracié d’oxigen, ja que I’abundancia d’oxigen regula la taxa de
progressio al llarg del cicle cellular.

El tercer i tlltim submodel (és a dir, el model cellular) correspon a la dinami-
ca de les poblacions cellulars i esta governat per ’equacié mestra per a la funci6
de densitat de probabilitat del nombre de cellules [17]. El procés estocastic que
descriu la dinamica de les poblacions cellulars és un procés naixement-mort
que depén de I’edat, on la taxa de naixement depeén de I'’edat i és determinada
pel model intracellular. La taxa de mort és, per simplicitat, considerada cons-
tant. Com a conseqiiéncia del fet que la taxa de naixement depengui de I'edat,
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la nostra equacié mestra multiescala no té la forma estandard per a poblacions
no estructurades. Es, en canvi, una equacié mestra que depén de I'edat.

La descripci6 detallada dels processos involucrats en cada un dels submo-
dels que han estat resumits en les linies anteriors és ’'objecte d’estudi de la
part restant de la seccio 2.

2.2 Escala intracellular: model estocastic per a la progressio del cicle
ceHular que depén de I'oxigen

2.2.1 Informacié prévia sobre la modelitzacio del cicle ceHular. El cicle
cellular és la seqiiéncia d’esdeveniments mitjancant els quals una céllula que
esta creixent duplica tots els seus components i es divideix en dues céllules
filles, cada una de les quals, al seu torn, té la maquinaria i la informaci6 sufi-
cients per poder repetir el procés [4]. El cicle cellular esta dividit, normalment,
en quatre fases: Gy, S, G» ila mitosi M. Durant la fase G; (G = fase buida), la
cellula no es divideix i els cromosomes no es repliquen. La replicacié de ’ADN
nuclear ocorre durant la fase S, mentre que la mitosi es completa al final de
la fase M. L'interval entre la replicacié de I’ADN i la divisi6 s’anomena fase G».
Les fases buides G i G» donen a la cellula temps addicional per créixer. La
cellula també passa per dues transicions irreversibles. La primera d’aquestes
transicions ocorre al final de G, i s’anomena Inici. Durant la fase Gq, la céllula
controla el seu entorn i la seva mida. Quan les condicions externes i la mida de
la cellula son les adients, la céllula es dedica a sintetitzar ADN i a la seva divisio.
Aquesta transicio és irreversible: un cop la céllula entra a la fase S ila replicacio
de ’'ADN comenca, la divisié s’ha d’acabar. La segona transicio, Acabament,
ocorre quan la replicaci6 de ’ADN ja s’ha completat. Un cop la céllula ha
comprovat que I’alineacié de 'ADN i les cromatides ha ocorregut, la transicio
Acabament és activada i la cellula, finalment, es divideix en dues céllules filles.
Un cinque estat, 'anomenat estat G, és definit per referir-se a les cellules
que han abandonat la progressié normal del cicle cellular i han esdevingut
quiescents. En aquest estat, la majoria (tot i que no totes) de les funcions
cellulars estan suspeses, d’entre les quals la més notable és la proliferacio.
Els esdeveniments del cicle cellular sén controlats per una xarxa de senyals
moleculars que tenen per components centrals les proteines-cinases que de-
penen de ciclines (CDK). A 'estat G, I'activitat de les CDK és baixa, ja que les
seves parelles obligades, les ciclines, no hi sén. Aixo es deu al fet que la sintesi
per part de ’'ARNm de les ciclines és inhibida i la proteina ciclina es degrada
rapidament. A I'Inici, s’indueix la sintesi de ciclines i s’inhibeix la degradaci6
de ciclines, la qual cosa causa un increment increible en I'activitat de les CDK,
que es manté durant S, G, i M. L’activitat alta de les CDK és necessaria per a
la replicacié de ’'ADN, la condensaci6 dels cromosomes i la formacio6 del fus.
A I’Acabament, un grup de proteines que formaran el complex promotor de
I’anafase (APC) és activat [63]. L'APC enganxa una «etiqueta de construccio»
a unes proteines diana especifiques, que a continuacié sén degradades per la
madquinaria de proteolisi de la cellula. L’APC esta format per un nucli complex
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constituit per una dotzena de polipeptids aproximadament i dues proteines
auxiliars, Cdc20 i Cdhl, que sembla que tenen el paper (quan estan actives)
de reconéixer unes proteines diana especifiques i presentar-les al complex del
nucli perque les etiquetin [61, 63]. L’activaci6 de la Cdc20 a I’Acabament és
necessaria per a la degradacié de cohesines a ’anafase i per a 'activacio de
la Cdhl. De forma conjunta, Cdc20 i Cdhl etiqueten ciclines per degradar
a la telofase, la qual cosa permet al sistema de control retornar a G;. Cal que
distingim aquestes dues proteines auxiliars, ja que la Cdc20 i la Cdhl s6n
controlades de forma diferent per la ciclina-CDK, la qual activa la Cdc20 i
inhibeix la Cdhl.

A [58], Tyson i Novak descriuen un model per a les transicions irreversibles
Inici i Acabament, les quals regulen la progressio del cicle cellular. El model que
presentem suposa que aquestes transicions ocorren per mitja de bifurcacions
del sistema regulador, la qual cosa porta a la creacio i destruccié d’estats
estacionaris estables del sistema regulador molecular del procés de divisio
cellular.

La dinamica del cicle cellular pot estar afectada per condicions ambientals,
en particular, pel nivell d'oxigen extracellular: és ben sabut que concentracions
d’oxigen baixes (hipoxia) alteren la progressio del cicle de divisio cellular [18]
i de la transici6 G;/S, en particular. A la referéncia [1], se suposava que la
resposta d’aquesta transicio a la hipoxia era mediada per la proteina p27, un
element de la xarxa CDK, la producci6 de la qual augmenta sota condicions
d’hipoxia [16, 18], encara que estudis recents posen alguns dubtes sobre el rol
de la p27 com a mediadora dels efectes d’hipoxia en la progressio del cicle
cellular [9, 23]. En el nostre model, suposem que la p27 intervé en I'aturada de
la transicioé G;/S induida per la hipoxia, de manera que inhibeix la formaci6
del complex ciclina-CDK i, per tant, inhibeix la sintesi de 'ADN.

A [1] es proposa una modificacié6 del model de Tyson i Novak [58], en la
qual es consideren els efectes de la hipoxia en el cicle cellular a través dels
nivells de la proteina p27. La p27 inhibeix la formaci6 del complex ciclina-CDK.
A més, els nivells de p27 s’incrementen en preséncia d’hipoxia. Aixi, el conjunt
d’equacions diferencials ordinaries (EDO) introduit a [1] per modelar I'’efecte
de la hipoxia a la fase de transici6 Inici és el segilient:

dx B 1+ bs3u)(1l-x) 3 bsmxy

dt Js+1-x Jat+x’
d

dijtj =aq— (a1 +axx +asz)y,
dm

am _ m(l—ﬂ>
ar my )’

at My “B+0;"
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on x i v sbén les concentracions de Cdhl/APC actives i la concentraci6 dels
complexos ciclina-CDK, respectivament; z és la concentraci6 de p27; O», la con-
centracio d’oxigen; u, un activador generic; n, la taxa de creixement de la
cellula; m, la massa de la céllula, i m, és la massa d’'una céellula adulta. Els a;
(i=1,2,3,4), cz (i =1,2), b; (i = 3,4) sOn taxes constants, i J3 i J4 son les
constants de Michaelis-Menten. Tyson i Novak [58] trien una escala per a les
seves equacions tal que la concentraci6 total de Cdhl (activa i inactiva) esta
normalitzada a 1 i les constants de Michaelis-Menten, J3 i J4, sOn tals que
J3 < 11i]J4 < 1. Totique en el model proposat a [1] es considera que la ciclina
involucrada en la transicié G;/S és CycB i se suposa que el seu inhibidor és
APC/Cdhl, estudis recents suggereixen que, en canvi, una representacio més
acurada de la situacio portaria a considerar CycE i el seu inhibidor SCF [59].
De fet, en els mamifers, la ciclina D esta involucrada en la regulaci6 de la
dinamica lenta de la fase G, (inhibida per p27), mentre que la ciclina E regula
la dinamica rapida (vegeu la referencia [52] per a una descripcié detallada).
Una descripcio molt acurada de la regulacio de la transicio G;/S en cellules de
mamifers hauria de tenir en compte la preséncia d’aquestes dues ciclines, en
lloc de considerar els seus efectes grosso modo en un sol compost.

2.2.2 Formulacio estocastica. Ara procedim a formular un model estocastic
per a la progressio del cicle cellular regulada per I’'oxigen com un procés de
Markov en termes d'una equacié mestra. El model resultant sera analitzat
utilitzant el metode asimptotic WKB per a sistemes de mida gran [3, 30, 35].
Aquest (sub)model expressa la taxa de proliferacié de les cellules com a funci6
de I'oxigen extracellular. Aquesta informacié sera usada després a l’escala
cellular del model poblacional com a parametre, és a dir, utilitzarem la taxa de
divisié que depen de I'oxigen i de I'’edat dins de '’equaci6é mestra que descriu la
dinamica de la fase cellular.

El model que nosaltres proposem aqui esta basat en els mateixos principis
basics [58] que el que es va formular a [1]. Tyson i Novak [58] van proposar
un model per a la transicié G;/S, en el qual I'’element central del model és
la inhibici6 mutua entre la forma activa de Cdhl/APC, un inhibidor de la
progressio del cicle cellular, i CycB-CDK, I'activitat del qual és necessaria per
tal que el cicle cellular pugui sotmetre’s a la transicié abans mencionada.
Aquesta inhibici6 mutua dona lloc a un sistema biestable amb dos estats
estacionaris estables: el punt fix anomenat G, on 'activitat de Cdh1 és propera
al seu maxim i 'activitat de CycB és virtualment inexistent, i el punt fix S-G»>-M,
on passa el contrari. A més a més, Tyson i Novak [58] suposen que la inhibici6
de Cdhl per part de CycB esta modulada per la mida cellular: la inhibici6 és
inicialment pobra, quan les céllules s’han acabat de dividir i encara no han
arribat a la mida critica necessaria per a entrar a la fase S, pero augmenta a
mesura que les cellules creixen i s’apropen a la mida critica. Matematicament,
aquestes regulacions segons la mida cellular indueixen una bifurcacio6 sella-
node, on el punt fix G; es destrueix quan la mida cellular (massa) arriba a un
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valor critic, la qual cosa forca el sistema a incrementar 1’activitat de CycB i a
entrar a la fase S. A [1] es va proposar una modificacié d’aquest model simple,
segon la qual un inhibidor addicional de I’activitat de les ciclines, p27, va ser
introduit. Se sap que l'activitat de p27 augmenta quan falta oxigen (hipoxia), la
qual cosa retarda I'inici de la transicié G1/S. Aquest model ens permet acoblar
la taxa de progressio del cicle cellular amb I'abundancia d’oxigen i, per tant,
analitzar els efectes de les fluctuacions en I'aportacié d’oxigen en el creixement
tumoral [2].

dl

2

(@) X+E, T C, X+E,
dMmy d MY
(b) X+E, — C, X+E,
af al+a2x+aaz
(c) %) Y %)
clg(M) czf(OZ)
(d) z

FIGURA 2: Representacidé esquematica de les reaccions involucrades
en el model estocastic de la progressio del cicle cellular regulada per
l'oxigen. M és la massa de la céllula, X (X;) és el nombre de molecu-
les Cdh1 actives (inactives), E; (E2) és el nombre d’enzims activadors de
Cdh1 (inactivadors), C; (C2) és el nombre de complexos X1E; (XE>), Y és
el nombre de complexos ciclina-CDK i Z és el nombre de moléecules p27.
Les reaccions (a) i (b) corresponen a I’activacio6 i inactivaci6 catalitzada
per enzims de Cdhl, respectivament. Es fa notar que la reaccié d’inacti-
vacio6 és incentivada per CycB (Y) i modulada per la mida cellular (M).
Les reaccions (c) i (d) determinen la dinamica del nombre de molécules
actives CycBip27. CycB és sintetitzada a una taxa constant i degradada a
una taxa que depen de la Cdhl activa, aixi com de la p27. p27 és sintetit-
zada a una taxa que depen de la mida i degradada a una taxa que depen
de 'oxigen. D’acord amb [1], g(M) =1 - M/my i f(O2) = O2/(B + O>).
Les taxes constants es poden veure a la taula 2.

Les reaccions involucrades en el nostre model estocastic de la progressio
del cicle cellular regulada per 'oxigen es poden veure esquematicament a la
figura 2: M denota la massa de la cellula; X (X;) és el nombre de molecules
Cdh1 actives (inactives); E;1 (E2), el nombre d’enzims activadors (inactivadors)
de Cdhl, i C; (Cp), el nombre de complexos X1E; (XE>). Amés, Y i Z es
refereixen al nombre de complexos ciclina-CDK i al nombre de molécules p27,
respectivament.

Les reaccions de la figura 2 (a) i (b) corresponen a les reaccions catalitzades
per enzims d’activacio i inactivacié de Cdhl, respectivament. Fem notar que,
com a [58], la inactivacié de Cdhl és incentivada per CycB activa (Y) i esta
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modulada pel creixement cellular (M). La reaccié de la figura 2 (c) explica la
dinamica del nombre de molécules actives CycB, Y: CycB és sintetitzada a una
taxa constant i és degradada a una taxa que depen tant de 'activa Cdhl (X) (la
qual cosa tanca, per tant, el mecanisme de retroalimentacié negatiu d’inhibici6
mutua entre Cdhl i CycB) com del nombre de molécules p27 (Z), la qual cosa
implementa en el model el rol de p27 com a inhibidor de l'activitat de les
ciclines. Finalment, la reacci6 de la figura 2 (d) determina la dinamica del
nombre de molécules p27, Z: p27 és sintetitzada a una taxa que depén de la
mida cellular i degradada a una taxa que depén de I'oxigen, de forma que, quan
I'oxigen és escas, la degradacio de p27 es redueix. Aquest efecte porta a una
acumulacio de p27 que retarda la progressio del cicle cellular, la qual cosa
incrementa la inhibicié de I’activitat de les ciclines. El lector pot consultar a [1]
tots els detalls sobre el raonament biologic d’aquest model.

El model estocastic s’especifica, per tant, en termes del vector d’estat, X (a):
X(a) = (M(a), Z(a), X1 (a),E1(a),C1(a), X(a),E2(a),C2(a), Y (@),

on a representa l'edat, que es pren com el temps que ha passat des de la
darrera divisio cellular. La dinamica del model es descriu mltjan(;ant la densitat
de probabilitat que el sistema estigui a I’estat X aledat a, ‘I’(X a), la dinamica
de la qual esta determinada per I'equaci6é mestra (EM):

oY (X,a)

= SWiX -1, )Y (X - ri,a) - Wi(X, @) ¥ (X, a)), (2.1)

i

on Wi(ff ,a) son les taxes de transicio corresponents a cada una de les reaccions
elementals involucrades en el model mostrades a la figura 2, i 7; és un vector
que té per entrades I'increment en el nombre de molécules de cada espécie
molecular quan la reacci6 i ocorre, és a dir,

P(X(a+Aa) =x(a) +7 | x(@) = W;(X,a)Aa.

Les taxes de transicidé corresponents a les reaccions enzimatiques de la
figura 2 es poden veure a la taula 1. Per modelar la cinética de les reaccions
quimiques de la figura 2, hem utilitzat la llei d’acci6é de la massa (LMA) [20],
incloses les reaccions enzimatiques, tal com s’indica a la figura 2 (a) i (b).
Hem triat la cinética LMA per modelar aquestes reaccions en lloc d’utilit-
zar la cinética Michaelis-Menten per raons técniques, que estan relaciona-
des amb I'analisi asimptotica de ’equacio6 (2.1) que fem a la secci6 segiient:
el métode asimptotic WKB demana que les taxes de transici6 W; satisfa-
cin certes lleis d’escalament (vegeu I’equacio (2.3) més endavant). Aquesta
relaci6 d’escalament no se satisfa amb les taxes Michaelis-Menten, i hem,
per tant, de recorrer a la cinetica LMA. No obstant aixo, aquest fet també
implica que cal anar amb molta cautela quan es parametritzi el model, ja
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que els valors dels parametres donats a [58], on es va utilitzar la cineti-
ca Michaelis-Menten per a modelar I'activaci6 i inactivacié de Cdhl catalit-
zada per enzims, no séon directament aplicables al nostre model. A I'apén-
dix A, tractem aquest problema i trobem la relaci6 entre els parametres usats
a [58] i els nostres.

Probabilitat de la reacci6 p.u.t. 7;

Wy = 5l ML (-1,0,0,0,0,0,0,0,0)
Wy = nM (1,0,0,0,0,0,0,0,0)
W3 = c2,Q (0,1,0,0,0,0,0,0,0)
Wi = Czy e + C2, 5252 (0,-1,0,0,0,0,0,0,0)
W5 = X1 E (0,0,-1,-1,1,0,0,0,0)
W =d_1C (0,0,1,1,-1,0,0,0,0)
W7 = SyYMC, (0,0,1,0,0,0,1,-1,0)
Ws = doCy (0,0,0,1,-1,1,0,0,0)
Wy = B XYME; (0,0,0,0,0,~1,-1,1,0)
Wio = S YMCo (0,0,0,0,0,1,1,-1,0)
Wi = asQ (0,0,0,0,0,0,0,0,1)
Wiz = (a1 + %X +%2)Y (0,0,0,0,0,0,0,0,~1)

TAULA 1: Probabilitat de la reacci6 per unitat de temps, W; = W(y( T a),
amb 7 ; = (Yim, Viz, Vixy» Viey» Viey s Vixs Vieps Vieps Viy), 1 = 1,..., 12,

2.2.3 Analisi del model: aproximacio WKB. La metodologia que usem per
analitzar el nostre model esta basada en ’aproximacié WKB i va ser proposada
per primera vegada per Kubo et al. [30], els quals proven que, sota la hipotesi
adequada d’escalament, la solucié que depén del temps de I'EM, equacio6 (2.1),
pot ser aproximada per una funcié del mateix tipus que l_a_ de la solucio6 a I'equi-

libri, és a dir, I'’exponencial d’'una funcié homogénia de X, que anomenarem S,
¥(X,a) = Cexp(—=S(X,a)) = Cexp(—-Qs(X,a)), (2.2)

on Q és alguna mesura de la mida del sistema i X = X /Q; vegeu [6]. També
mostren que les taxes de transicio W (X, 7, a) han de ser funcions homogenies
de X per tal d’obtenir una solucié de I’'EM del tipus de ’equacio (2.2),

Wi(X,a) = Qw;(X¥,a), X = (2.3)

o>l

En conseqiiéncia, la probabilitat que passi una determinada reaccié en un
interval de temps infinitesimal és proporcional a la mida del sistema, Q, i
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esta determinada només per I'estat del sistema, representat pel conjunt de les
variables intensives x. La definicio

W(¥,a) = Q¥(X,a),
juntament amb I’equaci6 (2.3), ens permet escriure I'EM (2.1) en la forma WKB:

10p(X,a)

e = (e~ (/M@ _ 1) (X, a)p(X,a),

1

on hem usat que e~ (9/9%) ¢g e] generador de les translacions en ’espai d’estats
del sistema.
Per continuar, considerem la funcié caracteristica de y/(x, a),

Q(u,a) = f w(X,a)e X dx, (2.4)

ila seva funci6 generatriu de cumulants associada, q(u,a) = log(Q(u,a)) [3,
30]. Els cumulants g, (a) de @ (X, a) poden ser obtinguts a partir del desenvo-
lupament:

aw,a) = >, —u" - an(a),
n=1
on u™ representa el producte n-adic definit per (u™");, j,...i, = [1i uj, i el
punt volat denota la contracci6 total sobre tots els indexs n. Es pot veure a [3]
que de I'equacio (2.4) es dedueix:

10Qu,t) 1
Q oot  (2m)d

Z(e*i“'yi - 1) Jjo wi(v,a)Qu —v,t)dv, (2.5

on w;(v,a) és la transformada de Fourier de w;(X,a) i d és el nombre d’espeé-
cies quimiques en el nostre model de cicle cellular. Kubo et al. a [30] mostren
que 'equacio6 (2.5) és el punt d’inici per a un desenvolupament asimptotic del
tipus WKB, on s’obté una jerarquia tancada d’equacions diferencials ordinaries
per als cumulants (g, (a)) del procés.

Kubo et al. [30] proven que, per a n arbitraria, els cumulants de la distribuci6
de probabilitat (e. g., (q1)i = {(xi); (q2)ij = {xix;) — {x;){xj)...) satisfan la
relacio d’escalament segiient: g, (a) = €" 1qui(a) + €"qn2(a) + O(e™*1), on
€ = Q1. Aquest escalament, al seu torn, dona lloc a un desenvolupament
asimptotic consistent que porta a un sistema d’equacions diferencials ordina-
ries per als cumulants g, (a) en termes de tots els cumulants d’ordre inferior,
qi(a),...,qn-1(a).

L’escalament mencionat per als cumulants d’ordre n implica que es pot ob-
tenir una aproximacio gaussiana del procés tal que X (£) = QN (q11, Q" 2q01),
on q11(a) és I'aproximacié d’ordre més baix per al primer cumulant (és a dir,
el primer moment, q;), que satisfa les equacions de camp mitja [3, 30]:

du = > riwilqn(a),a), (2.6)
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i go1(a) és I'aproximacié d’ordre més baix per al segon cumulant (és a dir,
la matriu de covariancia, g2 (a)), els components del qual satisfan el conjunt
d’EDO:

: ocj(qii,a) 0ci(gir,a) )
. _2 ; + A+ E ¥itvi ,v,a), (2.7
Qij(a) . <Qk ddik ddiir Qkj ~ w(qi1 a), (2.7)

on Q;j = (g21)ij. Per a més detalls sobre el métode WKB, inclosa I'obtencio
detallada de I'equacio (2.6), vegeu [3, 30].

Usem les equacions (2.6) i (2.7) per formular els sistemes d’EDO per a les
contribucions d’ordre dominant per al primer i el segon cumulants (i. e., el
primer i el segon moment, respectivament). Substituint els valors corresponents
de w(X,r,a)ir delataula 1 a 'equacio6 (2.6), on g11 = (X) = X és el vector
mitjana, obtenim I’equaci6 segiient per a cada element del vector mitjana, on,
fent un abus de notacié, posem x; = x;:

dm _ m(l—ﬂ)
da " my /)’

dz ( m ) 0>
Ccz |1 - —Czy ———2Z,
2

da My “2B+0
dx1 _
da = —dix1e1 +d_1c1 + d4yMC2,
der _ —dixie1 + (d-1 +d2)ca, (2.8)
da
dc
71 =dixier — (d-1 + d2)cy,

a
dx = —dsxymey +d_3ymcy + dacy,
da
dez
— = —dsxymez + (d_3 + d4) ymce,
da
dCz
da - dsxymes — (d-3 + dg)ymcez,
dy

=a4 — (a1 + ar>x +azz)y.
da 32)Y



Models estocastics multiescala de poblacions cetlulars 139

De manera similar, utilitzant I’equacié (2.7), obtenim el conjunt d’EDO
corresponent, el qual, acoblat amb les equacions (2.8), ens permet obtenir les
entrades de la matriu de covariancia, o (a) = (Q;j(a)).

La figura 3 mostra la comparaci6 entre la solucié numeérica de ’equacio (2.8)
ila simulacio6 directa del sistema estocastic usant l’algorisme de Gillespie [20].

Parametre Valor Font

a 0.04 Tyson i Novak (2001) [58]
a 1 Tyson i Novak (2001) [58]
as 0.25 Alarcén et al. (2004) [1]
aq 0.04 Tyson i Novak (2001) [58]
b3 10 Tyson i Novak (2001) [58]
by 35 Tyson i Novak (2001) [58]
n 0.01 Tyson i Novak (2001) [58]
My 10 Tyson i Novak (2001) [58]
J3, Ja 0.04 Tyson i Novak (2001) [58]
u 1 Tyson i Novak (2001) [58]
Cz 0.1 Alarcén et al. (2004) [1]
Cz, 0.01 Alarcon et al. (2004) [1]

B 0.01 Alarcoén et al. (2004) [1]
dy (0.1 +d>2)/(J350)

ds (0.01 + dy4)/(J450)

v 10~4

k 0.067

K 1.57-107*

TAULA 2: Valors dels parametres.

Finalment, aplicant els resultats previs relacionats amb el metode asimp-
totic WKB a ’EM, obtenim una aproximacio gaussiana a la solucié de ’equa-
cio (2.1):

¥ Q\¥ 1 ~2(X(@)-X(@) o) (X (a)-X(a))
¥Y(X,a) = (*) — e 2AlA a a a @), (2.9)
2T lo(a)|l/?

on d és el nombre d’especies quimiques en el nostre model de cicle cellular;
| - | denota el determinant; ()~!, la inversa; X(a) és q11,1 o (a) és la matriu de
covariancia (simeétrica), amb Q;; les seves components.
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x(a)

FIGURA 3: Comparacié de les trajectories de x(a) i y(a) obtingudes
a partir de I’equaci6 (2.8) (linies vermelles) i les obtingudes amb dife-
rents simulacions de Gillespie. Aquestes simulacions, per a Q = 103,
es representen en verd (100 realitzacions, linia de guions, i una so-
la realitzacio, linia de punts); per a Q = 107, es representen en blau
(100 realitzacions, linia de punts i guions, i una realitzacio6, linia de
senyals). Finalment, les linies de punts negres més exteriors representen
Ierror (+o(a)) que déna I'equacio (2.7). S"ha pres O, = 1.0 i la condicio
inicial X = (5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

2.3 Modelitzacio de la taxa de divisié que depén de I'edat

L’activaci6 de diverses vies de regulacio, en particular, el cicle cellular, depén de
si un cert component del sistema de regulacio6 arriba a un valor critic d’activacio.
En el cas del nostre sistema estocastic per a la progressio en el cicle cellular,
les céllules passen per la transicio G1/S quan el nivell d’activitat de CycB arriba
a un valor llindar. Suposem que, després que la cellula passi aquesta transicio,
completa el cicle cellular i, finalment, es divideix després que un temps mitja T,
hagi transcorregut. Per tant, ateses certes condicions externes (en el nostre
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cas, aquestes condicions estan determinades per la concentracié d’oxigen), la
probabilitat d'una cellula de dividir-se després d'una certa edat és igual a la
probabilitat que la corresponent proteina hagi arribat al seu valor critic. Aixo
pot ser formulat en termes d'un problema de temps de primer pas (vegeu [46]),
la soluci6 del qual dona aquesta probabilitat de forma precisa i la seva derivada
respecte a I’edat ens dona la taxa de divisié a edat a. Un cop hem obtingut la
taxa de divisié corresponent seguint aquesta metodologia, podem utilitzar-la
per parametritzar una equaci6é mestra per a I’evolucio6 estocastica de la poblacié
cellular.

Per calcular la taxa de divisio (és a dir, la probabilitat de divisio per cel-
lula i per unitat de temps) en termes d’'un problema de temps de primer
pas, considerem que la transicié G;/S ocorre quan I'activacié de la ciclina
arriba al valor llindar i, per tant, podem definir la taxa de divisié com una
funcié del temps, és a dir, b(a) = 0,(1 — G(a)) = — | aa‘I’(X(a))d}, amb
R ={y <k, (m,zx1,e1,c1,X,e2,c2) € R4} on 1 - G(a) és la probabilitat
que la ciclina-CDK estigui per sobre del seu valor llindar a 'edat a. G(a) =
Ir ‘I’(?f (a)) dX és’anomenada probabilitat de supervivéncia, i. e., la probabilitat

que X (a) € R. Si ¥ és aproximada per I'’equaci6 (2.9), podem obtenir una
equacio tancada per a G, en termes de G, X i Q;;.

Estem interessats en la regié on y és més gran que una constant, k, amb
totes les altres variables variant sobre tots els seus rangs. Per tant, en aquest
cas, I’expressio de G es redueix a:

= [ oS et
y<k JrRi-1 (211)1/20, (m)12gl?
(d-1)/2 I
x (%) A}/ze AT K ay = (@210

1/2
= J Qil/e,,(y v(a)) ay dy,

y<k (2”)1/20-3/

. S L
on X, = (m,z, X1,e1,01,x,ez,62),A = lo@l/oy, b =X (@+5 (v - ¥(@)
i3 =05 -0l r o;;'0yj (matriu de covariancia condicionada).

Per tant, G(a) pot ser reescrita usant la funcié error, tal com segueix:

G(a) = 1(1+ f(M» 2.11)

20y
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Aixi, doncs, 'equaci6 per a la taxa de divisio s’obté derivant 'equacié de G
a (2.10):

dGa) 1 %oy(a)G(a) Lo dp(y) dy(a)

da 2 oyl(a) y<k dy da

Y(y(a))dy+
(2.12)

a
¥ Q"lg%?) L<k¢<ymy<a>>dy,

on ¢(y) = 5(y = y(a)?oy(a).
Utilitzant el teorema de la divergéncia i desenvolupant per Taylor, la primera
integral de ’equacio (2.12) queda:

1/2
_(_Q ay(@) _—apn 5 1o ik _

a \'2g4 @) i L
B <21T0'y> J(;aa (1—e (24)(3/))‘700’

mentre que la segona integral de I'’equaci6 (2.12) pot ser aproximada estenent
el domini d’integraci6 a +oo:

a o0 1/2
O'y(&l) 1 Q SaN25-1
b=l E [ g (4a) et @rn gy -
_ 14;0(@)
2 oy(a)
Hem comprovat mitjancant integracié numerica que l’error introduit en

canviar el domini d’integracié (v < k) per R a I, és negligible.
Finalment, podem concloure que 'EDO que G(a) ha de satisfer és:

dG@) 1 420y (@) (2 P av@ ap
da 2 oy(a) (Gla)=1) 21Oy da - e

L’equacio (2.13), resolta conjuntament amb les equacions (2.8) i (2.7), déna
la taxa de divisio com a funci6 de I’edat i de la concentracié d’oxigen.

La figura 4 mostra la probabilitat que la ciclina-CDK excedeixi el seu valor
llindar, 1 — G(a), usant I'equacio6 (2.11) acoblada amb les equacions (2.8) i (2.7),
i compara el resultat amb I'algorisme de simulaci6 estocastica de Gillespie [20].

A la figura 5 hem representat la taxa de divisio per a diferents concentra-
cions d’oxigen. Com podem veure, el maxim valor de b(a) ocorre a temps més
avancats per a concentracions d’oxigen menors. Aixo confirma que la falta
d’oxigen retarda que ocorri la transicio G;1/S. A la figura 6 s’observa que la
probabilitat de divisi6 té més variancia si incrementem el soroll en el procés.
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1-G( a)

232
edat

FIGURA 4: Comparacié de diferents solucions de l’equacio (2.11) i
100 realitzacions de I’algorisme de Gillespie amb Q = 107 (linia ne-
gra de guions verticals). Les solucions de I’equaci6 (2.11) es donen
per a Q = 107 (linia vermella de punts i guions), 10® (linia verda

X = (5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

FIGURA 5: Equaci6 (2.13): taxa de naixement per a diferents concen-
tracions d’oxigen, amb O, = 0.05 (linia vermella de punts i guions),
0> = 0.1 (linia verda de guions), O> = 1 (linia blava). Per a Q = 107 i
condici6 inicial ¥ = (5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).
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232 234 236

FIGURA 6: Comparacio6 de les solucions de I’equacio6 (2.13) per a diferents
valors: Q = 107 (linia vermella de punts i guions), 108 (linia verda de
guions), 10° (linia blava). Sha pres O, = 1.0 i condici6 inicial X =
(5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

3 Equacio mestra estructurada per ’edat i aproximacio WKB

3.1 Formulacioé de 'equacié mestra estructurada per I'edat

Ara ja estem en disposicié de formular el nostre model per a la dinamica
poblacional. Utilitzant el context anterior, calculem la taxa de naixement com a
funci6 de 'edat cellular. Formulem un procés de naixement-mort que depén de
I'edat. Els parametres com la taxa de divisio que depen de 'oxigen i de I’edat es
determinen en termes dels models analitzats a I’escala intracellular, descrits a
la secci6 anterior. Per obtenir '’equacié mestra que depén de ’edat, considerem
la identitat seglient:

P(n(a),a + da,t + 6t) = W(mn(a) + 1,a,t)6tP(n(a) + 1,a,t)+

+ (1 -Wm(a),a,t)ot)P(m(a),a,t), 3.1

on 7n(a,t) denota la poblacié d’edat a al temps t i on W(n(a),a,t) = (v +
b(a))n(a), amb la taxa de divisio donada per b(a) = —% iv éslataxa de
mortalitat, suposada constant.

Per claredat, discretitzem la variable edat a en I; grups, de manera que les
poj divisions a edat a; estan determinades per una variable aleatoria de Pois-
son amb mitjana (i variancia) A; = b(aj)n(a;)dt, distribucié que denotarem
per P,;. La probabilitat de po divisions en l'interval de temps (¢,{ + 6t) pot
ser expressada com una suma de les divisions a temps t en els diferents grups

d’edat aj, és a dir, tots els possibles pg; tals que po = > jc, Poj- Per tant,

Prob(po) = P(1(0) = 2po,t) = > (1‘[ P;p,\j(voj-)) 85, pospor  (3.2)

{pojtjer, \JEIt
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Poj
on PTAJ_ (poj) = eV :,’TJ, denota la probabilitat que la variable de Poisson de
parametre Aj = b(aj)n(a;)ot valgui pg;. Quan I'esdeveniment d'una divisio
ocorre, el nombre de céllules amb edat a = 0 s’incrementa en 2pg, mentre que
el nombre de célules amb edat a = a; disminueix en po;.
Reordenant I'’equaci6 (3.1) i prenent el limit quan 6t — 0, obtenim:

oP(m,a,t) oP(m,a,t) _ 3
3t + 3a =Wm(a) +1,a,t)P(nn(a) +1,a,t) (3.3)

-Wm(a),a,t)P(n(a),a,t).

Per tal de trobar una soluci6 aproximada de I'’equaci6 (3.3), apliquem el
metode WKB proposat per Kubo et al. a [30], on es mostra que les taxes de
transiciéo W(m, a,t) han de ser funcions homogenies de 7 per tal d’obtenir
una soluci6 de I'EM de la forma P(7(a),a,t) = Cexp(—Qs(n(a),a,t)), amb
n(a) =n(a)/Q:

Wm(a),a,t) = Qw(n(a),a,t). (3.4)

D’acord amb aixo0, la probabilitat que passi una certa reaccié en un inter-
val infinitesimal de temps és proporcional a la mida del sistema i només és
determinada per I'estat del sistema, representat pel conjunt de les variables
intensives n(a). La definicio

P(n(a),a,t) = QP(n(a),a,t),
juntament amb I’equacio6 (3.4), fa que 'equacio (3.3) tingui 1'expressio segilient:

1 <8P(n,a,t) N 0P(n,a,t)
Q ot Ja

) =(v+bla)na)+1)P(n(a) +1,a,t)—
- (v+ba))n(a)P(n(a),a,t),

la qual cosa ens permet escriure I'EM (3.3) en forma WKB:

1 (0P(n,a,t) 0P(n,a,t)\ _
Q ( at ' oa ) -
- (el/ma/a"(“” - 1)w(n(a),a,t)P(n(a),a,t), (3.5)

on hem utilitzat que e~ (9/9n(@) ég e] generador de les translacions a I’espai
d’estats del sistema.

Considerem ara la funci6é generatriu de cumulants, definida com g(u,a,t) =
log(Q(u,a,t)),on Q(u,a,t) ésla funci6é caracteristica de P(n, a, t), definida
com la seva transformada de Fourier:

+ 00

Q(u,a,t) = J eiUnp(n,a,t)dn.

Els cumulants, gx(a,t), es poden obtenir a partir de g(u,a,t), com els
coeficients del desenvolupament:

q(u,a,t) = Z

k=1

ik

uaat). (3.6)



146 Pilar Guerrero i Tomds Alarcon

El procediment que seguim a continuacid, que esta basat en la feina de
Kubo et al. a [30], és escriure una equacio6 per a Q (u, a, t) i construir desenvolu-
paments asimptotics per a Q (u,a,t), g(u,a,t) i qx(a,t). Aquestes aproxima-
cions donaran lloc a sistemes d’EDO per als cumulants i per als moments de
la solucio de ’EM. Estem interessats en el sistema d’equacions per al primer
moment (q; (a, t)) i per als elements de la matriu de covariancia (g2 (a, t)), que
ens permetran estudiar el comportament mitja del sistema i les fluctuacions
gaussianes al seu voltant.

Per obtenir 'equacio6 per a Q(u, a,t), prenem la transformada de Fourier
de I’EM, equacio (3.5):

1(0Quu,a,t)  3Qu,a,bt)\
Q( ot oa )_

- J elum (el/0R/ma) _ 1) w(n(a),a,H)P(n(a),a,t)dn. (3.7)
La integral del costat dret de '’equaci6 (3.7) és:
J piun (el/Q(a/an(a)) _ 1) wn(a),a,t)P(n(a),a,t)dn =

- i % (iQ>k J: el "w(n,a,t)P(n,a,t)dn.

A més, substituint ’equaci6 (3.8) a ’equaci6 (3.7), reordenant termes i
recordant que la transformada de Fourier del producte de dues funcions és
igual a la convoluci6 de les transformades de Fourier corresponents, obtenim
finalment:

1 (0Q(u,a,t) 0Q(u,a,t)\ _
Q( ot | oa )‘

1o (% B
=E(e 1)J_mQ(u v,a,t)w(v,a,t)dv, (3.9)

on w(v,a,t) és una transformada de Fourier de w(n, a,t).

L’equacio (3.9) necessita ser complementada amb condicions de frontera
peraP(n,a =0,t), és a dir, per la probabilitat que el nombre de divisions en
I'interval de temps (t,t + 6t) sigui pg = n/2. Tal com ’hem expressat a (3.2), el
nombre de divisions en aquest interval de temps pot ser escrit com una suma
de les po; divisions a temps ¢ en els grups d’edat a;, és a dir,

P(n = ZPO’a = O’t) = Z (nP'P,\J(pOJ)) 62] poj,pos

{projt \ Jj
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on P; és una distribuci6 de Poisson de parametre A; = b(aj)n(a;)ot i
P'P)\f (poj) denota la probabilitat que aquesta variable valgui po;:

7{70.1'
Py, (poj) =e N1,
o Po;!
i, en conseqiiéncia, la corresponent funcié generatriu de cumulants per la va-
riable aleatoria pg; és Q;j(s) = eY® =1 Ara, com que P(po) és una convolucio,
la funci6 generatriu de cumulants per a P(pg), Q(s,a = 0,t), esta determinada
per [24]: _
Q(s,a=0,0) = []Q;(s) = eZsPlapniantes=nat,
J

que, prenent el limit quan 6t — 0, déna:

Q(s,a =0,t) = el (*-Dblan(a)da (3.10)

3.2 Analisi WKB de ’equacié mestra estructurada per I'edat

Un cop hem formulat la nostra equacié mestra estructurada per I’edat, o,
més aviat, el problema equivalent per a la corresponent funcié generatriu,
equacions (3.9) i (3.10), podem dur a terme la seva analisi WKB [3, 30]. Abans
de continuar, recordem que Q (s, a, t) esta relacionada amb la funci6 generatriu
dels cumulants, q(s,a,t): Q(s,a,t) = exp(q(s,a,t)), una relacié6 que pot ser
reexpressada com:

® sk
Q(u—-v,a,t) = eI Va0 = exp (Z %ukq“)(—v,a, t)) : (3.11)
k=0 """

on q(u — v,a,t) ha estat reemplacada per q(u — v,a,t) = e*%q(-v,a,t) i
a®(-v,a,t) = 0uw)*q(u,a,t)|u——_v. Usant I'equacio (3.11), I'equacio (3.9) es
converteix en:

1 i ik <aqk(a,t) N aqk(a,t)) _

=D u
Q= K ot oa

1 (ei% - 1)J’oo Mw(v,a,t)dv: (3.12)

21T —o0 Q(u,(/l,t)

[

Per conveniéncia, hem definit la quantitat segiient:

00 .4

i
Z;,'ujhj(—v,a,t))eq(‘”’“'”w(v,a,t)dv :
=

i hem utilitzat que g9 (-v,a,t) = q(-v,a,t).
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Centrem-nos ara en el primer cumulant g; (a,t) = (n(a,t)), que esta deter-
minat pels termes O (€) a I’equaci6 (3.12). Desenvolupant les exponencials del
costat dret de I'equacio (3.12) i conservant només els termes de primer ordre,
obtenim:

oqi(a,t) 0qi(a,t)
6( at | oa

): —%J ed-vab) (v, a, t)ymo(e, v, a,t) dv, (3.13)

one=Q1img(ev,a,t) esta definida per:

exp (Z j!ufhj(—v,t)) => i my(e,v,a,t). (3.14)
J=1 k=0

L’equacio (3.13) ha de ser equilibrada correctament respecte del petit para-
metre €. Aquest equilibri s’aconsegueix si, a I’ordre dominant, mg (€, v,a,t) =
0(eY), que, de fet, se satisfa, ja que mo(€, v, a,t) = 1 (vegeu I'equacio (3.14)) i
ai(a,t) = 0(eY).

Repetint el mateix per al segon cumulant, g»(a, t), obtenim:

€ (0qz2(a,t)  o0qe(a,t)\ _
E( ot ' oa )‘

o 2
:%J (_Eml(f’v’“’”*e:zmO(E’U'a,t))eq(”’“'”w(v,a,t)dv_ (3.15)

Equilibrant ’equacio (3.15), s’obté I'’escalament segiient a ’ordre dominant:
q»(a,t) = O(e) i my(e,v,a,t) = O(e). Es pot comprovar que aquestes rela-
cions d’escalament son coherents amb I’equacio (3.14).

En general, podem veure que la substitucié d’escalament

ar(a,t) = e qui(a, t) + efara(a, t) + 0(ek*h),

k+1 k+2)
b

my(e,v,a,t) = ekmkl(v,a,t) + e 'mye(v,a,t) + O(e

és coherent amb I'equacio (3.14) i porta a equacions equilibrades per als cumu-
lants g (a, t).
A ordre dominant, I'’equaci6 per a q;(a,t) és de la forma:

oqi(a,t)  oqi(a,t)
(e )

o = = _ij ed-val) yy (v, a,t) dv, (3.16)

mentre que I'’equacié corresponent per a gz(a,t) és:

€ <6q2(a,t) N 6Q2(a,t)> _
2 ot oa
1 ) 62 (-v,a,t)
:EJ —emi(e,v,a,t) + o e (v,a,t)dv. (3.17)
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L’aproximaci6 a I'ordre dominant de ’equaci6 (3.17) s’obté de la manera
seglient. De les definicions de les quantitats h; i m;, n’obtenim I’expressio
seglient per a hj:
ik+J
k+j

hj(-v,a,t) =17 >
k=1

@) (w* D q (@, 0) |

_v.

Per a j = 1, de ’equacio6 (3.14), deduim que m; = h;. Tenint en compte
la substitucié d’escalament de my i qx, obtenim I’aproximacié d’ordre O (€)
seguent:

emn(v,a,t) = E%av(vzthl(a, 0). (3.18)

Per tant, substituint I’equaci6 (3.18) i quedant-nos només amb les contribu-
cions de l'ordre dominant, I'’equacioé per a g1 (a, t) queda aixi:

(aqzl(a, t)  0dqgoi(a,t)
+
ot Ja

A més a més, la substitucié d’escalament per a qx(a,t) i 'equacié (3.6)
porten a:

a(u,a,t) = %p(e,u,a,t),

[y

ple,u,a,t) = > > ,J'uj (eﬁk*lqjk(a,t)). (3.19)
j=1k=1J°

~

Aix0 practicament completa la nostra deduccié de les equacions d’evolucio
per a qi(a,t) iqz(a,t). Alordre dominant, I'equaci6 (3.19) pot ser reescrita
com a:

ple,u,a,t) =epi(u,a,t) + 0(e?), (3.20)
p1(u,a,t) =iuqii(a,t). (3.21)

Substituint les equacions (3.20) i (3.21) a I’equacio6 (3.16), obtenim que, a
I'ordre dominant, les equacions per a q1(a,t) i g21(a,t) son les segiients:

(80[11(51, t) N oq11(a,t)
ot Jda

) - _i Jl e1vabyw(v, a, t)dv = c(qi1,t),

on w(v,a,t) és la transformada de Fourier de w(n,a,t) i, per tant, tenim
c(qi1,t) = —(v+b(a))qu.
Finalment, '’equaci6é d’evoluci6 per a n(a,t) = qi1(a,t) és:

<6n(a, t) N on(a,t)

= = ) — —(v+b@)n@ab),

- (3.22)
n(0,t) =2 Jo b(a)yn(a,t)da,
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mentre que I'’equacio per a la variancia i oy, (a, t) = g21(a,t) és:

<aon(a,t) ooy (a,t)

ot + da ) :(V+b(a))o-n(a,t)—(V-i—b(a)),

. (3.23)
on(0,t) = 4J0 b(a)yn(a,t)da.

3.3 Aproximaci6 gaussiana per al model estocastic multiescala

Després dels calculs de les seccions anteriors, ara ja podem escriure I’aproxi-
maci6 gaussiana per al model multiescala representat esquematicament a la
figura 1. El sistema acoblat que determina aquesta aproximacio és el segiient:

e Concentraci6 d’oxigen, O>:

% =S —-kOyM, on M(t) = J n(a,t)da, (3.24)
0

on O és la concentracio d’oxigen consumida per la poblaci6 total, M (t);
S és la taxa de distribuci6é d’oxigen a la poblacio, la qual nosaltres su-
posem constant, i k és la taxa de consum d’oxigen per cellula, la qual
suposem que és independent de I’edat.

e Taxa de divisioé que depén de I’edat i de I'oxigen (secci6 3):

X = Y riwi(X(a),7,a,0),

) dci(x,a) oci(x,a) _
Qij(a) :%<Qik Jayk + 9%k ij) +;7’i7’jw(9€,7’,a,02), (3.25)
d 172
3 _dG(a) 1 120y (a) oy Q dy(a) —Q¢p (k)
bla)==gs =73 oy(a) (Gla) - 1) 210, da © '

e Mitjana i variancia de la poblaci6 estructurada per I’edat (subseccions 3.1
i3.2):

on(a,t) on(a,t)
ot 5q - (vtb@)inia),

n(0,t) =2 J: b(ayn(a,t)da, (3.26)

dooy(a,t) oJoyla,t)
ot Ja

= (v+b(a))on(a,t) - (v+ba)),

on(0,t) =4 J: b(a)yn(a,t)da.
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4 Esquema numeric: metode de salt T que depén de I'edat

En aquesta seccio, descrivim un metode numeric estocastic per comparar la
soluci6 de I'EM (3.3)-(3.2) amb les solucions de I’'aproximaci6 WKB donades pel
sistema d’equacions (3.24)-(3.26).

Utilitzem una extensié del métode de simulaci6 de salt T en el procés
naixement-mort descrit per I'EM (3.3)-(3.2), on la probabilitat de divisi6 esta
determinada per I'equaci6 (2.11). Utilitzant un salt T a cada grup d’edat a;
present a la poblacio, generem un pas de temps a cada edat, T;. El pas de temps
global, T, es tria de forma que sigui el minim dels T; per a tot i. Arribats a aquest
punt, podem calcular el nombre d’esdeveniments divisio i esdeveniments mort
que ocorreran durant el lapse de temps T a cada grup d’edat a;, que séon
modelats per distribucions de Poisson P(d;;T), on:

di1
dip

b(ai)n(ai), 4.1)
vn(ai). 4.2)

Les igualtats (4.1) i (4.2) donen les probabilitats de divisio i de mort durant un
(petit) interval de temps de durada T per a cellules d’edat a;. Els esdeveniments
amb probabilitats donades per (4.1) i (4.2) produeixen canvis associats a la
poblacié n(a;) donats per r;; = —11i 2 = —1, respectivament. Addicionalment,
un esdeveniment divisio (la probabilitat del qual és donada per (4.1)) té un
canvi associat a les céllules nounades, és a dir, a les céllules amb edat a = O,
donat per vy = 2.

Primer, introduirem el métode i explicarem com generalitzar-lo al nostre
problema estructurat per I’edat. Després, procedirem a descriure 1'algorisme
usat en les nostres simulacions.

4.1 Metode de salt T estructurat per 'edat

En aquesta seccio, explicarem el métode de salt T descrit a [12, 21] i la mo-
dificaci6 que nosaltres n’hem fet. L'algorisme de simulaci6é estocastica de
Gillespie (SSA) [20] proporciona realitzacions exactes de la densitat de proba-
bilitat que resolen I'equaci6 mestra corresponent. Per aconseguir-ho, el que
fa I'algorisme és dur a terme tots els esdeveniments en el cami de mostra,
la qual cosa significa que aquest metode pot ser molt lent, en particular, per
a sistemes que involucrin processos tant rapids com lents. L’algorisme de
simulaci6 estocastica SSA també genera una gran quantitat d’informaci6 deta-
llada de cada cami mostral, el coneixement de la qual pot ser innecessari en
moltes aplicacions. En vista d’aquesta situacio, el metode de salt T [21] va ser
proposat amb I'objectiu d’accelerar la simulaci6 dels processos de Markov, la
qual cosa respon a la qiiesti6 segiient: amb quina freqiiéncia es produeix cada
procés en 'interval segiient de temps especificat T? El fonament matematic
d’aquest algorisme pot remuntar-se a ’lanomenada representacio dels processos
de Markov. Més especificament, suposem un procés de Markov, X (t), la densitat
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de probabilitat del qual satisfa I'equaci6é mestra:

avy(x,t
i
Cada reacci6 i, involucrada en el procés descrit per I'’equaci6 (4.3), esta
caracteritzada per una distribucio de temps d’espera exponencial [20]:

Pi(ty | X(£)) = Wi(X, t)e tw/WilX.0),

Per tant, sabem que el nombre de vegades que el canal i és utilitzat en
I'interval de temps (0,t) és P (f(f Wi(X,s) ds), on P(A) és un nombre aleatori
amb distribuci6 de Poisson amb parametre A; vegeu [24]. Aleshores, X (t) es
pot representar formalment com:

t
X(t) = X(t =0) + > nrP (JO Wi(X,s) ds) :

Utilitzant la propietat de Markov, X (t + T) pot ser expressat en termes
de X (t) com:

t+T
X(t+71)=X(t) +Zn?< Wi(X,S)ds>. (4.4)
i t

Aixi, doncs, la quiestio que el meétode de salt T pretén respondre pot ser re-
formulada de la forma segiient: sota quines condicions I’equacio6 (4.4) pot ser
aproximada per

X(E+7) =X+ D 1P Wi(X,)T).

1

Dit d'una altra manera, necessitem estimar T de forma que ftHTWi(X ,S)ds ~
Wi(X,t)T. Aquest és un problema per al qual encara no es coneix cap soluci6
sistematica. En canvi, s’han donat diverses estimacions, conegudes com a
condicions de salt, sota certes hipotesis [12, 21]. A grans trets, podem dir que
T necessita ser triat de forma que |W;(X,t) + k;) — W;(X, t)| sigui acotat per
una quantitat petita.

Per tal de generalitzar aquest metode al nostre model estructurat per l'edat,
considerem primer un vector d’edats, les components del qual s6n n(a;)
amb i € I, on I; es mou en el conjunt de les edats presents a la poblaci6 a
I'instant t, és a dir, de forma que n(a;) > 0 a temps t. El primer problema és
triar un valor per a T que satisfaci la condicié de salt. La generalitzaci6 més
simple de I'algorisme de salt T estandard és triar un valor de salt, T;, per a
cada edat, a;, amb i € I;, d’acord amb el criteri establert a [12], i després triar
el minim entre tots ells.

Comencem calculant el temps, T;, per a cada edat, a;, amb i € I;, utilitzant
el metode formulat per Cao et al. a [12], que millora els resultats previs de
Gillespie i Petzold a [22], ja que s’ajusta millor a la condici6 de salt tot acotant
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uniformement els canvis relatius en les funcions de tendéncia. A més a més,
aquest metode és més rapid que el procediment suggerit a [22], ja que el
nombre de passos auxiliars utilitzats per calcular el salt de temps s’incrementa
linealment amb el nombre d’espécies reactants, en lloc de fer-ho de forma
quadratica amb el nombre de canals de reaccio [12].

L'estratégia darrere d’aquest procediment de selecci6 dels T; és acotar
els canvis relatius en el nombre d’individus de les poblacions, de forma que els
canvis relatius en les funcions de tendéncia siguin tots aproximadament acotats
per un valor especific € (0 < € < 1). Sigui

2
Arn(a;) = n(ay)(t + 1) —nla)(t) = - Z P(dijTi). (4.5)
j=1
La selecci6é de T I’'hem de basar en la condicio
Arn(ai) < maxied;j, 1}, peraiec J,sij=1,2, (4.6)

on J,s denota el conjunt d’indexs de tota la poblaci6 amb edat diferent (o sigui,
i € Jys siinomés sid;; és'argument de com a minim una funcio de tendéncia).

Com que les variables aleatories Poisson P(d;;T;) del costat dret de I'equa-
Ci6 (4.5) son estadisticament independents i tenen mitjanes i variancies d;;T;,
la mitjana i la variancia de la combinaci6 lineal de I'’equaci6 (4.5) poden ser
calculades facilment,

(Arn(ay) =D —dijTi, var{Arn(a)} =D dijTi. (4.7)
J J

Utilitzant el mateix raonament que es va fer servir en la derivacié del proce-
diment de Gillespie i Petzold per a la selecci6é de T [22], nosaltres considerarem
que la cota (4.6) de Ar,n(a;) sera satisfeta substancialment, si és satisfeta
simultaniament per la mitjana absoluta i la desviacio estandard de A+, n(a;):

(Arn(ai))l=max{edij,1}, \var{Arn(a;)}<=maxiedij,1}, i€ Jrs, j=1,2. (4.8)

Substituint la férmula (4.7) a les condicions (4.8), obtenim les cotes segiients
peraT

max{ed;j, 1} max{ed;j, 1}2
T < . y Ti = ;
| 2 dijl |2 dijl

i, per tant, prenem

peraic Jps, j=1,2,

T; = min

{max{edij, 1} max{edij, 1}? }
j=1,2

|2 idil 71X dijl
Arribats a aquest punt, hem computat el salt de temps per a cada edat, T;.

Per tal de fer avancar el sistema en temps, prenem el minim T; que satisfa la
condici6 de salt corresponent,

T = min{T;},
1€ Jys
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i calculem les quantitats k;; = P(d;;jT) i A; = 2. k;;. Finalment, fem efectiu
J

el salt, de manera que reemplacem t per t + T i n(a;) per n(a;) — A;. Si
ki1 = P(di1T) no és zero per a una certa edat i, significa que en la poblaci6
d’edat a; hi ha hagut divisions i, consegiientment, la poblaci6 d’edat zero
és n(0,t + 1) = 2> P(di1T). Aixo, al seu torn, també implica que el vector

1
numeric d’edats té ara una nova component, és a dir, Iy, = Iy + 1.
Per calcular d;;, necessitem saber el valor de la taxa de divisio, b(a;), al
nou temps t + 7. Per aixo, resolem el sistema (3.24)-(3.25) en l'interval de

temps (t,t + T) per a cada edat utilitzant el vector n(a;). Per fer-ho, hem
utilitzat un metode implicit Runge-Kutta de segon ordre implementat a la GNU
Scientific Library (GSL). Ara, doncs, tenim la probabilitat de divisié a temps t.
Utilitzant I'equacio6 (2.11), obtenim 1 — G(a;); a temps t. Aixi, calculem la taxa
de divisio per a cada edat:

(1-Glai)) - (1 - G(ai)tw)_
T

b(ai) =

4.2 Descripcio6 de I'algorisme

L’algorisme de simulacio és:

1. Inicialitzacié. Comencar amb un vector d’edats inicial, n(a,0) at = 0, les
components del qual, n(a;, 0), donen la poblacié corresponent a cada
grup d’edat present a la poblacio inicial. La dimensi6 d’aquest vector es
denota per I, i correspon al nombre de grups d’edat amb poblaci6 inicial
diferent de zero. At = 0, b(a;) = 0 per a qualsevol edat.

2. Computar les taxes de divisio i de mortalitat per a cada edat:
din = b(aj)n(a;) idp = vn(a).

3. Determinar el salt de temps T, d’acord amb la condici6 del salt (vegeu la
subsecci6 4.1).

4. Actualitzar les variables del sistema:
n(a,t) —« n(a,t) — (PAnt) + PdippT))jer, t —t+T,a—a+T.

5. Determinar el nombre de naixements: n(0,t) = 2 Z P(di1T). Si el nombre

1
de naixements n(0, t) és diferent de zero, hem d’afegir la nova component
al vector distribuci6 d’edats, és a dir, I — I + 1.

6. Resoldre I'equacio6 per a la concentracié d’oxigen a l'interval (t,t + T):
0t02 = F — kO2M,on M(t) = > n(ai,t) ésla poblacio total.
i

7. Calcular les taxes de divisio, b(a;), usant les probabilitats de divisi6 a
temps t: usant ’equaci6 (2.11), obtenim 1 — G(ai); a temps t i, aleshores,

calculem la taxa de divisio, b(a;) = (I’G(“")“T)T’(l’G(“i)‘).

8. Bucle de I'item 2 al 7 fins que t > T.
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FIGURA 7: Una realitzaci6é (en tra¢c de guions verticals) i 100 realit-
zacions (en linia blava de guions i punts) de I'algorisme de simu-
laci6 de salt T de I'equaci6 (3.3)-(3.2) amb Q = 103, i, també, una
realitzacio en vermell gruixut i 100 realitzacions en linia vermella
del mateix algorisme amb Q = 107, comparades amb la soluci6 de
I'equacié (3.22) (linia de guions verda) amb error calculat usant ’equa-
ci6 (3.23) (linies de guions negres), amb Q 10* i condici6 inicial
X = (5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

=
= 098
)

0.96

FIGURA 8: Comparacié del consum d’oxigen utilitzant 100 realitza-
cions de l'algorisme de simulaci6 de salt T de I'equacio (3.3)-(3.2)
per a Q = 103 (linia de guions i punts blava) i per a Q = 107 (linia
vermella) amb el consum d’oxigen que s’obté usant I'equaci6é (3.22)
(linia de guions verda), amb Q = 10% v = 0.0001 i condici6 inicial
X =(5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).
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FIGURA 9: Comparaci6 del nombre de naixements utilitzant 100 realit-
zacions de l'algorisme de simulaci6 de salt T de I'equacié (3.3)-(3.2) per
a Q = 102 (linia de guions verticals blava) i per a Q = 107 (linia verme-
1la) amb els naixements que s’obtenen usant I'equacio (3.22) (n(0,t) és

X =(5,1.4,0.01,0.01,0,0.99,0.01,0,0.01).

Els resultats de les simulacions usant aquest algorisme es poden veure a les
figures 719, on I'algorisme de simulaci6é de salt T estructurat per 'edat es com-
para amb la soluci6é numeérica del sistema d’equacions (3.22), per tal de validar
I'aproximacié WKB-gaussiana. L’aproximacié gaussiana de les equacions (3.22)
implica que el 68.2% de les realitzacions hauria d’estar dins de la regio deli-
mitada per les cotes superior i inferior donades per n(t,a) + Q-%/2g, (t,a).
La figura 7 mostra que les realitzacions estocastiques generades pel nostre
algorisme estan entre les cotes previstes per a I’aproximacio gaussiana.

5 Conclusions i discussio

En aquest article, presentem una formulacié d'un model estocastic multiescala
de la dinamica de les poblacions cellulars on nivells d’organitzaci6 biologica
diferents, caracteritzats per escales temporals diferents (vegeu la figura 1),
estan acoblats. Descrivim la dinamica estocastica de la poblacié cellular (escala
cellular, usant la mateixa terminologia que a [2]) mitjancant un procés de
naixement i mort on la taxa de divisio és descrita per un model de progressio en
el cicle cellular regulada per I'oxigen (escala intraceHular, usant la terminologia
de [2]), i, per tant, acoblem les escales cellular i intracellular. El sistema acoblat
resultant és una poblaci6 cellular estocastica estructurada per ’edat. La taxa
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de divisio6 es descriu en termes d'un nou metode basat en un enfocament de
temps mitja de primer pas, el qual ens permet determinar la taxa de divisio
com la taxa mitjana a la qual les proteines clau involucrades en la regulacié del
cicle cellular creuen el valor llindar d’activacié en funcié de ’edat cellular (és a
dir, el temps que ha transcorregut des de la darrera divisi6 cellular). La nostra
metodologia, per tant, ens permet analitzar ’acoblament entre les fluctuacions
causades per soroll molecular a nivell intracellular i el soroll cellular a causa
de la mida finita de la poblacio.

Amb I'objectiu d’analitzar el comportament del nostre model, a la seccio 3,
hem estés un metode asimptotic de tipus WKB inicialment proposat per Kubo
et al. [3, 30] per obtenir una soluci6 aproximada de I’equacié mestra (3.5) de
naixement i mort estructurada per I’edat. Duent a terme aquesta aproximacio
a un ordre menor, obtenim una aproximaci6é gaussiana per a la densitat de
probabilitat (estructurada per ’edat), on la mitjana corresponent, n(a,t),ila
variancia oy, (a, t) son les solucions de dues EDP semilineals acoblades (vegeu
les equacions (3.24)-(3.26)).

Les EDP semilineals per a n(a,t) i o, (a,t) estan acoblades a escala intracel-
lular a través de la seva dependeéncia de la taxa de divisio (que depen de 'edat),
b(a,t). Aquesta quantitat s’obté en termes del temps mitja de primer pas per al
model del cicle cellular que depén de I'oxigen (els detalls es donen a la secci6 2):
considerem que la cellula entra en la fase de proliferacié del cicle cellular quan
la concentraci6 de CycB esta per sobre d’un valor llindar determinat. La taxa
de divisio, per tant, és donada per la taxa a la qual el sistema creua el valor
llindar esmentat anteriorment. Per tal de resoldre aquest problema, duem a
terme una aproximacié WKB [3, 30] de '’equacié mestra corresponent (vegeu
I’equaci6 (2.1) i la taula 1) per obtenir una aproximacié gaussiana, la qual esta
determinada per la soluci6 del sistema d’EDO per a la mitjana, (2.6), i per a
la variancia, (2.7). Aix0, al seu torn, ens permet trobar una aproximacio a la
soluci6 del problema de temps mitja de primer pas i, per tant, a la taxa de
divisi6 que depen de I'edat.

La nostra formulacié per a la progressio del cicle cellular regulada per
I'oxigen és descrita pel temps mitja d’activacié de primer pas. L’aproximaci6
per a la divisi6 es calcula usant la probabilitat que la ciclina-CDK estigui per
sota d’un valor llindar, que correspon a la probabilitat d’extincio, equacio6 (2.10),
de forma que el procés de reproduccié ocorre amb probabilitat complementa-
ria d’aquella. Per calcular el procés d’activacio, hem usat el metode WKB per
obtenir una soluci6é aproximada a I'EM del cicle cellular. Aquest resultat és una
serie de sistemes d’EDO per als cumulants d’ordre »; hem usat ordre 2 per
obtenir una soluci6 de I'EM, (2.9). D’acord amb la comparacio6 entre els resultats
del nostre model reduit i les simulacions de Gillespie, podem afirmar que el
nostre enfocament és una bona aproximacié només per a soroll intracellular
petit i mida gran del sistema, d’ordre Q = 107 o superior (vegeu la figura 3).
Per obtenir una aproximaci6 millor, hem d’utilitzar un ordre més gran que 2 en
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I'aproximacié WKB. El sistema s’acobla a través d’'un mecanisme de retroali-
mentacié negatiu, on la poblacié consumeix oxigen que, al seu torn, regula la
progressio del cicle cellular i, per tant, la taxa de divisio.

Per tal de validar el nostre enfocament asimptotic en el model estocastic
multiescala, hem introduit una extensi6 estructurada per I’edat del metode de
simulaci6 de salt T en el procés naixement-mort associat a les equacions (3.3)-
(3.2), amb la taxa de divisi6é calculada amb I’equaci6 (2.11). Comparem els
resultats de les simulacions estocastiques amb I’aproximacié WKB de la dina-
mica de la poblaci6 cellular estructurada per ’edat a la figura 7, on es poden
veure realitzacions del procés generades utilitzant el nostre model de salt T
estructurat per ’edat amb I’aproximaci6 asimptotica gaussiana. A la figura 8
hi representem I’evolucié temporal de la concentraci6 d’oxigen, i a la figura 9 hi
mostrem el nombre de naixements per I'aproximaci6é asimptotica i les simula-
cions estocastiques. Aquesta comparacié ens permet avaluar tant la precisio
com el rang d’aplicabilitat del nostre métode asimptotic. Els nostres resultats
confirmen que, per al model intracellular considerat en aquest article, I'aproxi-
macio asimptotica és precisa nomeés si considerem que I’escala per al nombre de
proteines al model del cicle cellular intracellular, Q, sigui prou gran. En aquest
cas, com es pot veure a les figures 7, 8 i 9, trobem que la concordanca entre
els resultats numerics i asimptotics és bona. Aquesta limitacio pel que fa al
nombre de proteines prové del fet que, en el model del cicle cellular considerat
en aquest treball, 1a transicié que anuncia I'inici de la proliferacio6 (és a dir, quan
CycB arriba al valor llindar) esta precedida d’una bifurcaci6 sella-node. A prop
d’aquesta transicié de fase dinamica, s’espera que I'aproximacié gaussiana
sigui incapac de capturar les estadistiques de les fluctuacions [8]. Aixi, doncs,
per tal de capturar la dinamica del sistema amb precisi6, ens mourem només
en el regim de les fluctuacions petites (i. e., Q gran). Aixo significa, pero, que
el nostre model seria capac de capturar el comportament de sistemes que no
exhibissin aquest tipus de bifurcacions en un regim molt més ampli.

Una alternativa al métode WKB usat en aquest article seria fer servir el desen-
volupament de la mida del sistema de Van Kampen [60], també coneguda com
aproximacio del soroll lineal (LNA), que esta molt relacionada amb I’aproximaci6
WKB de Kubo et al. [30]. Malgrat les similituds entre ambdues metodologies,
aquestes no son ben bé equivalents. L’aproximacié del soroll lineal (LNA) suposa
que la variable aleatoria pot ser escrita com a X (t) = ¢ (t) + Q/2E(t), on P ()
és la solucio6 de les equacions de camp mitja i E(t) és una variable aleatoria
que satisfa una equacié de Fokker-Planck lineal, d’on poden ser deduides equa-
cions diferencials ordinaries (lineals) per al primer i el segon moment de E(t).
L’aproximacio WKB esta basada en un Ansatz sobre la forma de la soluci6 de
I’EM, la qual cosa significa que, pel que sabem a partir dels nostres resultats,
les equacions per a la variancia de X (t) no sén, en general, les mateixes, tot i
que s’obté en ambdos casos la mateixa aproximacié de camp mitja.
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La metodologia presentada en aquest article es pot generalitzar de diverses
formes, i es pot aplicar a una amplia varietat de situacions. Una d’aquestes
situacions que seria interessant d’analitzar, en relacié amb I’evoluci6 del cancer
ila seva terapia, és la introduccié de quiescencia induida per la hipoxia. Les
cellules cancerigenes tenen I’habilitat de tornar-se quiescents sota condicions
d’hipoxia; vegeu [1, 7]. Per tant, seria interessant introduir aquesta capacitat en
el nostre model, especialment, en el context de models de competéncia entre
cellules que no manifesten quiescéncia induida per hipoxia (cétules normals)
i cellules que si que passen a ser quiescents (cétlules cancerigenes) [2]; en
particular, quan es tracta de predir el resultat de terapies especifiques del
cicle cellular, on les céllules es maten quan entren en fases determinades
del cicle cellular [44]. Aquesta analisi es posposa per a un treball futur.

Un problema relacionat que seria interessant d’explorar usant la metodo-
logia descrita en aquesta publicacio és el problema del metabolisme de les
cellules cancerigenes (és a dir, '’efecte Warburg). D’entre els diversos canvis
fenotipics induits per I'efecte Warburg, un dels més remarcables, juntament
amb l'increment de la taxa d’acidificacié extracellular, és la reducci6 de la
taxa de consum d’oxigen (OCR) [13]. Seria interessant d’analitzar I'’efecte de
considerar tipus de céllules diferents caracteritzades per estats metabolics
diferents, és a dir, taxes de consum d’oxigen diferents i, més especialment,
la seva relacio amb els efectes de la hipoxia. Aquest tema sera estudiat més
profundament en una recerca futura.

Ens proposem també estendre el nostre context estocastic multiescala per
tal d’incloure graus de llibertat en I’espai i I'acoblament a un model d’angioge-
nesi induida per tumors. Per tal de fer-ho, necessitem recorrer a metodes de
simulaci6 estocastica més eficients, com, per exemple, el métode de la reacci6
segiient [19].

A Apeéendix

Aquest apendix esta dedicat a establir la relacio entre els parametres del
nostre model estocastic, dy, d_1, d» d3, d_3, d4, i els valors dels parametres
macroscopics donats a [1]. Per tal d’aconseguir-ho, apliquem I’aproximaci6 de
I’estat quasi estacionari (QSSA) a ’esquema de reaccio6 segiient:

d
X1+ E dzl CBE +Xx activaci6 de Cdhl/APC,
-1
ds3YM
X+E = ¢"ME, 1 X, desactivacio de Cdh1/APC,

d_3YM

on els parametres di, d_1, d» ds3, d_3, d4 estan relacionats amb aquells que
apareixen a [1] a través de la QSSA proposada per Briggs i Haldane.

Aquestes equacions de camp mitja per a aquest mecanisme de reacci6 estan
donades per un sistema d’EDO, equaci6 (A.1), per a les taxes de canvi de cada
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una de les especies involucrades:

dx

Tal = —dix1e1 +d_1c1 + dyymes,
der _ —dix1e1 + (d_1 + d2)cy, (A1)
da

dey =dix1e1 — (d-1 +d2)cy,

da

dx _ —dsxyme; + d_3ymcs + docy,
da

der _ —dsxyme; + (d_3 + ds) ymez,
da

dcs

Tg = dsxymez = (d-3 +da)ymes,
dy _

1o = (ay +axx +aszz)y,

on x; = [X1], x = [X], ci = [Ci] ie; = [Ei]. A més, hem usat les lleis de
conservacio: 71 ¢ 4 4 — (0, d’'on podem concloure que la concentracio total
de 'enzim és constant. ci+e=¢ey(i=1,2),1 dxl yda odx de g ge

+
da da da
manera que la concentracio6 total de Cdhl es conserva X1 +C1+X+Cr = Sp.

Per tal de continuar, introduim, fent un canvi d’escala, les variables segiients:

X1 _ X ci . e —_ Y
X1=—, X=—, ¢i=—,1=1,2), T=d3zepypa, €=—, ==,
1 % 50 1= e 3€000 S0 y o
d’acord amb les quals obtenim el sistema segiient:
Xm dl _ dfl _ d4 .
- = _ 1 _
At d3yoxl( c1) + 43705 c1 + dgsoymCZ,
dCl dl — (dfl + dZ)—
1 - - - =7
“dr T dy oxl( 2 d3Y080 v
ax _ -X m(l—c*)+—d73 ymc; + c1
art B Y 2 d3Soy 2 dgyoSo !
dc _ d_3+ds)__
4 _ wom(l - ) (d—3 4)3/

dT Xy Bl ng()
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Ara, prenem l’'aproximacié de I’estat quasi estacionari, e% =0(@{=1,2),
que ens porta a:

= dix1
N [
130 2 +di1X1
— X2
Cr = ——F5 3
d_ 3+d4
X2+ s
_ d4 _
dx _ ymx dssg dz d1X1 A2
d - d_ 3+d4 + d — d+dy ° ( : )
T X + 3Y0S0 d1x1 + =2
d 50
axi dci ax
Un cop arribats a aquest punt, utilitzem la llei de conservacio - + € 7 + 77 +

eddCTz 0, és a dir, X1 + X = 1, de manera que I’equacio6 (A.2) pot ser reescrita

com:

d
ax _ ymx (@) 4 (1-%)
at X+ & 3*’14 d3y0so 1 — X + 4ide’
150

la qual cosa dona lloc a la relacié segiient entre els parametres del nostre
model estocastic i aquells que apareixien a ’aproximacié de camp mitja de
la referéncia [58]: d» = (1 + bsu)sg/eo, da = baso/(Voeo), d-1 = J3s0d1 — da,
d_3 = Jssodsz — dg,on b; i Jj (i = 3,4) son, respectivament, taxes constants
(b3 1 b4) iles constants de Michaelis-Menten (J3 i J4). Aquesta equivaléncia ens
permet donar valors als parametres del nostre model estocastic, de manera
que el comportament de camp mitja és el mateix que en els models d’Alarcén
etal a[l]iTysoniNovak a[58].
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