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Aproximacio no lineal i mostratge comprimit

JOAQUIM BRUNA

Resum: En aquest article donem una pinzellada a un camp relativament nou de la
matematica, el mostratge comprimit, un terme que correspon a l’expressio compressed
sensing o compressive sampling. Es una branca del tractament del senyal que d’alguna
manera ha aparegut de forma natural associada a un altre gran camp ben modern i
present, I'anomenat big data analysis. El mostratge compressiu no tracta pas de la
manipulacié de grans bases de dades per extreure’n informaci6 1util, sin6 justament de
no generar informacio6 inutil, innecessaria. Per a I’exposicio, ens referirem breument a
una altra teoria que té entitat per si sola, la teoria de I'aproximacio no lineal.
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tianes, mostratge comprimit, vectors rars, descodificadors, matrius aleatories, bases
incoherents.
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1 Analogic vs. digital

Les matematiques sovint utilitzen en els seus models per descriure el méon
funcions analogiques f(t), f(x), t,x € I, on I designa aqui un interval, acotat
o no. Els models teorics suposen que x o t és una variable independent que
pot prendre tots els valors de I, un continu de valors, i podem veure f com un
vector que té un continu de components. Com que les matematiques pretenen
quantificar magnituds, se suposa en els models que aquestes funcions sén
quantificables en algun sentit. El més comu és imposar que tenen energia finita,

1

iA1= ([ 1o ax) <o

i hom diu llavors que f € L?(I). Hem de veure aquesta expressio com la versio
continua de la norma euclidiana que ens és familiar, ja que no fem altra cosa
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que sumar el quadrat de totes les components (infinites) del vector f. Aixi,
L2(I) és I'espai euclidia d’'un continu de dimensions, i la norma ens serveix per
quantificar com sé6n de properes dues funcions,

If—gll = (L Lf(x) —g(x)lzdx)é.

Quan parlem d'una digitalitzacio o discretitzacio de f, ens referim d’una
forma imprecisa a quelcom que representa o aproxima f pero que no depen
d’un continu de dimensions, siné d'un nombre finit o, com a molt, numerable de
dimensions. Sovint aix0 es formula per a funcions d'un determinat subespai E
de L2(I). Per precisar, aqui direm que una digitalitzacio (ideal) de f € E C
L2(I) consisteix senzillament a expressar el vector f en una base ortonormal
numerable (base hilbertiana) () de E. Aixo0 és

f = Z(f’ Wn)q/n;
n
on els coeficients sén les correlacions

(f,yn) = Lf(x)tpn(x)dx.

Les correlacions (f, Y, ) constitueixen una digitalitzacio de f.

El concepte de base ortonormal és, per tant, el mateix que el de base carte-
siana de l'espai euclidia. Els vectors y/,, s6n unitaris i perpendiculars dos a dos,
(Yn, Ym) =0, sin # m,ihom té el teorema de Pitagores

LFIZ = 21 wndl?,

que en aquest context s’anomena teorema de Parseval.

L’exemple historicament més important és la base de Fourier de sinus i
cosinus o, si es vol, d’exponencials complexes. Si I = [—a,a] és un interval
acotat, la base de Fourier de L2(I) consisteix en les exponencials complexes

1 .
——ead™  pe7.

V2a

El desenvolupament en série de Fourier pren la forma
f(t) = cpeait,
n

amb coeficients | (@
- t 7%int,
Cn oa Jﬁaf( )e

que s’anomenen coeficients de Fourier. Evidentment, tota funcio f € L2(I)
s’identifica amb una funcié 2a-periodica, de manera que el desenvolupament
anterior ve a dir que tota funcié 2a-periodica és una superposicio, és a dir,
una suma, de les funcions 2a-periodiques més elementals, que sén Cos(%nt),
sin(Fnt), n € N.



Aproximacio no lineal i mostratge comprimit 111

Un altre exemple paradigmatic és el conegut teorema de Shannon-Whittaker-
Kotolnikov. Sigui E la classe de funcions f € L%(R) que s’obtenen com a
superposicioé de sinus i cosinus de freqiiéncies w, amb w < a,

f(x) = JI | g(w)e’™®* g, amb g € L?(R).

wl=a
Aquestes son les funcions de banda limitada, amb amplada de banda a. Llavors

sinr(2ax — n)
m(2ax —n)

Fo =S f (%) Wn(X), oN Wn(x) =

Les funcions g, que son traslladades i reescalades de la funcié sinus car-

dinal %, formen una base ortonormal de E; en aquest cas, les correla-

cions {f, ) coincideixen amb els valors f (%) i i s’anomena el pas de Ny-
quist. Matematicament, aquest resultat és equivalent al que hem comentat, en
el sentit que tota funcié de L2(I) es pot escriure com la suma d’una série de
Fourier.

Si, a més, f tingués suport en [T, T], aixo significaria que depén d’apro-
ximadament 4T a parametres. Llevat del cas que f = 0, no hi ha funcions de
banda limitada amb suport compacte, perqueé tota funcié de banda limitada
té una extensioé entera; tanmateix, el treball de Landau i Pollack mostra que
I’'espai dels senyals que aproximadament tenen suport temporal de mida T i
aproximadament amplada de banda a té dimensié aproximadament 4T a, on,
és clar, cal precisar el significat en cada cas del terme aproximadament.

Un altre exemple molt important de bases i de digitalitzacié son les ba-
ses d’ondetes. Ens limitarem aqui a un cas especial. Una ondeta amb suport
compacte és una funcié ¢ amb suport compacte dins I'interval (-1/2,1/2),
normalitzada, amb la meravellosa propietat que les versions reescalades i
dilatades .

Wrm(x) =229 (2kx —m), kymez

formen una base hilbertiana de L2(R), és a dir,

f= z (f, WYk,m)Wkm, perafe LZ([R)-
k,m

Aqui hi ha un doble index (k,m) i les correlacions (f, Yxm) sOn mitjanes
ponderades de f en l'interval diadic de mida 2% centrat en ;”—k

Veiem que en les ondetes hi ha dos parametres, un parametre de posicié m
i un parametre d’escala k. L’exemple més senzill és I'ondeta de Haar, que és
la funci6é que val —1 en [—%, 0]ilen[O, %]. L’existencia d’ondetes d’aquest
tipus, que, a més, son regulars, és un fet molt important, degut a Daubechies.

Un tercer exemple ben classic de bases el donen les diverses families de
polinomis (py), pn de grau n, que formen una base hilbertiana de L2(0,1), o
de L2(0,1) amb un pes. Exemples en son els polinomis de Hermite, Laguerre, Ja-
cobi, Gegenbauer, Chebyshev, Legendre, etc. Cada problema de Sturm-Liouville
porta de forma natural a una base d’aquestes caracteristiques.
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2 Aproximacio lineal i no lineal

Suposem que volem aproximar f amb una informacié de mida N utilitzant una
base (@)
f= Z CnPn.
n

Una forma de fer-ho és, senzillament, mitjancant els N primers coeficients

N H
SN =D enn, If - NI = (Z |cn|2> -0, N - .
n=1

n>N

Notem que aquesta definici6 pressuposa que la base (g, ) esta ordenada o
jerarquitzada d’alguna forma. Per exemple, en termes de la freqiiéncia en
la base de Fourier, la grandaria dels parametres de posicio i freqiiéncia, etc.
Obviament, en aquest cas, hom té (f + g)N = fN + gV, és a dir, 'aproximaci6
és lineal.

Ara bé, aixo no és el millor que podem fer. Si prenem els coeficients c,, que
corresponen a un subconjunt A dels nimeros naturals i formem

fA= z CnPn,

neA

tindrem

1
2
If = fA = (Z |Cn|2)
n¢A
i, per tant, la millor aproximaci6 de f utilitzant N coeficients 1’'obtindrem
ordenant de més gran a més petit en valor absolut els coeficients ¢, (que
tendeixen a zero quan n — ) i quedant-nos amb els N coeficients més grans,

els més significatius. Aixi, definim
N
SN = Z Cre Wngs [cn | = len, | = |Cn3|
k=1

Aquesta és ara una aproximaci6 adaptativa pero no lineal: (f + g)y # fnv + gn.

Es natural preguntar-se com son de bones aquestes aproximacions. Quanti-
tativament: com de gran hem de prendre N per tal que I'error sigui més petit
que una quantitat & prefixada? Aquesta qiiesti6 s’estudia de la manera segiient:
si E és una determinada classe de funcions, com decau || f — fyll si f € E?

Tipicament, voldriem, per exemple, que fos
1
If = fnll < C||f||m,

amb un valor de « com més gran millor. Aquest exponent «x depen de la
classe E i de la base utilitzada (y/5,).
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Les bases d’ondetes s6n molt importants en les aplicacions. El fet matema-
tic que ho explica és que, per a moltes classes E de funcions (particularment,
les que modelitzen imatges), les bases d’ondetes donen el millor exponent «,
de manera que, amb N no gaire gran, I'aproximacio de f per fy ja és prou bona.
Dit d’'una altra manera, les bases d’ondetes tenen la propietat de representar
acuradament funcions d’interés practic amb molt pocs coeficients significa-
tius, perqueé la seva expressio exacta té una expressio rara, sparse, amb molts
coeficients molt petits, en les bases d’ondetes. Aix0 les fa especialment utils,
per exemple, a ’hora de comprimir imatges en les nostres cameres digitals.
En termes generals, si una imatge es representa en una base d’ondetes de
Daubechies (més precisament, en la seva versio bidimensional), hi ha aproxi-
madament 10° coeficients; si ens quedem amb el cinc per cent dels coeficients
més significatius, fent zero els altres, i fem la reconstrucci6é a partir d’aquests
coeficients, veurem una imatge practicament identica.

3 Un nou pas: el mostratge comprimit (compressed sensing o
compressive sampling)

En la secci6 anterior, hem vist la utilitat de I'aproximaci6 no lineal en bases
d’ondetes. Representades en bases d’ondetes, moltes funcions d’interés practic
s’aproximen acuradament de forma no lineal.

Pero reflexionem una mica. Hom fa I’esforc¢ d’obtenir un milié de coeficients
per després negligir-los practicament tots. No és gens eficient aixo!

Es en aquest punt on apareix la pregunta natural, clau, i que ens portara a
un nou paradigma, el del mostratge comprimit: és possible dissenyar algun al-
gorisme que ens permeti obtenir directament fy només amb (aproximadament)
N observacions?

La resposta, sorprenent, és si, i la dona la teoria del mostratge comprimit.
L’objectiu d’aquesta seccio6 és explicar en quin sentit aixo és cert i, sobretot, de
quina manera. Veurem com, en la resposta a aquesta pregunta, es combinen
nocions d’algebra lineal —potser no exactament de 1’algebra lineal estandard—
amb nocions estocastiques molt actuals, com ara les matrius aleatories.

Comencarem formulant el problema en el marc de 1'algebra lineal.

Tenim un vector f € RP, on D és enorme, per exemple, el nombre de pixels
d’'una imatge. Podem pensar també que f és una funci6 definida a {1,2,...,D}.
Tenim una expressio de f en una base ortonormal

X1
X2
f=2%nn, f=YX, on¥=(y,...,yp)iX=
n .
XD
Suposem que f és N-rar en la base ¥, és a dir, que f = fy (que vol dir
que f tan sols té N coeficients no nuls), o bé que és compressible, en el sentit
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que ||f — fxll = IX — Xyl tendeix a zero molt rapidament. Una observaci6
fonamental a tenir en compte per entendre la situacié és la segiient: sabem
que f és N-rar en la base de les y, (per exemple, perquée f és una imatge i
la base és una base d’ondetes), pero no sabem quins soén els N-coeficients no
nuls (si ho sabéssim, la situaci6 féra trivial, la resoldriem amb I'algebra lineal
estandard).

Modelitzem ara el mostreig de f, la informaci6é que en tenim, mitjancant
unes correlacions amb altres funcions ¢y linealment independents:

Ye={frdx), k=1,...,M,

on el nombre de mostres és M, que hem de pensar com un nombre molt més
petit que D. Llavors la pregunta és: podem recuperar f a partir dels y;? Com
que f = fn, si f és N-rar, depén de N coeficients, el millor que podem esperar
ésque M = N.

4 L’algebra lineal dels vectors rars
Representem-ho tot en termes matricials
Y=0f =d¥X =AX, onA:RP - RMiM <« D.

La matriu A = ¥, d’ordre M X D, s’anomena de mostratge (sensing matrix), i
té rang M. Llavors pretenem recuperar X de Y = AX sabent que X és N-rar o
bé compressible. Posem =y per designar la classe dels vectors N-rars de R,
Tenim moltes menys equacions, M, que incognites, D, pero sabem que només
N incognites no son zero, sense saber, pero, quines.

En general, un descodificador és una aplicacio

A:RM . RP

tal que AAX = X si X € Zy. Un descodificador tria per a cada Y € RM un
vector A(Y) de la varietat lineal B(Y) = {Z: AZ =Y}.

Un descodificador no és necessariament lineal, si bé aqui suposarem per
simplificar que AO = 0. Es vol, per tant, que un descodificador sigui un invers
per 'esquerra de A sobre els vectors rars. Per definicio, s6n inversos per la
dreta de A, AAY = Y. Notem que triant en B(Y) el vector Z de norma minima
s’obté un invers per la dreta, lineal, que pren valors en l'ortogonal del nucli
de A.

Volem que AX determini X per a X € Xy, és a dir: X,X' € 3y, amb
AX = AX' ha d'implicar X = X', o bé, si X — X’ € ker(A), llavors X = X'.
Volem, per tant, que ker(A) n oy = 0. De fet, en aquest cas, podem definir
un descodificador. Definim senzillament A(Y) triant entre tots els vectors Z
tals que AZ = Y un que tingui suport minim, és a dir, amb el maxim nombre
de components nulles. Llavors, si X és N-rar, AAX és un vector Z tal que
AZ = AX que té suport minim, i, per tant, també és N-rar. En conseqiiéncia,
X—-Zeker(A)NZoniZ=X.
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DEFINICIO 1. Associem a cada matriu A d’ordre M x D el nimero s(A) definit
com el més petit nombre de columnes de A que son linealment dependents. Es
a dir, qualssevol s(A) — 1 columnes de A s6n sempre linealment independents.

A diferéncia de la noci6 de rang habitual, el nimero s(A) depén de A ino
només del subespai engendrat per les columnes de A. Evidentment, hom té que
S(A) <rang(A) + 1.

La igualtat ker(A) n Zn = 0 significa que no poden haver-hi mai 2N colum-
nes linealment dependents, és a dir, que qualssevol 2N columnes de A han de
ser linealment independents, aixo és, 2N < s(A) — 1. Aixi, hom té que Y = AX
determina X € 3y, siinomés si s(A) > 2N. Ens interessen, doncs, matrius que
compleixin aquesta condicio, que, tal com hem vist, és equivalent a I’existéncia
d'un descodificador A que recuperi X € Xy de Y = AX.

Naturalment, aquesta condicié implica que 2N < rang(A) i, per tant, que
2N < M. Fixats N, D, M amb M > 2N, sempre hi ha matrius d’ordre M x D tals
que qualssevol 2N columnes siguin linealment independents. Es suficient trobar
D vectors a R?N tals que qualssevol 2N d’ells siguin linealment independents.
Si0<t; <t <--- < tp son arbitraris, la matriu que té entrada t:~! ala fila i,
columna j, té tots els menors d’ordre 2N x2N que sén matrius de Vandermonde
i, per tant, invertibles. Aquestes matrius s6n, pero, mal condicionades i, per
tant, no adequades per al calcul numeéric.

Ara bé, per tal que un descodificador A tingui interés practic, ha de ser
robust, en el sentit que si X ¢ 3y pero || X — Xy|| és petit, voldriem que també
AAX fos proper a X d'una forma controlada. El més natural és imposar que
existeixi una constant C > 0 tal que

IAAX - X < ClIX - XN, (1)

que, naturalment, quantifica el fet que AAX = X, si X és N-rar.
Obviament, aixo implica

X[ <= ClIX - Xnll, X € ker(A),

per a una certa constant C. De fet, implica aquesta mateixa desigualtat, pero
amb 2N en lloc de N (vegeu [8]):

X[ < ClIX - Xonll, X € ker(A). (2)
En efecte: donat X € ker(A), considerem una descomposicié de Xpy en dos
vectors N-rars, Xony = X1 +Xp,1sigui X3 = X—Xon. Com que —X; € 3y, tindrem
que —X; = AA(—X7); com que X € ker(A), tindrem que A(—X;) = A(X> + X3);
per tant, —X; = AA(X> + X3). Aleshores, per (1),
IXI = IX2 + X3 — AA(X2 + X3) || < Cll(X2 + X3) — (X2 + X3)N]l.

Ara bé, com que X, és N-rar, és clar que la darrera expressio és menor o igual
que [ X3l = I X — Xonll.
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Quan es compleix (2), hom diu que A té la propietat NSP (null space property)
d’ordre 2N respecte de la norma euclidiana.

A la practica, els descodificadors han de ser també robusts respecte dels
errors, perquée les mostres poden contenir soroll. No mesurarem Y = AX
exactament, sino

Y=AX+2,

on Z és un error, estocastic o determinista. Si A és un descodificador, diem que
és robust si

IA(AX + Z) = X|| < CllZIl, X €3N, ZeRP. (3)

Analogament a les altres propietats, aquesta condicié natural —’existéncia
d’un descodificador robust— implica una propietat de la matriu A, concreta-
ment

1
1A = =X, X € Zan. 4)

Per veure-ho, siguin X,Y € 3y i definim Z = %A(X —Y), de manera que
AX—Z=AY+Z=%A(X+Y).

SiW =AAX - Z) = A(AY + Z), (3) implica
IX-Y[ <IX-WI+IW-=YIl <2C|Z| = CI|AX — AY|.
Fixem-nos que (4) implica que X € 3y es pot recuperar de AX.
La definici6é segiient fou introduida a [6] i [2].

DEFINICIO 2. La matriu A satisfa la propietat RIP (restricted isometry property)
d’ordre N, si hi ha 6y petit tal que

(1-6MIIXI% < JAX]1? < (1 + 68 X%, X € 3.

Significa que qualssevol N columnes de A sén gairebé ortogonals. Per tant, si
A satisfa la propietat RIP d’ordre 2N, A preserva aproximadament la distancia
entre dos vectors N-rars.

La propietat RIP implica una versio de la propietat NSP, pero amb la nor-
ma L'. La norma L! d’'un vector X es defineix com a

D

Xl = > Ixil.

i=1
Per a un vector X € Xy, la desigualtat de Schwarz implica que

X1l < VNIX].
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El resultat precis, que no demostrarem, és que si A té la propietat RIP d’ordre N
amb una constant Sy < /2 — 1, llavors

IX — Xonll1

Xll=C
X1 < N

X € ker(A),

_ 2
amb C = T3 755n

5 El descodificador basat en la norma L!

Reprenem la situaci6 anterior. Tenim Y = AX, on A és una matriu de mostrat-
ge MxD amb M < D. Tanmateix, pretenem recuperar X € R deY = AX € RM
utilitzant la informaci6 que X és N-rar o N-compressible. A la secci6 anterior,
hem vist condicions sobre la matriu A que sOn necessaries per tal que pugui
existir un descodificador A que permeti obtenir X de AX quan X € Xy d'una
forma estable i robusta. En aquesta seccid, descriurem la situacié pel que fa a la
suficiéncia d’aquestes condicions, és a dir, a la construcci6é de descodificadors
concrets. Recordem que definir un descodificador vol dir simplement definir un
criteri per tal de seleccionar per a cada Y un vector de la varietat lineal B(Y).

Ates que el nostre proposit principal és recuperar vectors rars, el més
natural, allo que sembla més intuitiu, és triar el més rar dels vectors de B(Y),
és a dir, podem considerar el descodificador Ayg(Y) = Z, on Z és el vector
Z € B(Y) que minimitzi el nombre ||Z||p de components no nulles. Si la
matriu A és injectiva sobre els vectors N-rars, és a dir, s(A) > 2N, ja hem vist
que AAX = X, si X € 3y. Ara bé, el problema amb aquest descodificador és
que || Z]lp no és convex i la implementaci6 practica no és factible. De fet, s’ha
demostrat que implementar Ay en un ordinador és NP-hard, és a dir, d'una
gran complexitat de calcul.

Hem vist que la propietat NSP d’ordre 2N, equivalent a I'’equaci6 (2), és
necessaria per a I'existéncia d'un descodificador que compleixi (1). Ara veurem
que també és suficient; vegeu [8]. En efecte, en aquest cas, triem entre tots els
vectors Z tals que AZ =Y aquell per al qual ||Z — Zy|| és minim, és a dir, el
que millor s’aproxima per vectors N-rars.

Com que X — Z esta en el nucli d’A, (2) implica

IX-ZI=ClIX=Z—-(X-Z)nl-

En aquest punt, recordem que X,y és la millor aproximacié de X amb 2N coefi-
cients; per tant, hom té, en general, || (U+V)—(U+V)anll < |lU-Unx|I+]IV—=VnI.
Amb aix0, I’expressio anterior és menor o igual que

CUX = XNl +11Z = ZnID).
Per definicio, ||Z — Zy|| < || X — XN i, per tant,

I1X - Z| < 2CIIX = XNl
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Aixi, hem vist que la propietat NSP d’ordre 2N és equivalent a I’existéncia d'un
descodificador A que compleixi (1). Com que Xy és, per definicio, la millor
aproximacié de X amb N coeficients, la propietat NSP d’ordre 2N és equivalent
a la condicio

IX|| < ClX - Xrll, X €Ker(A), cardinal(T') <N. (5)

AquiT c {1,2,...,N} i el vector Xr és el que s’obté de X conservant les
components que corresponen a I' i fent zero les altres.

Ara bé, veurem tot seguit que aixo implica que M > C~2D (c.f. [8]). Per al
cas que el cardinal de I sigui 1, (5) significa que per atot j = 1,...,D hom té

D
> x2<C?> x2,
i-1 i+

que implica

xj = (C*=1) X x7 = (C° = DUIXI* - x7),

i*j
i, per tant,
1
2 4 2
X5 < (1 — C2> 1X11°
Aix0 hauria de ser cert per a tot X en el nucli de A. Sigui ej,...,ep la base
canonica de RP i sigui vy, ..., vp_p una base ortonormal del nucli de A. Sigui

P la projeccio6 ortogonal sobre el nucli de A. Llavors, per a X = P(e;) obtenim

(P(ej),ej)? < (1 - é) ,

que és el mateix que
D-M 1
> (ej,vi)? < (1 - E), j=1,...,D.
i=1

Sumant respecte de j obtenim

D-M

1
D-M= 3 Jul?<D(1- %),
i=1

és adir, M = C~2D.

Aquest és un resultat negatiu, ja que ens indica que M ha de ser de I'ordre
de D ino de N, que és el que esperavem.

Una tercera possibilitat és minimitzar una norma diferent de I’euclidiana:
per exemple, la norma L!. Aquesta norma, en un cert sentit, esta més ben
adaptada a la raresa dels vectors. Genéricament, el vector d'una varietat lineal
que minimitza la norma L! tendeix a ser rar, com es veu a la figura 1.
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FIGURA 1: Els grafics mostren la seleccio, en una varietat lineal (en aquest
cas una recta), del vector que minimitza una certa norma. Equivalent-
ment, mostren com una bola associada a la norma va creixent fins que
toca a la varietat lineal. Observi’s que tan sols per a la norma L! el punt
de contacte és un vector rar (en els eixos de coordenades).
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En conseqiiéncia, sembla raonable fer la recuperaci6 dels vectors rars mini-
mitzant la norma L'. Tornant al nostre problema, definim A(Y) com el vector
Z € B(Y) que minimitzi || Z||,. Es a dir, per recuperar X, estudiem X = AAX = Z
tal que AZ = AX minimitzi || Z||,. Entre tots els vectors que sén coherents amb
les observacions, prenem el que minimitza la norma L!.

Aquest és un problema de programacié lineal que es pot tractar computa-
cionalment d’'una forma molt eficient.

El teorema segiient confirma les expectatives.

TEOREMA 3. Suposem que la matriu A compleix la propietat RIP d’ordre 2N
amb >y < /2 — 1. Aleshores, la solucié X definida anteriorment compleix

o X - x| <l

o |IX - Xl < CIIX - Xnll.

o IX - Xyl <2CIX - Xyl

A més, aquesta reconstruccio e’SArobusta: si donat € > 0 posem B(Y) = {Z € RP
amb ||AZ — Y| < &}, la solucio X compleix

IX — Xnllh
VN

Aquest teorema, demostrat a [5], és un resultat bastant notable. En desta-
quem els punts segiients:

IX-X||<C + Ce.

1. Si X és N-rar, aleshores X = Xy i tenim reconstruccié exacta. Si no, ens
diu que la qualitat de X, mesurada per I'error || X — X]||;, és tan bona com
si coneguéssim d’antuvi les N coordenades més grans de X. I, a més, és
robust.

2. L’algorisme A és independent de N, de les posicions dels coeficients i de
les seves magnituds. Si la matriu A té la propietat RIP d’ordre 2N, tindrem
reconstruccio exacta.

6 | com trobem matrius M x D de mostratge A que tinguin la
propietat RIP d’ordre N?

El teorema anterior és prou satisfactori sempre que siguem capacos de trobar
matrius de mostratge que compleixin la hipotesi. De fet, ens interessa també
que ho compleixin amb M —el nombre de mostres— el més petit possible,
idealment de I'ordre de N. O podem pensar-ho al revés: amb M fixat, ens
interessa que N sigui el més gran possible. Hi ha construccions deterministes
de matrius A que compleixen la hipotesi, perd6 amb M massa gran. Com sovint
passa, pero, les construccions aleatories gairebé sempre funcionen.
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Per exemple, hom pot provar que si es prenen les entrades de A inde-
pendents i identicament distribuides segons una llei continua, es complira
s(A) = m + 1 amb probabilitat 1. El resultat que ens interessa és, pero, el
seguent:

TEOREMA 4. Considerem les matrius aleatories de mida M X D obtingudes d’al-
guna de les maneres segtients:

1. Triant D vectors columna a I'atzar (amb distribucio uniforme) a l'esfera
unitat de RM,

2. Prenent com a entrades de A variables N (O, ﬁ) independents.
3. Prenent com a entrades de A variables independents amb valors i\%ﬁ de
probabilitat %

Llavors, siM > CN log %, A compleix la propietat RIP d’ordre 2N amb cons-
tant < /2 — 1, amb una probabilitat > 1 — e~M  on ¢ és una constant que depén
de C.

Aquest resultat no és dificil de provar: és conseqiiéncia dels anomenats
fenomens de concentracio de mesura; vegeu [1]. El que és significatiu en el
resultat és el fet que M > CN log %, és a dir, que M no és pas gaire més gran
que N. Aquesta cota inferior de M és optima en el teorema, perquée hom pot
provar que tota matriu M X D que compleixi la propietat RIP d’ordre 2N amb
constant § < % ha de satisfer I'acotaci6 inferior anterior per a M.

En definitiva, hem vist que una estrategia efectiva és agafar matrius de
mostratge aleatories i utilitzar la minimitzacié en norma L!.

El cas gaussia té un valor afegit rellevant. Tornem al comencament, quan
la matriu de mostratge era A = ®¥. Teniem f = YX, i fem un mostratge de f
amb ®,Y =®f,Y = y1,y0,...,vm). Considerem f* = VX*, on X* és el vector
de norma L! minima tal que

(YX*, pr) =k, k=1,...,M.

Si f és rar en la base ¥ i A compleix les hipotesis del teorema 3, tindrem re-
construccio exacta, f* = f. Ara bé, si ® és gaussiana en el sentit del teorema 4,
A també és gaussiana per a tota V¥ i servira com a matriu aleatoria.

Aix0 significa que I'algorisme funcionara per a totes les bases ¥, ®, és a dir,
és universal. Dit d’'una altra manera, no necessitem saber en quina base f és
rara, només que ho és en alguna!

7 La coheréncia entre dues bases ortonormals

Hi ha altres maneres d’aproximar-se al concepte de bona matriu de mostratge.
Una d’elles esta basada en la noci6 de coheréncia entre dues bases. Suposarem
que les funcions ¢y amb les que prenem mostres formen part d'una base
ortonormal. Dit d’'una altra forma, la matriu ®, de mida M x D, és una matriu
obtinguda triant M files d’'una matriu ortonormal I
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DEFINICIO 5. La coheréncia entre dues matrius (bases) ortonormals ¥, I’ d’or-
dre D X D és

p(y,r) = \/ﬁn}z}xnm,wml, onl = (yi,...,¥p), ¥ = (W1,...,¥p).

Es tracta, doncs, d’'una mesura del grau de correlaci6 existent entre ambdues
bases, que, per definicio, és un nombre entre 1 i +/D. El coeficient de norma-
litzacio /D esta posat en relacio amb I'exemple segiient, que és I'’exemple
principal d'un parell de bases incoherents. Prenem com a ¥ la base de Fourier,
Wik) = D~ ze2mik/D i com a T la base canonica yj(k) = 8(j — k). Obviament,
u(¥,T) = 11 tenim maxima incoherencia.

El teorema segiient és del mateix esperit que el teorema 3 quan 'apliquem
a una matriu aleatoria. Aqui, A és la matriu aleatoria ¥, on ¢ consisteix a
prendre M columnes a I'atzar de T.

TEOREMA 6 ([3]). Suposem que f és N-rar en la base Y. Triem M mesures a
I'atzar entre les correlacions de f rvespecte de la base T, (f,y;). Si

M > p?(¥,T)NlogD,

llavors la solucio del problema f* = ¥YX*, on X* és el vector de norma L'
minima tal que
i = {yi, ¥X*),

és exacta amb probabilitat molt propera a 1.

El teorema ens diu que, per aconseguir minimitzar el nombre de mostres i
aconseguir reconstruccié exacta amb probabilitat 1, com més incoherents siguin
les bases, millor. En el cas de I'exemple de Fourier de maxima incoheréncia,
que ens diu aquest teorema? Ens diu que si un senyal de mida D és N-rar en

freqiiéncia,
D-1

ft) = > xje?™ItP - x esy (6)
j=0

llavors és possible reconstruir f a partir dels seus valors en M = N log D enters
presos a I'atzar entre 1 i D, i gairebé totes les tries van bé. Insistim un cop més
que aixo funciona sense cap coneixement previ de quines sén les N-freqiiéncies
actives ni les seves amplituds. Dualment, si f és N-rar a R”, es pot recuperar f
a partir de N log D coeficients de Fourier presos a I'atzar, i gairebé totes les
tries van bé. Aquest resultat, demostrat a [4], va precedir el teorema general i
fou un dels primers en la teoria. Es interessant contrastar-lo amb el teorema
determinista seglient: si f és com a (6), és possible reconstruir f exactament
a partir dels seus valors en 1,2,...,2N o, més generalment, en 2N enters
consecutius qualssevol. Aqui, N log D és substituit per la millor cota 2N, pero
la diferéncia esta en el fet que, en el resultat que acabem d’esmentar, gairebé
totes les tries de M = Nlog D enters funcionen. També és rellevant el fet que,
si hom vol que gairebé totes les M tries d’enters vagin bé, llavors cal que
M = NlogD, és a dir, el resultat és optim.
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D’altra banda, no pot haver-hi un teorema d’aquest estil sense la component
aleatoria, és a dir, de forma que la reconstrucci6 sigui possible per a totes les
tries de M enters. Aix0 és perqueé hi ha senyals f, N-rars de mida D, que tenen
D — N coeficients de Fourier tots nuls.

Altres exemples de bases altament incoherents s’obtenen prenent com a ¥
les bases d’ondetes de Daubechies i com a ® les anomenades bases de noiselets;
vegeu [9].
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