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Matematica financera en temps de crisi

ARTURO VALDIVIA

Sovint es pregunta qué fa que un tema matematic sigui
interessant. Algunes de les qualitats que vénen a la ment
son la utilitat, la bellesa, la profunditat i la fertilitat. La
utilitat sol mesurar-se per I’aplicacié del tema fora de les
matematiques. La bellesa és una qualitat atractiva que tenen
moltes matematiques, tot i que sovint només un ull entrenat
la pot veure. La profunditat ve a través de la vinculacié amb
multiples idees i temes que sovint semblen fora del context
original. | la fertilitat significa que, amb un esfor¢ raonable,
s’aconsegueixen resultats nous, alguns d’utils, alguns de
bonics, i potser d’altres més profunds, que esperen ser
descoberts.

Peter Forrester

El preu que els homes bons paguen per la seva indiferéncia
vers els assumptes publics és el de ser governats per homes
malvats.

Plato

Resum: En aquest treball es presenten alguns dels processos i calculs estocastics
importants per a la teoria quantitativa del risc creditici. Aquesta branca de la matematica
financera té com a objecte d’estudi els contractes amb risc de fallida, és a dir, contractes
en els quals existeix el risc de patir una pérdua economica a causa de I'incompliment
—intencionat o no— de les obligacions adquirides per alguna de les parts que signen el
contracte. Aquest tipus de contractes és omnipresent en la crisi economica actual; per
aixo, en aquests temps de crisi mundial, ens interessa discutir-los des de la matematica

financera.
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1 Introduccio

Bella, fertil, profunda i util s6n potser alguns dels adjectius usuals que faria
servir un matematic a I’hora de referir-se a una férmula, o bé a qualsevol
altre objecte matematic. No obstant aixo, fora del gremi cientific, la —mala—
experiencia ens diu que els adjectius més freqiients sobre una equaci6 solen
ser senzillament complicada i incomprensible. El que sembla increible, almenys
fins a cert punt, és que una formula pugui ser culpable de destruir I’economia
mundial, tal com anunciava el titular d’un article publicat recentment per la BBC
(vegeu [25]). L’equaci6 acusada és la formula de Black-Merton-Scholes perque
estima el preu del contracte financer conegut per opcié europea de venda.!
Sense entrar ara com ara en detalls, heus aqui la formula sentenciada:

IS+ (r - 2T - 1) g+ (r + 5)(T - 1)
—¥(t-T) __ K 2 - -—X :
Ke tb( o T T ) SHI’( oJT —t . (1)

Aquesta formula, que va meréixer el Premi Nobel d’Economia el 1997, va ser
obtinguda a I'inici dels anys setanta per Fischer Black (1938-1995), Robert C.
Merton i Myron S. Scholes (vegeu [8] i [43]).

D’esquerra a dreta, Black, Merton i Scholes.

En el model de mercat considerat per a obtenir la formula se segueix la pro-
posta de Paul Samuelson (1915-2009) —guanyador del Premi Nobel d’Economia
de 1970— de modelar I’evoluci6 del preu dels actius en termes de ’exponen-
cial d’'un moviment brownia.?> Aquesta proposta prové de I'evidéncia empirica
segons la qual els increments del logaritme del preu s6n independents; una
caracteristica que posa de manifest justament el moviment brownia. De fet, la
idea original d’usar un model probabilistic per modelar el mercat de valors és
habitualment atribuida a Luis Bachelier (1870-1946), el qual, el 1900, i com

1 Aquest contracte es formalitza entre dues parts, el comprador de I'opcio i el venedor de I'opcio.
En signar el contracte, el comprador de I'opci6é adquireix el dret —pero no I'obligaci6é— de vendre
un cert producte al venedor de I'opcid, per un preu predeterminat a I'hora de signar el contracte.
En el contracte es determina també la data en la qual sera possible exercir el dret de venda.

2 El procés conegut com a moviment brownia és anomenat aixi en honor al botanic Robert
Brown (1773-1858), el qual va observar el moviment molt irregular de particules de pollen dins
de I'aigua.
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a part del seu treball doctoral [1], va fer un dels primers estudis matematics
sobre el moviment brownia.? Es per aquestes relacions que Robert A. Jarrow,
un alumne de Merton de qui parlarem també més endavant, anomena pare,
avi i besavi de la matematica financera en temps continu Merton, Samuelson i
Bachelier, respectivament (vegeu [29]).

D’altra banda, en els calculs que porten finalment a ’obtencié de la formu-
la (1) es fa ts del lema d’Itd, resultat clau? del calcul estocastic desenvolupat
per Kiyoshi It6 (1915-2008), guanyador dels premis Gauss 2006 i Wolf 1987.
D’acord amb Jarrow, abans del treball de Merton ningu en la professié financera
tenia coneixement del lema d’It6; avui, en canvi, és una eina fonamental.

D’esquerra a dreta, Bachelier, It6 i Samuelson.

La férmula de Black-Merton-Scholes és, per tant, un exemple que els resultats
de matematiques financeres es basen fortament en els processos i els calculs
estocastics usats per modelar el fenomen objecte d’estudi.

El treball de Black, Merton i Scholes va posar ordre a una situacié més aviat
caotica, on la valoraci6 d’opcions —les quals eren productes habituals des
d’almenys el segle xvii— es basava en la simple intuicié respecte a un mercat la
dinamica del qual no estava ben definida (vegeu [52]). Cal preguntar-se, doncs,
si hauriem pogut evitar la destruccié de I’economia mundial prenent decisions
a partir de la intuici6, en lloc d’emprar la féormula de Black-Merton-Scholes.

Independentment de si un model matematic és bo o dolent, la responsabilitat
del seu us, i la interpretacié posterior dels seus resultats, recau en les persones.
Per tant, culpar de la crisi una equacié sembla igual d’absurd que culpar I'arit-
metica de tots els fraus fiscals. En qualsevol cas, tal acusaci6 ens recorda que
I'objectiu de la divulgacio de la ciéncia rau a informar el public i capacitar-lo
perqueé aprofiti el coneixement cientific quan jutgi, per exemple, la legitimitat

3 Després, el 1905 —o Annus Mirabilis— Albert Einstein (1879-1955) va treballar també en
el tema. No obstant aixo, va ser Norbert Wiener (1894-1964) el primer a precisar la formulacio
matematica del moviment brownia —que en conseqiiéncia és també conegut com a proceés de
Wiener.

4 Un comentari sobre aquest tema per part de I’Académia Nacional de Ciéncies dels Estats
Units: Sense tenir en compte el teorema de Pitagores en la contesa, és dificil pensar en un resultat
matematic que avui dia sigui més ben entes i més ampliament aplicat al mén que el lema d’Ité.
Aquest resultat té el mateix paper en el calcul estocastic que el teorema fonamental del calcul en
el calcul classic. Es a dir, és el sine qua non del tema.
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d’un deute o les veritables implicacions derivades d’emprar, correctament o
incorrectament, una féormula matematica o una altra en qualsevol ambit, no
només en el financer. Sense aquest coneixement, o sense la capacitat d'usar-lo,
no és possible diferenciar entre la formula que apareix a (1) i la que apareix a
la figura 1. La primera és producte d’un treball serios, producte de ’evoluci6
d’un model cientific que combina I'esforc i el coneixement d’especialistes de
diverses disciplines de la matematica i altres ciéncies. La segona férmula és
simplement un disbarat.

FIGURA 1: Com és possible decidir sense coneixement? I, sense la di-
vulgaci6 adequada, com és possible usar el coneixement generat per la
comunitat cientifica?

Usem el terme risc creditici quan ens referim al risc de patir una pérdua
economica a causa de I'incompliment —intencional o no— de les obligacions
contretes per alguna de les parts que signen un contracte. Com que aquest
tipus de contractes és omnipresent en la crisi economica actual, s’estudien des
de diferents arees del coneixement. Aquest article té com a objectiu presentar
algunes de les idees basiques relacionades amb I’estudi del risc creditici des
de la teoria quantitativa del risc creditici, que és una branca de la matematica
financera. Mostrarem alguns dels conceptes i tecniques més significatius de les
tendéncies actuals d’aquesta teoria.

En la primera part presentarem els processos (vegeu la secci6 2) i els calculs
estocastics (vegeu la seccio 3) necessaris per a la modelitzaci6 del risc creditici.
Estudiarem alguns dels processos estocastics classics (cadenes de Markov,
processos de Lévy, de Poisson i de Wiener), d’altres d’interés recent (processos
de memoria llarga i processos d’ambit) i motivarem la integraci6 estocastica
respecte a alguns d’aquests processos. En la segona part explicarem algunes
idees basiques de la matematica financera i presentarem els dos punts de vista
tradicionals de la teoria quantitativa del risc creditici, que sén el punt de vista
estructural i el punt de vista de forma reduida. Finalment, discutirem alguns
aspectes del paper que exerceix la matematica financera actualment; amb aixo
destacarem la necessitat que la comunitat matematica, en general, s’interessi
pel tema i reinterpreti amb nous ulls I’epigraf de Platé que obre aquest article.
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2 Processos estocastics en la modelitzacio del risc

Donat un espai de probabilitat (Q2, F, P), anomenarem procés estocastic (X;)¢eca
una familia de variables aleatories X;: Q — S, on 7 és un conjunt d’'indexs i S
I’'anomenat espai d’estats o espai de valors. En els casos més habituals 7 es pren
com a Ny, Z, [0,T], o bé R, de manera que I'index t se sol interpretar com el
temps. Exemples de S, com veurem a continuaci6, son conjunts finits, Z", o
bé R™.

Intuitivament, un procés estocastic es pot pensar com una manera de repre-
sentar I’evolucié d'un fenomen el comportament del qual sigui tan irregular
que convingui considerar-lo aleatori. Aquests processos sén un dels objectes
centrals de la probabilitat moderna, i els escenaris en els quals poden ser apli-
cats inclouen diverses arees de les ciéncies experimentals i les ciéncies socials.
De fet, un mateix procés estocastic pot servir per a modelar fenomens diferents
que, almenys a primera vista, semblarien desconnectats. Aquest fet estén la
nocié d’universalitat que dona el teorema central del limit i ens fa evocar la
frase d’Eliakim H. Moore, amb la qual Samuelson obre el seu llibre [57]:

L’existéncia d’analogies entre els components centrals de diverses teories
implica I’existéncia d’una teoria general subjacent, la qual unifica les
teories particulars pel que fa a aquests components centrals.

Alguns dels exemples classics d’aplicacié provenen de I’estudi del canvi
climatic, creixement de tumors, epidémies, expansio de rumors en una xarxa
social, evolucio del preu dels actius en la borsa, deteccié d’emissio6 de particules,
dinamica de poblacions, filtratge de senyals, hidrologia, lingtiistica, optimitzacio,
recurréncia de terratréemols, teoria del control, teoria de cues i turbuléncia de
fluids (vegeu [3, 56, 61]). No obstant aix0, la metodologia de fons permet abordar
també problemes de la matematica basica. Un dels exemples favorits relacionats
amb aixo és 'estudi dels grafs aleatoris, concepte introduit per Paul Erdés i
Alfréd Rényi al final dels anys cinquanta (vegeu [23]). En aquest escenari, es
poden fer servir técniques probabilistiques per a donar exemples de I’existéncia
de grafs amb caracteristiques especifiques.

A continuacid, presentem alguns processos estocastics relacionats amb
la modelitzaci6é en matematiques financeres, d’alguns dels quals se n’ha con-
solidat la practica. Aquest és el cas de les cadenes de Markov, el procés de
Poisson, el procés de Wiener i altres processos de Lévy. Altres processos que
presentem tenen un interés més recent i els models corresponents encara estan
en discussio. Ens referim als processos d’ambit i als processos fraccionaris. Ens
centrarem en els processos amb conjunts d’indexs continus, i ens referim a
[51, 63, 62] per a la discussi6 de la matematica financera a temps discret.

2.1 Processos de Lévy i I’'evolucio dels preus

Com s’ha esmentat ja en la introduccié, el model de Samuelson proposa modelar
I’evolucié del preu dels actius utilitzant I’exponencial d'un moviment brownia.



172 Arturo Valdivia

L’evidéncia empirica relacionada amb aquesta proposta és que el logaritme dels
preus té increments independents.

Un altre fet empiric que es pot considerar és la possibilitat que el preu
tingui una caiguda o pujada sobtades. En altres paraules, que 1'evolucio del
preu sigui discontinua. Aquestes discontinuitats es poden donar després de
I'aparici6 inesperada d’'un esdeveniment significatiu, com pot ser un fenomen
climatic, un canvi legislatiu, una demanda, un descobriment cientific, etc.

El procés de Wiener, o moviment brownia, té trajectories continues, de
manera que no pot posar de manifest la discontinuitat en ’evoluci6 del preu
suggerida per I'evideéncia empirica. Una manera de resoldre aixo és agregant un
procés de Poisson, el qual modelitza els salts i dona lloc a discontinuitats. Més
generalment, la idea és modelar I'evoluci6 dels preus utilitzant un procés de
Lévy. Precisem la definici6 d’aquests processos.

D’esquerra a dreta, Lévy, Poisson i Wiener.

DEFINICIO 1. Un procés estocastic (L) ;e[o,7] S'anomena procés de Lévy si satisfa
les condicions segiients:?

1. Lo = 0.

2. Té increments estacionaris, és a dir, la distribuci6 dels increments Ly, s — L;
depén només de t — s,ino de t.

3. Té increments independents, és a dir, siv < s <t < u llavors L,, — L¢
iLs; — L, son variables aleatories independents.

Una caracteristica important dels processos de Lévy és que per atott € [0, T],
L; té una distribuci6 infinitament divisible. Recordem que una distribucio6 F es
diu infinitament divisible si per a tot enter n > 1 existeixen variables aleatories
&1,..., &, independents i idénticament distribuides tals que & + - - - + &, té
distribucio F. Aquest és el cas de les distribucions normal i de Poisson. Per a
veure que Ly té efectivament una distribuci6 infinitament divisible n’hi ha prou

5 Per excloure processos que inclouen salts en moments predeterminats (no aleatoris) s’ha
d’imposar també la condici6 limy, .o P(|L;1p — L¢| = €) = 0 per a tot € > 0. Referencies classiques
sobre processos de Lévy i les seves aplicacions en finances es poden trobar a [58, 12, 59, 60].
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amb considerar la suma telescopica

n-1

L= > (Lsna—Lka), n>1, A:=t/n. ()
k=0

Aquesta suma mostra que L; es pot escriure com la suma arbitraria de variables
independents L(k+1)a — Lka, amb distribuci6 igual a la de La. El resultat reciproc
també és cert: tota distribuci6 infinitament divisible defineix un procés de Lévy.°

DEFINICIO 2. El moviment brownid, o procés de Wiener, és un procés de Lévy
(Wt)tero,r1 en el qual, per a tots s, t: 0 < s < t < T, els increments Wy — W
tenen una distribucié normal N(0,t — s).

DEFINICIO 3. El procés de Poisson és un procés de Lévy (N¢)te[o,r] en el qual,
peratotss,t:0 <s <t <T,elsincrements Ny — Ns tenen una distribucio de
Poisson amb parametre A(t — s).

2.1.1 Salts i teoria de la ruina. El procés de Poisson (N¢)¢>¢ pot utilitzar-se
per modelar els temps en que ocorren determinats esdeveniments. Per exemple,
com veurem en la seccio6 4, la fallida en una empresa es pot modelar com el
primer moment en que un determinat parametre economic experimenta un salt
—1I. e., increment o decrement. Per exemple, si definim que un esdeveniment
tindra lloc en el primer moment en que (N;);>o tingui un salt, i. e.,

T:=inf{t € [0,T]: Nt =1} =inf{t € [0, T] : Ny > 0}, 3)

llavors podem demostrar que T té distribucié exponencial, i. e., P(T > t) =
exp(—At). En efecte,

P(T>t+5) =P(Nits=0) =P(Ns =0,Nty5 —Ns =0) =
= IP(NS = O)P(Nt+s _NS = 0) = P(Ns = O)P(Nt = 0)

Les primeres identitats se segueixen de que els increments de (N;);>¢ soOn
independents i estacionaris.

Observeu que en un procés de Poisson tots els increments son de grandaria 1.
Aix0 es pot generalitzar de manera que la grandaria dels salts tingui una
distribuci6é donada.

DEFINICIO 4. Sigui (N;);=¢ un procés de Poisson amb intensitat A, i sigui
(&k) ken una successio de variables independents i identicament distribuides
amb llei F. Suposem que (N¢)¢»0 i (Ek)ken sON independents. Un procés de
Poisson compost amb intensitat A > 0 i distribucio de la grandaria dels salts F
és un procés estocastic (J¢)¢>o definit per

N¢
Joi=> &, t=0.
k=1
6 Vegeu, per exemple, el corollari 11.6 a [58].
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El procés de Poisson compost es pot utilitzar per donar un model classic
en la teoria de la ruina (vegeu [17]). En efecte, podem modelar el capital d’'una
asseguradora de la manera segilient:

N
Cii=Co+ct—Ji=Co+ct— > &, t=0,
k=1

on Cp és una constant que representa el capital inicial de I’asseguradora i ct re-
presenta el capital que paguen en conjunt tots els assegurats. Finalment,
&k representa els imports que perd o que guanya I'asseguradora quan un dels
clients té un accident. Aquest model correspon a la intuicié que els accidents
van ocorrent en moments aleatoris (modelats pels salts de (N¢)¢c[o,17), 1 que
I'import de cadascun d’aquells ascendeix a &, k € N.

2.1.2 Trajectories i simulacié d’un procés estocastic. Si fixem un escena-
ri w € Q, podem considerar I'aplicacié6 &« — X (w, ®). Anomenarem trajectoria
de w aquesta aplicaci6 i la denotarem per X (w). La simulaci6é de processos
estocastics s’entén com la simulaci6 de trajectories. En la figura 2 es mostra la
simulaci6 de dues trajectories. Com hem esmentat abans, les trajectories del
procés de Wiener (W;)tefo,r] sOn continues.”

FIGURA 2: Es mostra una trajectoria del procés de Wiener (esquerra) i
una del procés de Poisson (dreta).

La suma telescopica de (2), i la propietat que els increments Wy o — Wy son
independents i tenen distribucio N (0, A), ens suggereixen l'algoritme segiient
per a simular una trajectoria d’'un procés de Wiener en una particié de [0, T']
amb N punts equidistants {ty := kT /N, 0 < k < N} de temps:

7 Una presentaci6 dels nous desenvolupaments en I'area de simulacié es pot trobar a [54].
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Algoritme 1: Simulacié d’una trajectoria d’'un procés de Wiener en una particio
de [0, T] amb N punts equidistants {tx := kT /N, 0 < k < N} de temps.

1. Definir Wy := 0.
2. Des dek =1 fins aN

a) Generar Tla variable aleatoria X amb distribucié6 N(O,%).
b) Definir Wy, 1= Wy, + X.

De manera similar tenim un algoritme per a simular un procés de Poisson.
Com que aquest procés és esglaonat, només hem de simular els moments en
que es produeixen els salts. Recordem que si U és una variable aleatoria amb
una distribuci6é uniforme en (0, 1), llavors X := —In(U)/A té una distribuci6
exponencial amb parametre A.

Algoritme 2: Simulaci6 dels salts d'un procés de Poisson.

1. Definirt:=0,1i definir un vector S.

2. Generar U amb distribucié uniforme a (0,1).
3. Actualitzar el valor detambt —In(U)/A.
4. Mentre t<T

a) Agregar t al vector S.
b) Generar U amb distribucié uniforme en (0, 1).

c) Actualitzar el valor detambt —In(U)/A.

2.2 Cadenes de Markov i les agéncies de qualificacié

Una agéncia de qualificacio de risc és una empresa dedicada a avaluar el risc
creditici al qual estan exposats determinats productes financers oferts per em-
preses, per governs regionals o per estats. La qualificaci6 —o rating— assignada
descriu fins a quin punt té risc el producte d’acord amb els criteris de cada
agencia. Els inversors utilitzen aquestes qualificacions per a obtenir informacio
sobre els productes financers en els quals desitgen invertir.

Alguns exemples® d’agéncies de qualificacio que podem trobar ultimament
en els mitjans sén Dun & Bradstreet, Fitch, Moody’s i Standard & Poor’s. Arran
de les critiques i sospites sobre el funcionament d’aquestes agencies, han
aparegut algunes iniciatives per tal d’estructurar comunitats —no empreses!—
de qualificacio.?

8 Es pot trobar una llista extensa d’ageéncies de qualificaci6 a http://www.defaultrisk.com.
9 Una idea interessant sobre aquest tema es pot trobar a http://www.wikirating.org.
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Els productes financers sén monitoritzats i requalificats constantment. En
conseqiiéncia, una cadena de Markov déna un model per als canvis de qualifica-
ci6 —o migracio crediticia— que experimenta un producte a través del temps
(vegeu [30]). Precisem aquest concepte.

DEFINICIO 5. Sigui S = {sg, $1,...,$,} un espai de valors amb una quantitat
finita d’elements, els quals anomenarem estats. Una cadena de Markov és un
procés estocastic C: Q X Ng — S amb la propietat que

P(Ck =51 Ck-1,...,C0) =P(Cx =5 | Cx-1), VkeNyseS. (4)

Un estat s; es diu absorbent si P(Cx = sj | Cx—1 = §;) = 6;; per a tot k € No.

FIGURA 3: Andrej Markov (1856-1922) i un exemple d’'una cadena de
Markov.

Les qualificacions que aplica Standard & Poor’s son, de millor a pitjor, AAA,
AA+, AA, AA—, A+, A, A—, BBB+, BBB, BBB—, BB+, BB, BB—, B+, B, B—, CCC+,
CCC, CCC—, CC, C,i D. De manera que els estats de la cadena de Markov
associada serien

S ={AAA AA+,AA AA—,...,CCC—,CC,C,D}.

L’estat D s’entén com l'estat de fallida —o default, en anglés. Suposarem que
una vegada que s’arriba a I’estat de fallida ja no és possible sortir-ne, és a dir,
que l'estat de fallida és un estat absorbent de la cadena de Markov.

Un dels problemes més importants en aquest model és calcular la probabilitat
d’arribar a I’estat de fallida abans d'un temps T € N o, equivalentment, calcular
la distribuci6 del temps aleatori (cf. (3))

T:=inf{k € {0,1,2,...,T}: Cx = D}. (5)
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Vegem com es pot calcular aquesta distribucio. Considerem la matriu definida
per

n
P .= (pij = P(Cl =5j | C() = Si))i,j:l .
L’entrada p;; és igual a la probabilitat de passar a ’estat s;, ates que I'estat
actual és s;. Aquesta matriu es denomina matriu de transicio. Les seves poténcies
descriuen els canvis d’estat —o transicions— de la cadena. Més especificament,
si pr) és la probabilitat que, partint de ’estat s;, s’arribi a 'estat s; després
d’exactament k passos, llavors es demostra que

k) k k
piv . Ph Pi1 .- Pin
p,(,Lkl) e p;ﬁz Pni --- Pnn

Per tant, la probabilitat que partint de 'estat s) = AAA no arribem a I'estat de
fallida s, = D abans de T passos és igual a

P(t>T)=> pii) =1-piy.

j¥n

2.3 Espiral de Wiener, moviment brownia fraccionari

El procés de Poisson i el de Wiener satisfan una condici6é analoga a ’expressada
a (4), és a dir, donat el valor actual, I'evoluci6 futura del procés és independent
del seu passat. Direm que un procés és markovia si compleix aquesta condicio.
Veurem a continuaci6 una generalitzacié del moviment brownia —el moviment
brownia fraccionari— que pot deixar de ser markovia i exhibir, en canvi, una
memoria llarga, és a dir, que valors futurs del procés estiguin correlacionats
amb els seus valors passats.

El moviment brownia fraccionari va ser introduit per Andrej Kolmogorov
(1903-1987) quan estudiava les anomenades espirals de Wiener, mentre que
Benoit Mandelbrot (1924-2010) i John Van Ness van desenvolupar diverses
propietats d’aquest procés (vegeu [42, 18]).

DEFINICIO 6. Sigui A un conjunt d’indexs igual a [0, T] o a R. Direm que el
procés estocastic (B{J )tea €s un moviment brownia fraccionari de parame-
tre H € (0,1) si satisfa les condicions segiients:

1. B{f = 0.
2. Es un procés gaussia, i. e., per a tot conjunt finit d’indexs ti,..., tx es
compleix que (B{!,...,B{]) té una distribuci6 normal multivariada.

3. B; té una esperanca igual a 0, per a tot t € A.
4. Per a cada s,t € A es compleix que

E[BYBA] = 3(s*H + 21 — |t — s2H), (6)



178 Arturo Valdivia

Mandelbrot va denominar el parametre H parametre de Hurst, en honor a
Harold Hurst (1880-1978), el qual amb els seus estudis estadistics sobre els
desbordaments del riu Nil va trobar que dades molt llunyanes en el temps
estaven correlacionades. Aquesta caracteristica de memoria llarga es modela
bé amb el moviment brownia fraccionari.

D’esquerra a dreta, Kolmogorov i Mandelbrot.

Actualment, 'aplicaci6 d’aquest procés en matematiques financeres s’estudia
en diverses direccions. Per exemple, com una generalitzacié de la modelitzacio
de I'evoluci6 dels preus dels actius, reemplacant el moviment brownia per
un moviment brownia fraccionari (vegeu [47]). També, com un model per a
I’evoluci6 de variables macroeconomiques, com els tipus d’interes, els quals,
segons l'evidéncia empirica, no s6n markovians (vegeu [5]).

Les estructures fractals'? tenen una caracteristica important coneguda com a
autosimilitud, que intuitivament podem pensar com la invariancia en I’estructura
en fer zoom en una de les parts. El moviment brownia fraccionari és també
autosimilar en el sentit estadistic precisat per la proposicio segiient.!!

PROPOSICIO 7. Si (BI');c7 és un movimient brownia fraccionari de parame-
tre H € (0,1), aleshores!?

— d
(sTHBM) g & (B)ies, s> 0.

Si fixem H = % i A =[0, T] llavors obtenim el moviment brownia estandard
que hem vist abans. De manera que el moviment brownia també és autosimilar.
Cal destacar que H = 1/2 és I'inic valor per al qual (BtH )tes té increments
independents.

10 Benoit Mandelbrot és ben conegut pel seu llibre titulat La geometria fractal de la natura
(vegeu [39]). En [40] i [41] es poden trobar algunes idees de caracteristiques fractals associades
amb la matematica financera.

11 La demostracio d’aquest resultat és una conseqiiéncia immediata del fet que la funcié de
covariancia de (6) és homogeénia d’ordre 2H.

12 El simbol d denota igualtat en distribucio.
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FIGURA 4: A I'’esquerra apareix el fractal conegut com a floc de neu de
Koch, i ala dreta una trajectoria d'un moviment brownia fraccionari amb
una seccié ampliada per a mostrar autosimilitud.

2.4 Camps estocastics i processos d’ambit

En la definicié de procés estocastic que hem establert a l'inici de la secci6 2
esmentem que el conjunt d’indexs 7 sol ser un subconjunt de R. Una extensio
natural consisteix a prendre un conjunt d’indexs en temps i espai, és a dir,
de la forma 7 := R x X, on la nova component espacial pot ser, per exemple,
X = R"™. Anomenarem camp estocdstic aquesta extensio i la denotarem per
(I(t, %)) (tx)e-

Un camp d’ambit és un camp estocastic (I(t,x))t.x)eg tal que, per a cada
(t,x) e RxX,elvalordeI(t,x) depén d'un cert conjunt A(t,x) C (—oo,t] X X,
el qual denominem ambit associat a (t,x). Un ambit A(t, x) pot ser bastant
general, pero és usual triar-lo de manera que sigui homogeni en espai i en
temps, és a dir, fixat A(0,0) C (—o,0) X X, es defineix per a cada (t,x) € ]
I'ambit A(t,x) := {(s,i) € J: (s —t,i—x) € A(0,0)}. El rol d’'un ambit A(t, x)
és establir un con de causalitat, definint quins esdeveniments passats tenen
efecte en el valor present del camp estocastic. Pensarem, doncs, que I(t,x) és
donat per

M3 = | 9w (5, 8)0(5, EIL(s,dB), @)

A(t,x)

on g és una funcié determinista, la volatilitat o és un altre camp estocastic i la
integral s’ha d’entendre com una integral estocastica (tipus Walsh [66]) respecte
de la mesura aleatoria L. Per a més detalls sobre la definici6 precisa de camp
d’ambit ens referim a [3, 2, 14]. No obstant aix0, esmentem que una manera
de motivar (7) és considerar equacions en derivades parcials perturbades per
un soroll blanc en espai i temps (cf. [46]). Usarem una heuristica similar en la
seccid 3.3 per motivar les equacions diferencials estocastiques en el sentit d’It6.

Un procés d’ambit (Xg)geq €s la restriccié d’'un camp d’ambit (I(¢,x)) t,x)e7
al llarg d'una corba «, és a dir, donat un subconjunt de R, 7, i una corba
o:1 — 7, (Xg)oer és donat per Xg := I(x(0)). Aquests processos van ser
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introduits a mitjan de la década passada per Barndorff-Nielsen, Schmiegel i
collaboradors (vegeu [3]), amb I'objectiu de modelar la turbulencia en fluids i
el creixement de tumors. Actualment s’estudien les propietats teoriques i les
possibles aplicacions d’aquests processos. En particular, quant a 1'estudi teoric,
una linia de recerca tracta del desenvolupament d'un calcul estocastic associat.
Pel que fa a les aplicacions financeres, s’estudia, per exemple, la viabilitat de
modelar variables macroeconomiques i preus de derivats fent servir processos
d’ambit (vegeu [14]), aixi com la seva aplicacié en problemes de risc creditici
(vegeu la secci6 4). Més encara, s’estudia la possibilitat de modelar directament
el valor de derivats financers sense necessitat d’'imposar una dinamica especifica
per als preus dels actius, contrastant aixo amb els enfocaments classics que
obtenen el valor dels derivats a partir del suposit d'una dinamica especifica per
a I'evolucio dels preus dels actius.

3 Calcul estocastic

Comencem per fixar un espai de probabilitat (2, F, P) i considerem un procés de
Wiener (W;)tepo,71- Anomenarem filtracio tota successio creixent de o-algebres
(Ft)tefo,r1- Donat un procés estocastic (X¢)tefo,r], anomenarem filtracio natural
generada per X la filtracio definida per

X = (.TtX =0 (X5, s <t))tefo,1]-

En les aplicacions, les filtracions representen la informaci6é disponible sobre el
fenomen estudiat. Més especificament, j—”fg representa la informacié disponible
que prové d’observar el fenomen —modelat per (X;)¢c[o,r1— fins a un temps £o.

3.1 Laintegral estocastica

La integral estocastica es defineix en dos passos. Primer, es construeix la integral
com una isometria Ip: Er — L2([0, T] x Q), sent Er una classe de processos
esglaonats, és a dir, processos de la forma

n
U= » uilp (), tel0,T], (8)
j=1

on0=:tg<---<typ:=Tiperacadaj=1,...,n u; pertany a L2(Q) i és
Ft,_,-mesurable. Sigui At 'adheréncia de 7 a L2([0,T] x Q). El segon pas de
la construccio6 és estendre I a una isometria I: At — L?(Q). De manera que si
u™ — ual?([0,T] x Q), aleshores I (1) := limIo(u™), en el sentit de L2(Q),

Tr
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Per al primer pas de la construcci6 definim la integral de u = (u¢)¢ef0,771 € E1
com a

Fr - 12(Q)
n T n
D ujl e (t) — To(u) = Jo wedWe == > wj(We, — Wy,).
j=1 Jj=1

Vegem-ne un exemple. Si considerem el procés esglaonat segiient:

n
u{‘ = Z Wtj,ll(tj,l,tj](t); nx=>1,t >0,
j=1

es pot veure que u"™ — W i que es compleix la igualtat segiient:

JOT WedWe = lim > Wy, (Wtj - Wtjfl) =
- lim = ‘" (Wf]_ - W )— %nim i (Wtj —Wtj,l)z =

= 7BT - *T.

Aix0 contradiu la intuici6 que tindriem en el calcul determinista: six: [0,T] - R
és una funci6 determinista diferenciable tal que xo = 0 (escrivint x; en lloc del
classic x(t)), llavors

Cxidx = Lez| 21 9

Joxt xt—zxt o_ZXT' 9)
Fixeu-vos que la integral estocastica no es comporta com la integral de Riemann-
Stieltjes en el sentit segiient. Considerem una successio de particions II, :=
(ty:=0=<ty <--- <t} :=T) tal que el pas de la partici6 tendeixi a 0. Sigui
A € [0,1]idefinim T} := (1 — )ty + At}',,. Es pot demostrar que

Tn
711151;10 Z Wap (Wtk - th?—l) - %BTZ' + <A - %) T,

k=1
on el limit és en el sentit de L2(Q). Es a dir, per a cada A tenim una integral
diferent. Si prenem A = 0 recuperem la definicié de la integral d'It6. Mentre que
si prenem A = % tenim I'anomenada integral estocastica de Fisk-Stratonovich.

El segon pas de la construcci6 és més tecnic i ’'ometem per simplicitat en

I'exposici6. Per a una exposicié més detallada sobre aquestes idees ens referim
a[36, 53, 65].

3.2 Processos ilema d’lto

Un procés d’Ité és un procés estocastic de la forma

t t
Xt::X'FJ Us dWS+J veds, tel[0,T], (10)
0 0
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on els processos (us)sefo,r]1 (Vs)sero,r7 satisfan determinades condicions. Per
conveni, una forma alternativa d’escriure el procés és en la seva forma diferencial

dX; = u; dW; + vy dt.

La integral estocastica respecte de (W;);c[o,r] Qque hem definit es pot estendre
a una integral estocastica respecte del procés d’'Itd (X¢)¢e[o,7] com a

T T T
JO fsdXs = »[O Ssus dWs + JO Sfsvsds.

Considerem ara n processos de Wiener independents (Wt(k) dtero,r, k=1,...,1.
Definim un procés d’Ité n-dimensional com un procés

X=X = XY, LX) eror

en qué cada component és un procés d’It6

n . . .
dx® = S uaw? 1 v*at, k=1,...,n,t [0, Tl
j=1

El lema d’Itd ens diu si f és una funci6 f: [0, T]x R" — R de classe C!2, llavors
es compleix que

F,xV . x™y = £ X0)+Jt 3f(s X )ds+r if(s X,) dXs+
’ t 1 > t ’ Oat ’ s oaX ’ s S

LS C (k) ()
+ ijiljaxkaxjf(t,xo(dxt )dx),

on (dX;)? es calcula d’acord amb les regles segiients: th(k) X th(j) = Ok; dt,
dw® x dt = dt x dw® = dt x dt = 0.

En particular, si prenem la funci6 (¢, (xV,x?)) —» xWx2 obtenim la
formula segiient d’integraci6é per parts:

t t t
X2 xM _ x@x0 _ L) X ax - JO XM dx®@ + JO uDu® ds.

3.3 Equacions diferencials estocastiques

El moviment brownia és tan irregular que no és possible definir-ne, en el sentit
ordinari, la derivada respecte del temps. En efecte, una trajectoria tipica del
moviment brownia, encara que continua, no és diferenciable en cap punt. No
obstant aixo, si que és possible donar un sentit a la derivada (vegeu [26, 27]) i
aixo dona lloc a’'anomenat soroll blanc W (t) := % (vegeu [46, definicid 1] o0 [35,
exemple 3.13]). Sense entrar en més detalls, pensem ara formalment en W per

tal de desenvolupar I'heuristica segiient: si 'equaci6 diferencial determinista'3
dxt
— = f(t,x 11
dt f(t,x¢) (11)

13 Com en (9) aqui hem escrit x; en comptes de x(t).
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és pertorbada additivament mitjancant el soroll blanc, obtenim una equacio

nova de la forma
dXt

dt

Ara bé, d’'una banda, en el calcul determinista I’equaci6 diferencial (11) es pot
plantejar com I’equaci6 integral

= f(t,x) + W(t). (12)

t
Xt = Xo + Jo f(s,x5)ds.

Mentre que, d’altra banda, en el calcul d’Itdé W (t) i dt es combinen per formar
el diferencial brownia dW;, de manera que I'’equacié pertorbada (12) pren
I'expressié formal

dXt = f(t,Xt) dt + th,

la qual ha d’entendre’s estrictament com el procés d’It6

t
xt:xo+JOf(s,x5)ds+Wt. (13)

Més generalment, per equacio diferencial estocastica (EDE)

dXt = f(t,Xt) dt + O'(t,Xt)th,
Xo = xo,

entendrem una manera d’escriure formalment el procés d’'It6:
t t
Xt = X0+ J f(s,Xs)ds + J o(s,Xs)dWs.
0 0

Amb determinades hipotesis sobre els coeficients f i o és possible establir
I’existéncia i unicitat de la soluci6 d’una EDE (vegeu [53, capitol 9.2] i [48,
capitol 5.2]). No obstant aix0, el lema d’Itd pot servir per a resoldre una EDE
quan es conjectura com podria ser-ne la solucié. Per exemple, ’estructura de
I’EDE segiient

dY; = Yt(l.ldt + o dW),
Yo = 1,

ens suggereix considerar una soluci6 de forma exponencial i, en efecte, si
apliquem el lema d’It6 a la funci6é F(t,x) := exp ((u - %az)t + O'X) podem
comprovar que la solucié d’aquesta EDE és (I; := F(t, W;))¢>o0.

Les EDE van ser inicialment estudiades per It6, amb la finalitat de construir
determinats processos markovians a partir dels seus generadors infinitesimals
(cf. [36]). Des de llavors, les EDE han estat aplicades extensivament a diverses
arees; el lector interessat en podra trobar un tractat complet a [48]. Cal esmentar
que també és possible definir EDE en les quals el paper del moviment brownia és
reemplacat per un procés de Lévy general. Aquestes EDE dirigides per processos
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de Lévy tenen aplicacions a la matematica financera, per exemple per modelar
intensitats de fallida (vegeu la secci6 4.1.2 i [60, capitol 5]). Sobre aplicacions
en altres disciplines, esmentem que una equacié com ara (13), pero en la qual
canviem el moviment brownia per un altre procés de Lévy, pot servir per a
modelar I’evoluci6 de les temperatures de la Terra en els ultims 250 000 anys
(vegeu [64, secci6 12.4]).

3.4 Integracio estocastica respecte d’'un moviment brownia fraccionari

El 1969 Molchan i Golosov [44] van representar el moviment brownia fraccionari
(B{{)te[o,ﬂ amb parametre de Hurst H € (%, 1) coma

T
B = | Kiton](s) dws, (14)
on K és un nucli determinista de quadrat integrable que actua a L[0, T] per!4

2HT(H + P)T(3
(2 - 2H)

T 1 3
K[f1(s) := ( H)> 5?‘HJ fayut—2(u - s)" 2 du,

onT ésla funci6 gamma d’Euler.

En el cas d’integrands deterministes es pot construir una integral estocas-
tica respecte de (Bf);c[0.7] seguint les idees de la construccio de la integral
d’It6 (vegeu [47]). Primer es defineix la integral per a la classe £ de funcions
esglaonades, és a dir, funcions u: [0,T] — R de la forma

n
w(t) == > ujly, . H(t), teI[0,T],
j=1

on0 =ty <---<ty,:=Tiuy,...,uy € R. Com a segon pas, considerem
inicialment I’espai de Hilbert #{ definit com la completacié de £ respecte de la
norma donada per (cf. (6))

<1[0,t], 1[0,5]>}[ = %(SzH + t2H _ |t — S|2H).
Es pot demostrar (vegeu [50, 49]) que H és massa gran, en el sentit que no és

necessariament un espai de funcions, sin6 de distribucions d’ordre negatiu. De
manera que hem de restringir-nos a un subespai #, el qual identificarem amb

T 0T
|H |:= {f: [0,T] - R | H(2H — 1){0 JO If(u)l|f(v)||u—v|2H‘2dudv<oo}.

14 Fixeu-vos que aquest nucli es pot expressar en termes del calcul fraccionari de Riemann-
Liouville (vegeu [55]).
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D’aquesta manera tenim la inclusio L2[0, T] c |H | ¢ 4, ila integral obtinguda
satisfa

t t
j F(s)dBH :J KLf1(s) dWs.
0 0

Encara que en aquesta seccié hem partit de la caracteritzaci6 de (14) per
fer front a la integracio6 respecte del moviment fraccionari, també és possible
considerar una caracteritzaci6 diferent, habitualment anomenada representacio
de mitjanes mobils de Mandelbrot i Van Ness [42]; vegeu, per exemple [16]. No
obstant aix0, és important destacar que amb ambdues caracteritzacions es pot
construir una integral estocastica (pel que fa al moviment brownia fraccionari)
seguint les mateixes idees. Algunes relacions entre ambdues caracteritzacions
es poden trobar a [34].

4 Teoria quantitativa del risc creditici

Podriem dir, grosso modo, que un contracte financer és un acord per a inter-
canviar diners segons unes regles determinades. Generalment, I’acord se signa
entre dues parts (persones o institucions) que podem anomenar comprador i
venedor. L’opci6 europea de venda que hem esmentat en la introducci6 és un
exemple de contracte financer. Anomenarem benefici —o payoff, en anglés— el
pagament que el venedor promet al comprador, i el preu del contracte sera la
quantitat de diners que el comprador ha de donar al venedor a canvi de rebre
el benefici promes.

Com s’ha esmentat ja en la introduccio, el risc creditici es refereix al risc de
patir una pérdua economica a causa de 'incompliment —intencionat o no—*°
de les obligacions d’alguna de les parts que signen el contracte. Quan es déna
aquest incompliment es diu que ha succeit I’esdeveniment de fallida. El temps
en qué aquest esdeveniment succeeix es diu temps de fallida.'® L’estudi de
contractes amb fallida es pot fer des de diferents punts de vista. Nosaltres
considerem el problema des de la branca de la matematica financera denominada
teoria quantitativa del risc creditici.

Subjacent al nostre mercat considerarem un espai de probabilitat (Q, F, P)
iuna filtracié F = (F;)¢=0 que s’interpretara com la informacié disponible al
mercat. Suposarem que totes les variables aleatories i els processos estocastics
considerats estan definits a (Q, F, P).

Considerarem contractes financers amb risc de fallida que tinguin un benefici
de la forma!”

Xlrs1y + X1ir<13,

15 Un exemple d’incompliment intencionat és quan I'obligacié constitueix un deute illegitim
(vegeu [19]). D’altra banda, I'incompliment pot ser no intencionat, per exemple, quan una de les
parts no té els recursos economics necessaris per a mantenir les seves obligacions.

16 En angles, els termes esdeveniment de fallida i temps de fallida es tradueixen com default
event i default time, respectivament.

17 Aquest benefici es pot fer més complex, per exemple, agregant un sumand Z+1{+<7; en el qual
(Zt)tero,1] representa el procés de recuperacio, el qual determina un pagament de recuperacio
que rep el comprador just en el moment en queé es produeix la fallida. Vegeu, per exemple, la
secci6 2 de [6].
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on T és la variable aleatoria que modela el temps de fallida, X € L2(Q, Fr) és el
pagament promeés en cas que no hi hagi fallida i X € L2(Q, Fr) és el pagament
promes en cas de fallida. Un dels problemes principals de la matematica finan-
cera consisteix a definir i calcular el preu adequat'® d’un derivat. En general, el
preu adequat és de la formal?

T
m(X) ;= E* {Xexp <—J ¥s ds> 'ft], te[0,T], (15)
t

on el benefici X pertany a L?(Q, Fr), el procés estocastic (7¢)¢e[o,r] modela el
tipus d’interés al nostre mercat, P* és una probabilitat equivalent?® a P —de
vegades denominada probabilitat neutral— i E* és 'esperanca respecte de P*.

En conseqiiéncia, un dels problemes principals en el risc creditici és calcular
expressions del tipus

T
E* [(XI{T>T} + X1(r<71}) exp (— L ¥ ds) 'j—}] , t€][0,T]. (16)

La major part dels estudis dedicats al risc creditici té a veure amb la modelitzacio
del temps de fallida. La literatura sobre aquest tema se sol dividir segons dos
tipus d’enfocaments coneguts com 1'enfocament estructural i I’enfocament
de forma reduida. Els origens del primer es poden basar en els treballs de
Black, Merton i Scholes, mentre que els del segon es basen en el treball de
Jarrow?! i Turnbull [32] i les extensions fetes a [33, 21] (vegeu [10, 31]). Aquests
dos enfocaments se solen considerar competitius i aillats I'un de l'altre, i la
informaci6 disponible és una de les principals diferencies entre tots dos punts
de vista (vegeu [31]). No obstant aixo0, diversos estudis han mostrat escenaris
en els quals es pot passar de I'un a I’altre (e. g., [20, 24, 11]) o bé en els quals
tots dos enfocaments hi juguen un paper (e. g., [10]). Fins i tot s’han proposat
punts de vista unificats (e. g., [4, 67]) en els quals el temps de fallida és modelat
com el primer moment en qué un cert procés estocastic creua una barrera.

4.1 El preu d’un bo amb fallida

Els bons sén un objecte d’estudi central en matematica financera ja que a través
d’ells és possible estructurar contractes més complexos.

18 Per preu adequat s’ha d’entendre un preu que no doni lloc a oportunitats d’arbitratge.
Intuitivament, es pot pensar que, quan el mercat és lliure d’oportunitats d’arbitratge, per guanyar
diners necessariament hom ha d’exposar-se al risc. Per a un estudi detallat sobre I'arbitratge
referim el lector interessat a [7].

19 Per a 'obtenci6 de I'’equacio6 (15) el lector interessat pot consultar [6, 22, 37, 52, 65]. Per a
una presentacio detallada sobre I'operador E*[-| F;], vegeu [28].

20 Dues mesures de probabilitat definides sobre el mateix espai de mesura (Q, F), v1 i v, son
equivalents si per a cada A € F, es compleix que v1(A) =0 < v2(A) = 0.

21 Com s’ha esmentat en la introduccio, Jarrow és un dels estudiants de Merton.
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DEFINICIO 8. Un bo amb estructura de cupons (c;, ti)i-1,...n, valor nominal N >0
i maduresa T > 0 és un contracte financer amb benefici

n
N + z Cil{t=ti},
i=1
en queé cy,...,cp =2 0i0 < ty,...,t, < T sOn unes quantitats i dates, respectiva-
ment, fixades en el contracte. Quan c; = - - - = ¢, = 0, es diu que el bo és un
bo sense cupons.

Estudiarem a continuacio el problema de valorar bons amb fallida, des dels
dos enfocaments de la teoria quantitativa del risc creditici. En el cas del model
estructural, seguim el model de Merton, ja que, si bé és un model simplista,
permet presentar les complicacions i técniques de calcul que apareixen tipi-
cament dins del model estructural. Obtindrem, en particular, la féormula de
Black-Merton-Scholes.

4.1.1 Enfocament estructural. Aquest és 'escenari:

1. Una empresa ven un bo sense cupons, amb valor nominal N i maduresa T.

2. Les politiques de reestructuraci6 de 'empresa estableixen que es declarara
la fallida si el capital cau per sota d'un nivell critic.

3. En cas de fallida es pagara, com a recuperacio, una fraccié « € [0,1] del
capital de 'empresa al temps de la maduresa.

Suposem que el capital d’'una empresa i el nivell critic estan modelats pels
processos estocastics (S¢)reo,r7 1 (€r)tefo,1]-
Llavors aquest bo té risc de fallida i el temps de fallida esta modelat per

T:=inf {t = 0:85; < ¥}, 17)
amb el conveni que inf @ = . Per tant, aquest bo amb fallida té un benefici
Nlirsty + &S1li7<T}-

En virtut de la formula (16) i la linealitat de I’esperanca, el preu d’aquest
contracte és

D(t,T) := NE* |:1{T>T}efffTTSd5 ‘ ft] + E* [STI{Tsr}efffTTSdS ‘ ft] . (18)

El model de Merton. Sigui (W;*);c0,r] un P*-moviment brownia estandard.
En el model de Merton el tipus d’interes es considera constant, diguem-n’hi r.
El capital de I'empresa es modela com el moviment brownia geometric, i. e.,
com la soluci6?? de I'equacio diferencial estocastica (EDE)

dS; = Si((r — k) dt + o dW;), (19)

22 Vegeu la secci6 3.3.
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on els parametres k i 0 > 0 son interpretats com els dividends i la volatilitat del
capital, respectivament. Finalment, la barrera que dispara la fallida es defineix,
només en la maduresa del bo, com a 7 = N, de tal manera que T = 1{5,<n}-
Aixi podem reescriure el preu a (18) com a

D(t,T) = Ne " T"UP* (Sp > N | Fp) + e " T OE* [SrLis,eny | Fel-

El primer sumand es calcula directament en resoldre 'EDE de (19) i usar les
propietats basiques del moviment brownia. En efecte,

P*(Sr = N | Fp) = P* (Ste<"‘<‘%"2)”‘”“"W?“Wr“ > N‘ ft) - (20)
=P* (—oWf -Wi) <sInft + (r —k - 30T - )| F1) =
:¢<1n(fj) + (1’0— ;;—_étoz)(T—t)), 21

on ¢ representa la funcié de distribucié gaussiana estandard. L’equacio6 (20) se
segueix del fet que, com hem vist en la secci6 3.3, la soluci6 a 'EDE de (19) és

1
St = Spexp ((r - K- EUZ)t + O'Wt*) .

Aixi mateix, (21) es dedueix del fet que, condicionat a F;, —o (W{ — W) és una
variable aleatoria amb distribucié N (0, c2(T —t)).

El calcul del segon sumand es pot fer de manera analoga si fem primer un
canvi de probabilitat. Sigui P'S) la probabilitat definida en termes de la seva

derivada de Radon-Nikodym %i) = exp (O‘Wff - %02T>, P*-quasi segurament.
Denotem per E®) 'esperanca respecte de la probabilitat P*®). Pel teorema de

Girsanov?3 sabem que PS) és equivalent a P*, aixi que podem aplicar la regla
de Bayes2* per obtenir la relacio segiient:

) dp®
E* [Stlis;<ny| Fe] = e OTE* [ dpP* Lisreny| Jt | =
dp®
= pr=0T* [ - Fi IP(S)(ST <N | Fp).

Amb arguments similars als utilitzats en ’obtenci6é de (21) es pot mostrar que

dps)
O
k=

%k *_1 2 *_ 1 -2 _
t} - F* [ea(wT WH)+Wr-30 T’ ft] = eI Wi—30% _ g o(r=r)t

23 Vegeu, per exemple, la seccio A.15 de [45].
24 En general, per a Y € F, obtenim

dp) dps)
E* [YW ft] =" [W‘“ﬂ} ES[Y | Fil.

Vegeu, per exemple, el lema A.1.4 de [45].
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ja que, condicionat a F;, o (W} — W;*) és una variable aleatoria amb distribucio
log-normal, amb mitjana o W; — %UZT i variancia o2(T — t).

D’altra banda, el teorema de Girsanov també ens assegura que (W) :=
W[ — ot)tefo,1] segueix un PS)-moviment brownia estandard, de manera que,
tal com hem fet amb el primer sumand, podem calcular que

n(%)+(r-k+302)(T-1)
oJT -t )

PS) (St <N | Fr) =<I>(—

Com a conclusi6é obtenim

ln<f\§>+<r—K—%0'2)(T—t)>+

D(t,T) =Ne "T Vo
oVT -t

(22)

+ O(Stefx(T—t)q) (_ln (%) + (1’ - K+ %0-2) (T - t)) -

oJvT —t

La formula acusada de destruir ’economia mundial. De la formula (22),
prenent ¢ = 1 i k = 0, podem obtenir la formula de Black-Merton-Scholes (1).
Per a veure-ho, recordem que una opcio europea de venda amb maduresa
al temps T i preu d’exercici N és un contracte financer mitjancant el qual
el comprador de 'opci6é adquireix el dret —pero no 1’obligacio— de vendre
determinat producte al venedor de 'opcié, i T és el moment en el qual es pot
fer la venda, i N el preu que cal pagar per aquest producte. Si St és el preu al
mercat del producte en el temps T, llavors el benefici de 'opcié de venda és

(N = 87)+ :=max{N — St,0}.
Aleshores n’hi ha prou amb veure que
N1ir>1y + STlir<ry = Nlisiony + STlis,<ny = N — (N = S7) 4.
Per tant, és suficient combinar les expressions (16) i (22) per a obtenir

E* [e—r(Tft)(N — S | ft] — Ne "(T-1) _ D(t,T) =

_ Ne-r-Dg I r-5T-0)
B oJT —t
St TN (T _
50 _lnN+(r+2)(T t) '
oJT -t

Extensions del model de Merton. El model considerat abans es pot estendre
considerant:
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e Barreres estocastiques per a definir la fallida.
e Tipus d’interes estocastics.

o Altres dinamiques per al capital de 'empresa i el tipus d’interes (e. g.,
modelar usant ’exponencial d'un procés de Lévy o d’'un moviment brownia
fraccionari).

Cadascuna d’aquestes extensions respon al desig de modelar caracteris-
tiques especifiques del fenomen que s’observen en la practica. Obviament,
cadascuna doéna lloc a problemes nous i, per tant, al desenvolupament d’eines
matematiques noves. Per exemple, el fet de considerar barreres estocastiques
porta a ’estudi del temps de xoc d'un brownia pel que fa a una barrera estocas-
tica. Aquest és un problema del qual només es tenen solucions parcials, i no és
facil trobar formules explicites quan la barrera deixa de ser una recta.?> Modelar
els tipus d’interés de manera estocastica complica clarament els calculs de la
formula (16). D’altra banda, modelar I’evolucié del capital mitjancant processos
diferents comporta la necessitat de desenvolupar el calcul estocastic i el calcul
numeric corresponents. La complexitat d’estendre el model simultaniament en
aquestes tres direccions és evident.

4.1.2 L’enfocament de forma reduida per al risc creditici. Com hem vist,
en I'enfocament estructural, I’esdeveniment de fallida és endogen i la mode-
litzacié recau sobre la dinamica assumida per als processos que descriuen
I’evolucio6 del capital de 'empresa i la barrera critica. En contrast, en 'enfoca-
ment de forma reduida, es considera que I'’esdeveniment de fallida és exogen i
la modelitzaci6 recau sobre la dinamica assumida per a la intensitat de fallida
(yt)tero,r1 1 el procés de risc

t
I; .= J ysds, te[0,T].
0

En I'enfocament de forma reduida se suposa que la probabilitat de fallida esta
descrita per (y;)tefo,7] segons la relacio segient:

t
P*(T>t|F)=et =exp (— Jo Vs ds) . (23)

A [60, capitol 5] es pot trobar una descripcio d’alguns models usuals per a
processos de risc i de técniques per a calibrar la intensitat de fallida a partir
d’altres contractes amb el risc de fallida com les denominades permutes d’in-
compliment creditici —o bé, credit default swaps. Cal esmentar que, donat un
model per al procés de risc, sempre és possible construir un temps d’aturada
que satisfaci (23), per exemple, prenent T com el primer salt d'un procés de
Poisson (cf. (3)) al qual hem canviat el temps fent servir (I})=o; vegeu-ne els
detalls a [38].

25 El lector interessat pot trobar un recull de resultats relacionats a [9].
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Una altra diferéncia substancial entre ambdoés enfocaments és que en I'enfo-
cament estructural la informaci6 de referencia (F) és suficientment rica per a
saber sil’esdeveniment de fallida ha ocorregut?® o no. Mentre que aixo no passa
en ’enfocament d’intensitat, a causa de la naturalesa exogena de ’esdeveniment
de fallida. En canvi, la informaci6 disponible al mercat queda modelada per la
filtracié engrandida®” G := (G¢)tefo,r] definida com a

Gri=(Frvo(tas),s<t).

Per construcci6, amb la informacié donada per G si que podem saber si I'es-
deveniment de fallida ha ocorregut o no. Denotarem per H := (Hy)tefo,1] la
filtraci6 natural generada pel procés (H; := 1{r<t})tefo,r]- Amb aquesta notacio
escriurem G = F v H.

El calcul dels preus de derivats es basa en el resultat segiient, habitualment
denominat el lema clau de 'enfocament de forma reduida.?8

LEMA 9. Siguin0 <t <s < T. Si X és Gr-mesurable aleshores tenim que

EX [X1irssy | Fi)
P(T>t|Fe) ~

E* [1rss1 X | Gt] = 1izsgy (24)

La importancia d’aquest resultat és deguda al fet segiient. Per a calcular
el terme de I’esquerra de (24), en principi, hauriem de comptar la informaci6
continguda a G;; no obstant aix0, la nostra filtracio de referéncia és més petita,
i. e, F: C G;. Malgrat aixo, aquest lema clau ens permet expressar aquest
calcul en termes d’esperances condicionades a la informaci6 de F;, que si que
coneixem.

Usant el lema clau podem donar I’expressié general del preu d'un bo sense
cupons, amb valor nominal N i maduresa T. En efecte, fent servir (15) i (24), el

preu d’aquest bo és
T
D(t,T) = NE* [1{T>T} exp <—J s ds) gt] =
t

E* [1{T>T} exp (— ftTTS ds) ‘ ft]
P(T >t | Fo) B

T
= 1l{r-p E* {exp (— L ¥s + Ag ds) ‘ ft} .

Com hem esmentat abans, una part de la importancia que té I'estudi dels
bons rau en el fet que contractes més complexos es poden expressar en termes
de bons. En conseqiiéncia, el calcul del preu d’aquests contractes esta relacionat
amb el calcul d’expressions com la que apareix a (25). El calcul explicit d’aquesta

= Nlir>y (25)

26 Es a dir, {T > t} € Ft per a tot t, o sigui, T és un temps d’aturada respecte de la filtracio F.
27 A [15] es pot trobar una exposici6é sobre el tema de I'’engrandiment de les filtracions.
28 Vegeu la secci6 5 de [6] i la seccié 8 de [37].
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expressio depen del model que suposem per al tipus d’interes i per a la intensitat
de fallida. Observem, no obstant aix0, que el preu del bo amb fallida equival
al preu d'un bo sense fallida en el qual el tipus d’interés no és (7;);>o Siné
(re + Ag)e=0.

Un exemple recent és el que s’ocupa de modelar el tipus d’interes i el procés
de risc per mitja de processos fraccionaris o processos d’ambit. Tot i que les
tecniques, la complexitat de calcul i les implicacions de cadascuna d’aquestes
opcions son significativament diferents, en tots dos casos es pot obtenir una
expressio tancada per a (25). En el cas d'un model que fa servir processos
fraccionaris (vegeu [5]), aquesta expressio és de la forma

D(t,T) = et exp (— Jf(s, t,T) dB?) ,

on Ai f sén funcions deterministes que depenen només dels parametres del
model, i la integral és respecte d’'un brownia fraccionari amb parametre de
Hurst H > % En el cas del model que fa servir un procés d’ambit, es pot obtenir
una expressio amb la mateixa estructura pero en la qual, com esmentem en
la secci6 2.4, la integral estocastica s’ha de prendre en el sentit de Walsh [66]
i respecte a una mesura aleatoria de Wiener (vegeu [13]).

5 Conclusions

En aquest article hem presentat algunes de les idees, dels models i de les
técniques basics de la teoria quantitativa del risc creditici. La llista de referencies
bibliografiques —classiques i recents— que hem citat al llarg del text permetra
al lector aprofundir en la matéria i trobar tot un univers de temes que no han
estat tractats aqui.

Hem intentat mostrar exemples classics juntament amb propostes de dis-
cussio i recerca actuals, amb la finalitat de posar de manifest que I'estudi de la
matematica financera és un camp actiu i en desenvolupament constant. Més
encara, hem procurat també fer veure que els problemes tractats en aquesta
branca de les matematiques tenen una gran complexitat teorica i que les seves
aplicacions comprenen escenaris en diverses branques de la ciéncia.

Quin tipus de matematiques es fan en la branca de matemadtiques financeres?
Es una pregunta recurrent avui en dia, per part dels matematics i també dels
cientifics i del public en general. Esperem que aquest article hagi servit per a
donar una resposta parcial a aquesta pregunta i, amb sort, haver convencut el
lector de la necessitat de participar en aquesta branca bella, fértil, profunda i
util de les matematiques.
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