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Processos de ramificacio, criticitat i
autoorganitzacio: aplicacio als desastres naturals

ALVARO CORRAL I FRANCESC FONT-CLOS

Només els beneits, els xarlatans i els menti-
ders prediuen terratrémols.

C. F. Richter

Resum: L’estadistica dels desastres naturals conté molts resultats antiintuitius. Fent
servir els terratrémols com a exemple, mostrarem que ’energia radiada per aquests
esdeveniments segueix una distribucio de tipus Pareto, és a dir, una llei de potencies.
Aixo0 implica, en teoria, que el valor esperat de I’energia és infinit, i a la practica, que la
mitjana d’'un conjunt finit de dades mai no és representativa del total de la poblacio. A
més a més, aquesta distribucié presenta invariancia d’escala i, per tant, és impossible
definir una escala caracteristica per a I’energia. Un model simple capac de reproduir
aquesta peculiar estadistica son els anomenats processos de ramificacio; per exemple,
el lliscament o desplacament d’'un segment de falla pot conduir al desplacament
d’altres segments, amb certa probabilitat. Tot i que inicialment els sismolegs no n’eren
conscients, aquest model és un cas particular del procés estocastic estudiat per Galton i
Watson un segle enrere, en aquell cas per a modelar I’extinci6 de les families (benestants).
Obtindrem les propietats principals d’aquests models mitjancant el formalisme de
les funcions generatrius de moments. Sorprenentment, la distribucié de poténcia per
a I'energia pot recuperar-se tan sols en un cas molt particular: quan el procés de
ramificaci6 es troba just entre 'atenuacio i la intensificacio, és a dir, en la criticitat. Per
a donar sentit a aquest fet, introduirem els models de criticitat autoorganitzada, en els
quals mitjancant un mecanisme de retroalimentacio 1’estat critic esdevé un atractor en
I’evoluci6 del sistema. Al llarg del text es mostren algunes analogies amb conceptes
basics de fisica estadistica. La major part del material és autocontingut, excepte el que
té a veure amb coneixements elementals de teoria de probabilitat.

Paraules clau: processos de ramificacio, model de Galton-Watson, criticitat, autoorga-
nitzacio, lleis de poténcies, llei de Gutenberg-Richter.
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Aquest article és una traduccio abreujada de [7], que s’ha publicat com a capitol d’un llibre
dedicat integrament a la criticitat autoorganitzada.
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1 L’estadistica dels desastres naturals

Des dels inicis dels temps, la humanitat ha viscut sota ’amenaca dels desastres
naturals: inundacions, erupcions volcaniques, tsunamis, terratrémols, huracans,
etc. Es tracta, d’alguna manera, d’'una espasa de Damocles de la qual, en ple
segle XXI, les nostres societats encara no han pogut desfer-se. Ara bé, aquests
fenomens totalment capritxosos s6n obra de la furia dels déus, o amaguen
potser certes regularitats? La primera visio ha dominat el pensament huma
durant molts segles, i fins fa poc no s’ha comencat a consolidar una perspectiva
més racional.

1.1 La llei de Gutenberg-Richter

Una de les primeres lleis per quantificar 'ocurréncia d'un desastre natural va
ser proposada pels famosos sismolegs Beno Gutenberg i Charles F. Richter, cap
a I'any 1940, tot aprofitant el desenvolupament recent de la primera escala
de magnituds per part del mateix Richter. La llei de Gutenberg-Richter és sor-
prenentment simple: si comptem el nombre de terratremols a qualsevol regio
sismicament activa del moéon durant un periode de temps suficientment llarg,
trobarem que per cada 100 terratrémols de magnitud M > 4 hi ha, aproxima-
dament (de mitjana), 10 terratremols amb M > 5, 1 terratremol amb M > 6, i
aixi successivament [11, 17]. Per tant, la gran majoria d’esdeveniments son els
més petits i, per sort, només una minima part poden ser devastadors; es manté
sempre una proporcié constant entre el seu nombre.

Tot i que no és possible mesurar tots els terratrémols del planeta, en algunes
arees on l'activitat sismica es monitoritza amb molta precisié s’ha validat la llei
de Gutenberg-Richter fins a la magnitud —4; aix0 correspon a petites esquerdes
o trencaments en roques de pocs centimetres (les magnituds negatives s’han
introduit per a poder treballar amb terratrémols més petits que els de magni-
tud 0). I, per si no fos prou, en experiments de nanofractures al laboratori, la
llei s’ha validat fins a magnituds inferiors a —13. Per altra banda, I’escassetat de
grans esdeveniments (escassetat que la propia llei prediu), impedeix determinar
quina és la fita superior de validesa d’aquesta llei.

Tot i que Gutenberg i Richter no ho mencionen en el seu article [11], un
estudiant de probabilitat i estadistica s’adonara immediatament que la llei de
Gutenberg-Richter implica una distribucié exponencial per a la magnitud dels
terratrémols, és a dir,

Dy (M) o< 1075M,

on Dy (M) és la funcié de densitat de M, b és un parametre proper a 1 i
el simbol « indica proporcionalitat; la constant de proporcionalitat es pot
determinar amb la condici6 de normalitzacié de Dy (M).

Només donarem un parell de pistes sobre com es pot deduir la relacié an-
terior: partint del nombre de terratrémols superiors a una certa magnitud es
pot estimar la funci6 de distribucié acumulada complementaria, definida com
la probabilitat de tenir magnitud més gran o igual que un cert valor M. Com
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Els sismolegs Beno Gutenberg i Charles F. Richter
(fotos extretes de seismo.berkely.edu).

que aquesta magnitud resulta ser exponencial, proporcional a 10~?M | ]a seva
derivada també ho sera, i aquesta és, excepte un signe, la funci6é de densitat. En
equacions,

-bM
Dy (M) = —iP (magnitud > M) o d1o=7% 107PM,

dM dMm

Pero quin és el significat de la llei de Gutenberg-Richter, a més de proporcio-
nar una regla facil de recordar per a les abundancies relatives dels terratrémols?
La interpretacié depen, obviament, del sentit del terme magnitud, que fins ara
hem evitat definir. De fet, la magnitud no és una variable fisica adequada —al
cap i ala fi, no té unitats. Per a aprofundir una mica més, és preferible fixar-se
en I'’energia FE radiada per un terratremol, que és una funcié exponencial de la
seva magnitud [17], és a dir,

E o 103M/2’

de manera que un augment d’1 en la magnitud suposa un augment en ener-
gia d'un factor +/1 000 ~ 32. Aix0 significa que un terratrémol de magnitud 9
radia tanta energia com 1 000 terratrémols de magnitud 7, o 106 de magnitud 5.

Ara podem reformular la llei de Gutenberg-Richter en termes de I’energia.
De fet, la probabilitat d'un esdeveniment és «independent» de la variable que
s’usi per a descriure’l, i per tant, per un senzill canvi de variables,

dMm
Dg(E) =DM(M)E,
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on D (E) és la funci6 de densitat de 'energia. Aquest canvi de variables implica
que

1
Dg(E) o< Fa

on b
- 1422

X + 3 y

i aquesta és la famosa distribucié de potencies, o distribucié de Pareto [22],
amb exponent « al voltant d’1.67 quan b és proper a 1. Observeu que perqué
Dg(E) sigui realment una funcié de densitat cal que estigui definida només per
sobre d'un valor minim d’energia Enjn > O ja que en cas contrari (si Epin = 0)
no pot normalitzar-se. A la practica, aquest valor no es pot mesurar (és massa
petit), pero aixo no és un problema, ja que realment no hi ha cap propietat dels
terratréemols que en depengui.

La figura 1 mostra la funcié de densitat del moment sismic per a terratrémols
d’arreu del mon [16]; aquesta variable es considera proporcional a ’energia
(pero és molt més facil de mesurar), i per tant també hauria de tenir una
distribuci6 de poténcia amb el mateix exponent. La linia recta és, obviament, el
tret que caracteritza les lleis de poténcies en escala logaritmica doble, ja que
log DE(E) = C — xlogE.
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FIGURA 1: Estimaci6 de la funci6 de densitat del moment sismic per a
terratréemols superficials d’arreu del moén, utilitzant el cataleg conegut
per CMT [16]. L’ajustament d’una llei de poténcies dona un exponent « =
1.68. L’energia radiada hauria de tenir el mateix comportament de llei
de poténcies. Les desviacions per a valors petits del moment sismic
s’atribueixen a la no completesa del cataleg.
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1.2 Propietats de les distribucions tipus lleis de poténcies

Algunes propietats d’aquestes distribucions mereixen atenci6 especial. D’entra-
da, podem calcular-ne la mitjana, és a dir, el valor esperat de E, que ve donat
per

(E) = L . EDg(E) dE.

Observeu que denotem el valor esperat per (E), tal com fan els fisics i no
per E[E], com farien els probabilistes. La ra6 és que estem més interessats en
les aplicacions, on la primera opci6 és la més habitual. Es facil comprovar que,
en el cas de ’energia dels terratrémols, aquesta integral divergeix i, per tant,
en rigor, el valor esperat de I’energia és infinit. Aquesta divergéncia és deguda
al fet que I'exponent de la llei de poténcies és més petit que 2. Obviament
I’energia que, de mitjana, radia un terratréemol no pot ser infinita (al cap i a la
fi, la Terra conté una quantitat finita d’energia), per tant hi deu haver algun
problema en extrapolar la llei de potéencies fins a I'infinit. Si tinguéssim una
distribuci6é normal, 0 una exponencial, podriem extrapolar-la fins a I'infinit sense
cap por, perque la integral no divergiria. Pero cal remarcar que estem davant
d’un problema fisic, no matematic —si la nostra variable fos, per exemple, el
temps d’espera entre esdeveniments, el temps mitja podria perfectament ser
infinit.

Per tant, per raons fisiques, ha d’existir una fita superior per a la validesa
de la llei de Gutenberg-Richter; pero no tenim ni idea del valor d’aquesta fita.
A la practica, el fet que el valor esperat de ’energia divergeixi implica que les
mitjanes de 'energia que es poden calcular usant conjunts finits de dades no
convergeixen, sigui quin sigui el nombre de dades. En resum, els sismolegs
ignoren completament quina és I’energia mitjana radiada pels terratrémols, a
causa de les propietats inusuals de les lleis de poténcies.

Tot i que en comencar aquest article hem interpretat positivament el fet
que lamajor part de terratrémols soOn petits, i només uns quants son devastadors,
la situaci6 certament no és tan favorable. El problema és que els esdeveniments
rars i grans, tot i ser molt pocs, son els responsables de la dissipacio d’energia
en el sistema. Per al valor particular de & que tractem, és facil verificar que
I'ordre de magnitud més gran que es consideri (la década més gran) contribueix
més al total que totes les que té per sota juntes. Matematicament,

c 10c

J EDg(E)dE < EDg(E)dE,
min c

sigui quin sigui el valor de c. Podeu trobar la demostracié a I'apéndix.

Una altra propietat curiosa de les lleis de poténcies és la invariancia d’escala.
Per a introduir el concepte de transformaci6é d’escala considerem primer una
funcié qualsevol que anomenarem D (E). La idea d'una transformaci6 d’escala
és mirar la funci6 D(E) a una altra escala, com si tinguéssim un microscopi
matematic. Podriem tenir una visio de D(E) a I’escala de metres (si E i D(E)
fossin distancies) i tractar d’esbrinar quin aspecte té a I’escala de centimetres.
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Per a fer-ho, utilitzem una transformaci6 d’escala, que denotem amb 1’ope-
rador T actuant sobre D(E),

T(D(E)) = c2D(E/c1),

on c; i 2 so6n els anomenats parametres d’escala, responsables de les transfor-
macions lineals en E i D. En el cas de metres-centimetres, per exemple, tindriem
c1 = c2 = 100.

En general, gairebé totes les funcions canvien sota una transformaci6 d’es-
cala; si volem trobar I’excepcio, hem de determinar la funci6é o funcions que
compleixen la condicio segiient:

D(E) = c2D(E/cy).

Es trivial comprovar que la soluci6 és la llei de poténcies
1

amb « donat per
Incy

Inci’

Es a dir, una llei de poténcies amb exponent « no canvia sota una transformacio
d’escala si els factors d’escala mantenen la relacio

1
Cy = ?
La figura 2 illustra aquesta situacié, amb ¢; = 10, ¢ = /10,1 D(E) = +/E. Cal
destacar que la constant de proporcionalitat, que de fet esta contiguda en el
simbol oc, no té cap paper en aquestes relacions.

1 T T T T 1 T T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURA 2: Una transformaci6 d’escala actuant sobre la seva corresponent
funcié amb invariancia d’escala. La funcio6 s’expandeix en els factors ¢; =
10i ¢z = /10, de tal manera que el petit rectangle de la part esquerra de
la figura esdevé la part dreta sencera. La funcio en questio és D(E) = +/E.
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Encara més, no solament es pot demostrar que la llei de poténcies és una
solucio, sin6 que és I'tinica soluci6 valida per a tots els valors de c; (reals
positius) si c¢; i ¢ mantenen la relacié anterior [22, 6]. En resum, la condicio
d’'invariancia d’escala imposa que

D(E) = c2D(E/cy) per a tots els c; reals positius

i, aleshores, I'tinica soluci6 possible és una llei de poténcies. Es pot verificar
que altres solucions, com per exemple D (E) = sin(In E), només funcionen per
a uns valors determinats de c; i c».

La invariancia d’escala és, de fet, la simetria associada a les transformacions
d’escala, aixi com la invariancia rotacional és la simetria corresponent a les ro-
tacions. Si tenim invariancia d’escala no podem definir una escala caracteristica
per a la variable E, de manera analoga al fet que, si tenim invariancia rotacional
en un sistema, no el podem fer servir per a senyalar direccions. El sistemes on
no hi ha invariancia d’escala permeten definir escales caracteristiques, com per
exemple les funcions exponencials que defineixen la desintegraci6 radioactiva,
que permeten definir la unitat de temps en termes de la semivida.

De tota manera, cal remarcar un punt important: si D(E) representa una
densitat de probabilitat, com en el cas de I’energia radiada pels terratremols,
aleshores D (E) no pot ser una llei de poténcies per a tot E > 0, perque aleshores
no podria normalitzar-se (la integral de 0 a « divergiria). Com ja hem dit, cal
introduir una fita inferior de validesa Enin per evitar aquesta situacio. A més,
també hem vist que la llei no pot estendre’s fins a I'infinit per raons fisiques.
Per tant, la invariancia d’escala absoluta no és possible entre les distribucions
de probabilitat; només es pot aspirar a una invariancia d’escala restringida. Ara
bé, com que en el cas dels terratrémols cap de les fites, la superior i la inferior,
no es pot obtenir a partir d’observacions, la invariancia d’escala si que exerceix
un paper real.

La invariancia d’escala en I'energia dels terratrémols té conseqiiéncies anti-
intuitives. Imaginem, per exemple, que arribem a un pais, i estem preocupats pels
terratrémols. Aleshores decidim acostar-nos a algu i fer-li la pregunta segiient:
com son de grans els terratrémols, aqui? Tot i que pot semblar una pregunta
molt innocent, a causa de la invariancia d’escala no es pot definir una escala
caracteristica per a ’energia i, per tant, la pregunta no pot tenir resposta.

Per acabar aquesta subsecci6 volem remarcar que la distribucio6 en llei de
poténcies no és una caracteristica solament dels terratrémols: s’ha afirmat que
molts altres desastres naturals estan distribuits segons una llei de poténcies, toti
que I’exponent pot variar: tsunamis [5], esllavissaments i caigudes de roques [19],
erupcions volcaniques [21], huracans [8], pluja [27], aurores [9], incendis fores-
tals [20], flamarades solars [3], craters de meteorits (a la Lluna) [3]...

Tal com el lector ja s’imagina, part del que explicarem a continuacié pensant
en els terratrémols també es pot aplicar a alguns d’aquests fenomens, pero
potser no a tots. De fet, és un problema obert distingir entre aquests casos.
Per a un recull de lleis de poténcia en altres ambits, a més de la geociéncia,
recomanem [22].
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1.3 Un primer model de generaci6 de terratrémols

El primer intent que coneixem de desenvolupar un model per als terratremols
que expliqui la llei de Gutenberg-Richter va ser obra de Michio Otsuka als
inicis de la decada de 1970 [23, 24, 18]. Otsuka utilitzava com a metafora el joc
xines del go, pero nosaltres presentarem el model fent referéncia al domino,
que sera més familiar per als lectors (i per als autors!). En lloc de jugar al
domino de veritat, en farem servir les peces per jugar a un altre joc. Es tracta
de veure si les peces, posades dretes, fan caure les unes a les altres, com en
els famosos concursos i intents de superar el record Guiness, pero amb dues
diferéencies substancials. Primer, les peces no es disposen en fila, sin6é que
formen una espécie d’arbre. Segon, quan una peca cau, no sabem que passara a
continuacio, si fara caure alguna altra peca o no, ni quantes. Es a dir, que tenim
un proceés estocastic en cascada que, en principi, imita les ruptures que tenen
lloc a les falles sismiques durant un terratrémol. L’arbre de peces de domino fa
el paper de falla, i cada peca correspon a un petit fragment de falla, o element.
El terratrémol, al seu torn, correspon a la successié de peces que cauen (és a
dir, fragments que es trenquen i llisquen).

FIGURA 3: Representacié esquematica del model d’Otsuka per a ruptures
en terratrémols. Els cercles blancs representen la propagacié de la ruptura,
i els negres indiquen punts terminals [24].

Concretament, Otsuka va suposar que ’arbre que representava la falla te-
nia un nombre fix de branques a cada posicié o node, i que les caigudes es
propagaven d'una branca a 'element segiient amb una probabilitat fixa, inde-
pendentment de qualsevol altra variable. Per exemple, en la figura 3 el nombre
de branques per element és 2. Aixi, el nombre total de postcaigudes o ramifica-
cions originades per un sol element seguiria una distribucié binomial [29]. Si
associem una certa quantitat fixa elemental d’energia al lliscament de cada ele-
ment, podem obtenir ’energia alliberada en aquest procés a partir del nombre
total d’elements que llisquen, i aix0 permetria comparar la distribuci6 d’energia
al model amb la llei de Gutenberg-Richter.

Per tant, la propagaci6 de ruptures es considera un fenomen probabilistic,
en el sentit que quan comenca un terratrémol no és possible saber com arribara
a ser de gran. Després veurem que aquesta afirmacioé és molt més forta del
que ara ens sembla. El tipic efecte domino, on una caiguda sempre indueix la
segiient, correspondria al polémic concepte de terratrémol caracteristic, un
esdeveniment que es propaga sempre al llarg de tota la falla o sistema de falles
i que, per tant, sempre alliberaria la mateixa quantitat d’energia. Aixi, ha de
quedar clar que I'’efecte domino no es correspondria amb el nostre model.
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Es molt significatiu que el model que acabem d’explicar, novedos i original
en geofisica, introduit per Otsuka als anys setanta, ja era conegut per alguns
matematics més de cent anys abans. Esmercarem les properes pagines a explicar
la distribuci6 d’energia del model.

2 El procés de Galton-Watson

A part de les apostes, molts probabilistes
també s’han interessat en la reproduccié.

G. Grimmett i D. Stirzaker

Ens traslladem ara a I’Anglaterra victoriana del segle x1x. Alla, Sir Francis
Galton, polimata, pare dels conceptes estadistics de correlacio i regressio i cosi
de Charles Darwin, s’ocupava d’afers molt diversos. A més d’estudiar 'estatura
dels fills en relacié amb la dels pares, també estava preocupat pel declivi, i fins
i tot I'extincio, de les families prominents de 1’época, i per si aquest declivi
era conseqiiéncia d'una disminucio6 de la fertilitat provocada per 'augment del
confort. Si aixo fos aixi, aleshores la poblacié es mantindria per la contribucio
de les classes populars [34]. Per a entendre millor el problema, va crear un
model minim on el nombre de fills varons de cada home era aleatori (en aquella
epoca, I'abundancia de dones no es considerava un problema). Tot i ’aparent
simplicitat del model, Galton no va poder resoldre’l, i va decidir fer una crida
publica d’ajuda (un cas precursor, segons com, del que actualment es coneix
com a intelligéncia distribuida). La crida no va fructificar, i Galton es va adrecar
al matematic i reverend Henry William Watson.

Sir Francis Galton Rev. Henry William Watson

Els pares del procés de Galton-Watson (fotos extretes de la Wikipedia
i de www.wolframalpha.com, respectivament).
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2.1 Definicio del procés de Galton-Watson

Considerem uns «elements» que poden generar uns altres elements, i aixi
successivament. Aquests elements poden representar homes de l'aristocracia
britanica que tenen descendents masculins —o, en una reinterpretacio més
actual, dones d’arreu que donen a llum les seves filles; o potser més apropia-
dament bacteries que es repliquen—, neutrons que emeten d’altres neutrons
en una reacci6 nuclear en cadena o fragments de falles que llisquen durant un
terratremol. El procés de Galton-Watson pressuposa que cadascun d’aquests
elements déna lloc a un nombre aleatori K d’elements nous, descendents de
I'anterior, de tal manera que cada K és independent de la dels altres elements, i
totes les K’s estan idénticament distribuides, amb probabilitats P(K = 0) = po,
P(K=1)=p1,...,P(K=k) =pi,...,ambk =0,1,2... [12, 15]. (Naturalment,
la condicié de normalitzacié imposa que > ;o px = 1.)

FIGURA 4: Una realitzaci6 del procés de Galton-Watson. A dalt es mostra
I’arbre associat al procés, comencant per I'’esquerra (Z; = 1). A sota,
I’'evolucié del nombre d’elements nascuts a cada generaci6 t. El model
és binomial per a P(K = k), ambn =21ip = 1/2, cosa que correspon al
cas critic.

El model parteix inicialment d’un Gnic element, que s’anomena la generacio6 0
del procés, tal com mostra la figura 4. Els K descendents d’aquest primer element
constitueixen la primera generacio. Sigui Zp = 1 el nombre d’elements de la
generaci6 0, Z; el nombre d’elements de la generaci6 1, etc. Obviament, per
construccié P(Z; = k) = pk. El nombre d’elements de la generacié t + 1 s’obté
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a partir de I'anterior mitjancant

Zy

Zi = Z K;,
i=1

amb t > 0, on K; correspon al nombre de descendents de cada element de la
generacio t. Aquesta equaci6 senzilla pot usar-se directament per simular el
procés, i sera molt important també en el tractament analitic del model (per
exemple, quan calculem la distribucio6 de probabilitat de Z; per aun t qualsevol).
Alguns lectors probablement s’han adonat que les variables Z, Z;,... formen
una cadena de Markov, pero aixo no tindra cap rellevancia per al que ens
interessa.

2.2 Funcions generatrius

Una eina matematica extremament util sera la funci6 generatriu de probabili-
tats [10]. Aquesta es defineix, per a la variable aleatoria K, com

fr(x) = > pixk = (xX),
k=0

on els claudators angulars indiquen valor esperat. La condicié de normalitzaci6
ens garanteix que fx (x) sempre esta definida, com a minim, a I'interval [-1, 1],
tot i que a nosaltres només ens interessara l'interval [0, 1].

Obviament, la mateixa definici6 s’aplica a qualsevol altra variable aleatoria
que prengui valors enters no negatius; en el cas particular de K (que representa
el nombre de descendents d'un element) podem ometre el subindex, és a dir,
escriure fx(x) = f(x). Algunes propietats simples i titils son les segiients:

. fk(0) = P(K = 0);

. fxk(1) = 1 (normalitzacio);

- Sfre(D) = S prk = (K) =m;

. fx(x) = 0 per x > 0 (funci6 no decreixent);

¥ (x) = 0 per a x > 0 (funcié no convexa mirant-la «des de dalt»);

p—

_U'I»-bUJr\J

on les primes denoten derivades (derivades per ’esquerra a x = 1), i on la
propietat 3 obviament només té sentit quan el primer moment no divergeix.
Cal recordar que, tot i que estem illustrant aquestes propietats per a la variable
aleatoria K, son valides per a qualsevol funcié generatriu. Per tant, la grafica
d’una funci6é generatriu entre 0 i 1 esta forca condicionada. Ja podem anticipar
que ens trobarem dos grans casos, segons si el valor esperat de K és m < 1
o m > 1. Aixo és molt natural, ja que el primer cas correspon a una poblaci6
que, de mitjana, disminueix d’una generacio a la segiient, i en canvi en el segon
cas la poblaci6, de mitjana, creix.

Una altra propietat, potser no tan directa, és que la funcié generatriu de la
suma de N variables independents i idénticament distribuides, K; (amb N fixat),
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és la poténcia enésima de la funci6 generatriu de K. Es a dir, que si

N
S=> K
i=1
aleshores
fe(x) = fx (0N,
De fet,

Js(x) = <XZ> = (XzKi) = (xKl xKe .XKN> _

= (xKiy(xK2y oo (KN = fre(xo)N,

on els valors esperats factoritzen a causa de la independéncia estadistica entre
les diferents K;.

En general, si les variables aleatories no fossin idéenticament distribuides
(pero si independents), la funci6 generatriu de la seva suma seria el producte de
les corresponents funcions generatrius. La demostracio, de fet, és essencialment
la mateixa: només cal modificar la notacié per diferenciar les diverses funcions
generatrius.

El pas segilient consisteix a considerar que N també és una variable aleatoria,
independent de K, amb funci6 generatriu fy(x). Aleshores,

fe(x) = fn(fk(x)).

Observeu que aquesta formula no és més que una generalitzacié de I’anterior,
és a dir, ara calculem el valor esperat de poténcies de fx(x) que depenen dels
valors que N pot prendre. En qualsevol cas, és facil de demostrar: si denotem
el valor esperat respecte les K; per (- )k, i el valor esperat respecte N per (-)n,
tenim que

fs(x) = (x*) = ((xD) k) = (FkON)y = v (fx (X)),

on la darrera igualtat és simplement la definicié de la funci6 generatriu de
probabilitat de la variable aleatoria N, avaluada al punt fx(x). Remarquem,
pero, que aquest argument necessita la condicié d’independéncia.

2.3 Distribucié del nombre d’elements per generacié

Si ara recuperem el procés de Galton-Watson, és a dir, fem servir que Z;.; =
Zizil K;, podem identificar Z;,; amb X i Z; amb N. Per tant,

th+1(X) = th(fK(X)) = th(f(X))l

obviant el subindex K. Com que f7, (x) = f(x), es pot veure per induccié que
la funci6 generatriu de Z; ve donada per

fz.(x) = f(f(...f(x))) = f1(x),
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on el superindex t denota composicio t vegades. Aixo0 és valid perat =1,2,...;
per at = 0 tenim, obviament, que fz,(x) = x (ja que Zp = 1 amb probabilitat 1).
En resum, la funci6é generatriu del nombre d’elements de cada generaci6 s’obté
mitjancant composicions succesives de la funcié f(x). Aquest resultat no
elemental el va provar per primer cop Watson I'any 1874 [12].

2.4 El nombre esperat d’elements per generacio

Ara presentem un resultat certament illuminador, que ens fara servei més
endavant. Tot i que, generalment, les composicions succesives de la funcio
generatriu porten a expressions matematiques molt complicades, els moments
de Z; es poden computar d’'una altra manera, molt més senzilla [12]. Fent servir
la propietat 3 de la pagina 15 i la composicié de funcions generatrius, tenim
que el valor esperat de Z; és

_d o
(Zy) = dxf (x) o

Si escrivim
i t _i t—-1 _ g t—-1 i t—-1
D100 = L) = £ (P ) g o,
aleshores, per inducci6

SF = PO () - RO (DS ),

Prenent x = 1, i observant que en aquest punt totes les funcions generatrius
valen 1, arribem a

(Zt) = f/(1) =m'.

Per tant, quan m < 1 el nombre esperat d’elements per generacié decreix
exponencialment, i en canvi quan m > 1 aquest nombre creix. Aix0 constitueix,
de fet, una realitzacio estocastica del creixement malthusia. Es per aixo que, de
vegades, m s’anomena la ra6 de ramificaci6. Quan m = 1 la mida mitjana de la
poblacio6 és constant, pero després veurem que aixo no implica que la poblaci6
assoleixi un estat estable. Els moments d’ordre superior es poden calcular de
manera similar, pero no sén tan utils com la mitjana.

També és interessant estudiar el valor esperat del nombre d’elements d’una
generaci6 condicionat al valor de la generacio anterior, és a dir, (Z;+1 | Z; = z¢).
Com que quan Z; és fix, Z;,q = Zf;l K;, prenent el valor esperat tenim que

(Zti1 | Zy = z¢) = zgm.

Aquest resultat pot usar-se per relacionar els processos de ramificacié amb les
martingales [10], pero aixo ara no ens ha de preocupar.
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2.5 La probabilitat d’extincié

El procés de Galton-Watson es considera extingit quan Z; = 0 per primera
vegada (és a dir, per a la generacié que dona lloc a Z; = O per primer cop).
Aleshores, totes les Z’s posteriors son obviament també zero, i en aquest sentit
I’extincid es pot considerar un «estat absorbent» del sistema. Ara veurem que,
per al procés de Galton-Watson, la probabilitat d’extinci6 és 1 (extincio se-
gura) per am < 1,1 en canvi és més petita que 1 quan m > 1. Aixo ho va
demostrar per primer cop J. F. Steffensen cap al 1930 [12]. De fet, I'extincio
es pot donar a la primera generacio, Z; = 0, o a la segona, Z, = 0, etc. Com
{Z; = 0} inclou tots els esdeveniments {Z; = 0} perai = 1,...,t, aleshores
P(Z, =0,...,Z; = 0) = P(Z = 0). Per tant, la probabilitat d’extincié Pey ve
donada per

Pext = }imP(Zl =002Z,=00...0Z=0) = tlimP(Zt =0) = }imft(O),

és a dir, per la iteraci6 infinita del punt x = 0 a través de la funcié genera-
triu f (x) (aqui, de fet, fem servir que la probabilitat del valor O és el valor de
la funcié generatriu al punt 0, i que la funcié generatriu de Z; ve donada per la
t-ésima composicio de f(x)).

1 , , , , 1
08} 54 , 08} -
0.6 | E 06 | 4
= =

0.4} 0.4 1
02} E 02} 1

0 . . . . o . . . .
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

X X

FIGURA 5: Funcié generatriu de probabilitats f(x) del nombre de descen-
dents per element i iteracié del punt x = 0 mitjancant les successives
composicions de f(x). Els punts fixos corresponen als punts de tall amb
la diagonal; els més propers a zero son també atractors. A I'esquerra, cas
subcritic. A la dreta, cas supercritic. El model és binomial, amb n = 2.

Calculem ara la iteracio f!(0). A linterval [0, 1] la funcio f(x) és no decrei-
xent i no convexa (mirada des de dalt) i només pren valors entre pg i 1. Si el
pendent de f(x) a x = 1, que ve donat per m = (K) = f'(1), és més petit o
igual que 1, aleshores f(x) només pot tallar (o tocar) la diagonal a x = 1 (si no,
f(x) hauria de ser convexa en algun punt), i la iteraci6é del punt x = 0 acaba al
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punt x = 1 (que és I'atractor; vegeu la figura 5). En conseqiiéncia,
Pext = }imft(()) =1,

és a dir, 'extinci6 és inevitable si m < 1. De tota manera, hi ha una excepci6
trivial, que correspon al cas patologic p; = 1 (i O per a la resta); es tracta d'una
situacié molt ensopida, on tot element té sempre un unic descendent (pot
correspondre, per exemple, a la successio de reis o reines en una monargquia,
si no tenim en compte les revolucions). En aquest cas, f(x) = x, i per tant
lim f(0) = 0, cosa que implica, obviament, que la probabilitat d’extinci6 és
Zero.

Siel pendentde f(x)ax =1ésm > 1 (cosa que només pot passar per a una
funci6 generatriu de probabilitats no lineal, és a dir, po+ p1 < 1), aleshores f(x)
ha de tallar la diagonal en algun punt x* més petit que 1, que sera 'atractor al
qual la iteraci6 tendeix (vegeu novament la figura 5). Matematicament,

Pext = }imft(O) =x7¥,

on
x* = f(x*) amb x* < 1.

La demostraci6 es desenvolupa amb més detall a I'apendix. En resum,

P 1 sim=<1
e x* sim>1

amb x* < 1, excepte en el cas trivial p; = 1, on m = 1 pero Pey = 0.

Aix0 mostra clarament com, en general, el punt m = 1 separa dos com-
portaments diferents: extinci6 assegurada per a m < 1, i la possibilitat de
supervivencia (extincioé no assegurada) per a m > 1. Per tant, m = 1 correspon
al cas critic que separa aquests dos comportaments, anomenats conseqiient-
ment subcritic (m < 1) i supercritic (m > 1).

2.6 La probabilitat d’extincio per al cas binomial

Per a posar un exemple illustratiu, considerarem un cas concret i senzill: una
distribuci6é binomial [10, 29],

n

pr =P(K =k) = (k

) p(1-p)" % perak=0,...,n.

Aix0 correspon a suposar que cada element disposa només d’un cert nombre n
d’intents de generar descendeéncia, i que cadascun d’aquests intents té una
probabilitat fixa p de ser exitos. Resulta que, fent servir el teorema binomial, la
funci6 generatriu de probabilitat pren la forma segiient:

flx) =3 (”) (1-p)"*p*xk = (1 -p+px)n.
k=0 k
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Considerem com a exemple el cas més simple, n = 2, i definim g = 1 — p. Com
ja hem vist, la probabilitat d’extinci6 vindra donada per la soluci6é més petita
al0,1] de

x = (q+px)>.

Per tant,

1 - 2pa +/(1 - 2pa)? — dpq?
X = ’
2p?
pero 'arrel quadrada es pot escriure /1 —4p(1 — p) = /(1 —2p)2 = (1 — 2p),

i aleshores,

L l-2pe2p?x(-2p) (%)2

2p? 1

Per tant, I'arrel més petita depén de si p esta per sobre o per sota de 1/2:

N =

1 perap <
Pext =

N =

(%)2 perap >

Com que (per a la distribuci6é binomial amb »n = 2) el valor esperat és m = 2p,
el cas critic m = 1 correspon obviament a p = 1/2, cosa que encaixa amb el
comportament de Peyt.

2.7 Inestabilitat de la poblacié

Tot i que aquesta subseccio conté un resultat molt interessant que pot ajudar a
entendre el comportament d’un procés de Galton-Watson, es pot saltar, ja que
no és necessaria per a llegir la resta de I’article.

La iteracio del punt x = 0, de fet, és illustrativa del que li passa a tota
la funci6 generatriu de Z; quan t — . De fet, de la mateixa manera que a la
subseccio6 2.5, podriem comprovar que

}imfzt(x) = }imft(x) =1lsim=<l,

pero en canvi
}imfzt(x) = l}imft(x) =x*<lsim>1,

excepte per a x = 1 (vegeu la figura 6).
Recordem que una funcié generatriu plana correspon a probabilitats iguals
a zero, excepte per al valor zero, és a dir,

}imP(Zt =k) =0, excepte per a k = 0.

Aixi, per a m < 1, tenim que lim;_. P(Z; = 0) = 1, i la poblaci6 s’extingeix,
pero per a m > 1 hem vist que lim;_.. P(Z; = 0) = x* < 1; i com que qualsevol
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FIGURA 6: Composicions succesives de la funcié f(x), per a tot x, que
donen lloc a la funcié generatriu de probabilitats de Z;, comencant per
t = 1 (liniamés clara) fins a t = 15 (linia més fosca). Quan t creix s’obtenen
funcions més planes, cada cop més a prop del punt fix. D’esquerra a dreta,
casos subcritic, critic i supercritic, per a un model binomial amb n = 2.

altre valor finit de K té probabilitat zero, aixo implica que Z; — o quan t — oo,
és a dir, que Z; no pot mantenir-se positiva i fitada: I'tnic estat estable és
’extinci6. Obviament, el procés de Galton-Watson en aquest limit no és realista,
en el sentit que altres factors externs podrien evitar que la poblaci6 creixés
indefinidament. Pero aixo no ens ha de preocupar, sempre que tinguem clares
les limitacions del model.

2.8 Transicio de fase de no-equilibri

Passem ara a analitzar més detalladament qué succeeix al voltant del «punt
de transicio» (m = 1). Tal com acabem de veure, la probabilitat d’extinci6 ve
donada per la solucié de Peyt = f(Pext). Quan m < 1, I"anica soluci6 a [0, 1]
és Pext = 1 (excepte per al cas trivial p; = 1). Quan m > 1, hem de prendre la
soluci6é més petita de Pyt = f(Pext) @ [0, 1]. Reescrivint-ho tot en termes de
la probabilitat de no-extincio, p = 1 — Pex;, hem de trobar el valor de p més gran
que sigui solucio6 de

fA-p)=>pd-pk=1-p
k=0

a l'interval [0, 1]. Ens centrem en el cas on Pey €s proper a 1, i per tant p és
proper a zero, i, usant el teorema binomial, trobem l'expansio (1 — p)k =
1—kp +k(k—1)p?/2+---,laqual ens condueix a

(o] (o] 1 00
> pi— 2 kpkp + 5 3 k(k—Lpep® + - =
k=0 k=0 k=0

1
=1—mp+5up2+---=1—p,
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on hem introduit la mitjana m i el segon moment factorial u = (K(K — 1)), que
suposem que existeixen i son finits (per tant, suposem que els moments de tots
els ordres son finits). Aixi doncs, fins a segon ordre en p, hem de resoldre

1
(Eup+1—m>p20.
Obviament, una soluci6 és p = 0, i de fet és facil veure que aquesta solucio
és exacta per a qualsevol ordre en p. L’altra soluci6 és p ~ 2(m — 1)/u, pero
cal parar atencio6 al valor de u, que pot escriure’s u = o2 + m(m — 1), amb
0?2 = ((K —m)?) = (K?) — m?, és a dir, la variancia. Suposant que o2 # 0,

2m—-1) 2(m—1) _2(m—1)[1_m(m—1)+___}
U S o[l+mim-1)/02] o2 o?

(on hem usat la formula de la suma d’una série geomeétrica), amb m(m—1) < g2

si ens trobem suficientment a prop del punt critic, i per tant com que p al voltant

de zero implica m al voltant d’1, podem escriure la segona soluci6é de la manera
seguent

2(m—-1)

p= g2

que es troba al rang que ens interessa per a m > 1.

En resum, tenim que

p=0 sim <1,

p=2(m-1)/c% sim>1,

si p és prou petita. Per a m > 1, aquest limit és equivalent a m — 1. El cas
particular de o2 = 0, de fet, només es dona per a la soluci6 trivial on p; = 1
(altrament, la mitjana no podria acostar-se a 1).

Aixi, hem obtingut un comportament analeg al d’'una transici6 de fase conti-
nua en equilibri termodinamic, on la variacié d’'un parametre de control, per
exemple la temperatura, indueix un canvi brusc (continu pero amb derivada dis-
continua) en un «parametre d’ordre», diguem-ne la magnetizacio en I’exemple
d’un sistema magnetic. Identificant m amb el parametre de control (la tempe-
ratura o, essent més exactes, 'invers de la temperatura) i p amb el parametre
d’ordre (la magnetitzacio), i pensant en p com a funci6 de m, podem escriure
aquesta relacié de la mateixa manera que es fa a les transicions de fase, on m,
representara el punt de transicio,

p=0 per sota de m,
p o< (m —me)P per sobre perd a prop de me..

Seguint amb I'exemple dels sistemes magneétics, m. correspondria a la famosa
temperatura de Curie, el valor precis de la temperatura per al qual té lloc
la transici6 abrupta, que separa una fase no magnetica, per a temperatures
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altes, d’'una fase magnética (o ferromagneética, amb magnetizaci6é espontania
no nulla) per a temperatures baixes. Acabem de demostrar que el procés de
Galton-Watson s’ajusta a aquesta fenomenologia, amb

me=1iB=1,

on suposem que la variancia de K no es fa 0 al punt de transicio6.
Podem comparar el resultat anterior més general, p = 2(m — 1)/0?, per a
m per sobre pero a prop d'1, amb el resultat que hem trobat per al cas binomial

amb n = 2, on
2
1-p 2p—1
=1- =
g ( p ) p?

quan p > 1/2. Fent servir que, en aquest cas, m = 2p i 02 = 2pq (vegeu [29]),

2(m—1)_2p—1w2p—1
o>  pa  p?

jaqueqg=1—-p = pperap = 1/2. Per tant, ambdos resultats son coincidents
prop del punt de transicio.

12 T T T 0.8

pois'son
07} geometric
. binomial n=2 ——

06
05
04
03}
02

0.1

0.5 0 05 1 15
2(m-1)/c?

FIGURA 7: Esquerra: probabilitat de no-extincié p com a funci6 del nombre
mitja de descendents per element, . Les linies discontinues corresponen
a 'aproximacio que s’explica al text. El canvi abrupte en p és la marca
de la casa d'una transicié de fase continua. La distribucié de nombre de
descendents és binomial, amb n = 2. Dreta: el mateix, pero com a funci6
de la distancia al punt critic reescalada, 2(m — 1)/02, on ¢? indica la
variancia a m = 1. També s’hi mostren les distribucions de Poisson i
geometrica.

Ja per acabar, i encara que sigui només en pro de la completesa, podem jugar
amb un cas nou, diferent de ’anterior, el que correspon al valor patologic o2 = 0
(per al qual no son valides les derivacions de dalt). Considerem primer el seglient
model: pg = 1 — Ay, p1 = Ay (i O altrament), amb A; < 1. Aleshores, m = Aj,ija
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sabem que p = 0. Considerem ara p; = 1 — A, p2 = Ap, i, per tant, m = 1 + Ao.
En aquest cas, el punt de tall de la funcié generatriu amb la diagonal és per
a p = 1 sempre. Quan considerem la variacié de les probabilitats donades
pels dos models conjuntament obtenim una transicié de fase discontinua, o de
primer ordre.

2.9 La distribucio de la mida total de la poblacio: distribucié binomial i
arbres amb arrel

En aquesta subsecci6 ens centrarem en el calcul de la mida total S de la poblaci6
quan fem la suma respecte de totes les generacions, és a dir,

S=> 7.
t=0

Aquesta quantitat correspon al nombre total d’individus que s’han originat o
al nombre total de neutrons que participen en una reaccié nuclear en cadena
0, en el nostre model dels terratrémols, a I'’energia total radiada durant un
esdeveniment.

Recuperem un cop més el cas particular de la distribucié binomial

n

k)pk(l —p)»k perak=0,...,n.

pr=P(K =k) = (
En aquest cas, la distribucié de la mida total es pot calcular fent servir probabili-
tat i combinatoria basiques. El punt clau és la correspondéncia natural entre els
processos de ramificacié i els arbres (és a dir, els grafs connectats sense cicles).
Cada individu correspon a un node, i cada branca o aresta del graf correspon
auna relacié de descendéncia entre dos nodes. Obviament, tots els nodes tenen
una sola branca entrant (un sol «pare»), excepte el node que correspon a la
generacio zero (que, en aquest context, s’anomena I’arrel de ’arbre). Per tant, el
nombre de branques és el nombre de nodes menys 1. Com que la mida s d’'un
arbre és el seu nombre de nodes, el nombre de branques sera s — 1, i el nombre
de branques absents (intents de reproduccié no favorables) sera ns — (s — 1)
(ja que el nombre total de possibles branques a partir de s nodes és ns) [6]. Per
tant, cada arbre concret de mida s apareix amb probabilitat p*~1 (1 — p) (n—Ds+1,
i la probabilitat de tenir un arbre qualsevol de mida s s’obté sumant respecte
tots els arbres de mida s. Per al cas n = 2 el nombre d’arbres binaris de mida s
correspon al nimero de Catalan

1 2s
Cs_s+1<5>’

vegeu l'apeéndix per al calcul complet. Per tant,

_ _ 1 2s s—1 _ s+1 _
P(S—s)—5+1<s>p (1-p) ambs=1,2,... (1)
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Fent servir la funci6 generatriu dels nimeros de Catalan es pot comprovar que
aquesta expressio esta normalitzada perap < 1/2 peronoperap > 1/2,1i
que, de fet,

D> P(S =5) = Pexs;
s=1

novament, vegeu l'apéndix.

De totes maneres, I’expressio (1) no ens ajuda gaire a comprendre el com-
portament de la distribucio P(S = s) (si no és que tenim una gran intuicio per
al comportament dels coeficients binomials). Pero fent servir I'aproximaci6 de
Stirling [1, 7] podem obtenir un resultat aproximat pero més informatiu [6]:

45
JTrssle’
Aquesta expressio, valida per a mides grans, és una exponencial creixent en s, i

el terme s3/2 no sembla tenir un paper important, asimptoticament. Ara bé, en
introduir el factor p*~1(1 — p)$*1, resulta

CSN

_1-pldpd-p)F°
JTp §3/2 :

Com que p(1 — p) < 1/4, el terme exponencial esdevé decreixent excepte per

ap = 1/2, on desapareix totalment. De fet, podem anar un pas més enlla si
posem

P(S =35)

[4p(1 — p)]® = eS4PU-P)] _ o=s/E(p)

on &(p) és una mida caracteristica que depen de p, definida per

1 -1
E(p) = (lném(1 — p)> ,

i finalment

1_pe*5/§(p)
P(S = S) ~ prW

Per tant, per a s gran pero considerablament més petita que E(p), la distribucié
de probabilitat de la mida total de la poblacio és essencialment una llei de potén-
cies amb exponent 3/2; i per a s encara més gran, el decreixement exponencial
domina. En aquest sentit, £(p) és una escala caracteristica. L'excepcié es déna
perap =1/2,on E(p) — oo, el terme exponencial desapareix i la distribucio es
converteix en una llei de poteéncies pura. En aquest cas, I’exponent 3/2 és un
exponent critic. Per a tenir una idea de la bondat de I'aproximacio que hem dut
a terme, vegeu la figura 8.
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FIGURA 8: Distribuci6 de probabilitat de la mida total de la poblacié S
per a diferents valors del parametre p en un cas binomial amb n = 2. Es
mostren el cas subcritic i el cas critic; en aquest darrer la llei de potencies
pura es fa ben palesa. També es mostra la soluci6é asimptotica per a
s gran.

De la divergencia de la mida caracteristica &(p) sorgeix un altre exponent
critic [6]. Introduint la desviacio respecte el punt critic A = p — p., i en el nostre
exemple A = p — 1/2, podem escriure

e

i per tant, a prop del punt critic (és a dir, per a A petit),

1 1
4p(1 —p) 1-4A2

=1 4+4A% 4+ -+,

i per tant
1

In——
4p(1-p)
(fent servir el desenvolupament de Taylor del logaritme al voltant de 1), i llavors

~In(1 + 4A%) ~4A% + - - .

1 o
£ - (n ) =g

En paraules, quan els fisics diuen que la mida caracteristica &(p) divergeix al
punt critic com una llei de poténcies, amb exponent igual a 2, estan dient el



Processos de ramificacio, criticitat i autoorganitzacio 27

que expressa ’equacié anterior. A més, aquesta equaci6 ens permet escriure
d'una manera més senzilla la férmula asimptotica (s gran) per a la distribucio
de la mida total, al voltant del punt critic:

1—p e 4p-pc)’s
P(S=s)~ Jrp 372

Noteu que la distribucio6 té la mateixa forma tant per sobre com per sota del
punt critic si es manté la distancia a aquest, |p — p.|, i 'inica diferéncia es troba
en la constant multiplicativa, que depén de p directament. Aixo és perqueé per
sobre del punt critic la distribucié no esta normalitzada (a causa de la massa
a l'infinit; vegeu I'apéndix). Ara si, després d’aquestes ultimes consideracions,
que es troben a [6], ja podem dir alguna cosa de la distribuci6 de probabili-
tat de I'’energia en el model d’Otsuka (model que, de ben segur, els nostres
lectors ja han identificat com un cas particular del procés de Galton-Watson).
Si prenem p < 1/2, la distribucioé que obtenim té una cua exponencial, amb
una escala caracteristica donada per E(p). Aixo significa que els terratremols
s’atenuen, o s’extingeixen, i que de cap manera poden dissipar energies per
sobre de &(p) (la probabilitat d’obtenir un esdeveniment de mida superior
a 10&(p) és extraordinariament petita). Aquest és el cas subcritic.

En canvi, si p > 1/2 hi ha dos tipus de terratremols. Els primers son sem-
blants al del cas subcritic: tenen una mida limitada per I'escala que defineix &(p),
pero els segons son diferents, son terratrémols infinits (recordem que Pey < 1
en aquest cas!). Per a aquest segon tipus de terratrémol, la pertorbaci6 inicial
(la caiguda d’una sola peca de domino) déna lloc a un creixement exponencial.
Aquest segon és el cas supercritic. Ara bé, ni el cas subcritic ni el cas supercritic
son compatibles amb la llei de Gutenberg-Richter, la qual presenta una distri-
buci6 d’energies en llei de poténcies, sense cap escala caracteristica. Unicament
el cas critic, p = 1/2, és capac de reproduir aquesta estadistica. Per tant, la
propagacié d’un terratremol al llarg d’una falla és un fenomen estocastic no
només en el sentit que no sabem qué passara després que un fragment llisqui
sind que, molt pitjor, en el cas critic la probabilitat que té ’activitat de créixer i
la de decréixer son iguals.

Cal remarcar que la concordanca dels resultats és qualitativa, pero no quan-
titativa, ja que el model déna & = 3/2 = 1.5 i en canvi per a terratréemols reals
s’ha trobat que ox ~ 5/3 ~ 1.67. A la subsecci6 segiient expliquem que el va-
lor 3/2 és robust, i que altres versions del procés de Galton-Watson condueixen
al mateix exponent. Yan Kagan ha estudiat a fons aquesta discrepancia entre la
modelitzacio i els terratrémols reals [16], i conclou que els mesuraments empi-
rics (els que permeten obtenir el moment sismic, o I’energia) contenen una serie
d’artificis operacionals que fan que el valor de ’exponent per a terratremols
creixi, i per tant, segons aquest autor, ambdos exponents serien realment més
propers i probablement compatibles.
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2.10 La funcio6 generatriu de la mida total de la poblacio

Ens movem ara als Estats Units, en plena Segona Guerra Mundial. Mentre els
soldats morien al camp de batalla i els civils patien els horrors de la «barbarie»,
un grup de cientifics es reunien en la tranquillitat de Los Alamos, Nou Méxic, amb
I'objectiu de fer recerca i desenvolupar les primeres bombes nuclears. Un dels
integrants d’aquest grup de privilegiats era el gran matematic polones Stanislaw
Ulam, contractat pel seu famoés collega John Von Neumann [33]. Juntament
amb David Hawkins —filosof de la ciéncia i el matematic amateur amb més
talent que mai va coneixer Ulam— es dedicaven a investigar la multiplicacio
de neutrons en reaccions nuclears en cadena, fent servir el que ara anomenem
processos de ramificaci6. Sembla que desconeixien per complet els treballs
pioners de Galton i Watson.
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FIGURA 9: El matematic poloneés Stanislaw Ulam, al costat de la versi6 ac-
tual de la primera pagina de [13], després que fos desclassificada. Aquesta
feina, que conté deduccions i formules importants per als processos de
ramificacio, va formar part de I'anomenat projecte Manhattan.

Hawkins i Ulam van provar, entre d’altres coses, que la funcié generatriu de
probabilitats g(x) de la mida total de la poblaci6 S = >;. Z; compleix, en els
casos subcritic i critic, que

9g(x) =xf(g(x)),

on, com de costum, f(x) és la funcié generatriu del nombre de descendents
d’un sol element. El que segueix a continuaci6 esta basat en aquells treballs del
projecte Manhattan [13], pero la nostra deducci6 és, segons com, més senzilla.
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El que per a nosaltres és la mida total de la poblacié correspon al nombre total
de neutrons generats durant una reaccio nuclear.

Primer de tot ens sera més util considerar la mida de la poblacié des de la
generacio6 1 fins a la T (per tant, sense comptar de moment la generaci6 zero).

Es a dir,
.
= Z Z
t=1

amb probabilitats ¢! = P(S; = ) i funcié generatriu gr (x) = S0qi" x*
Una mida total s entre les generacions 1 fins a T es pot descompondre en una
mida k a la primera generacio, amb probabilitat pg, i una mida s — k en les
restants T—1 generacions (dela2alaT), pero amb k elements inicials aixo passa
amb probabilitat qST L) (fixeu-vos que, amb la notaci6 actual, qS = q§T’1)).
Aleshores, per la llei de les probabilitats totals [26]

1,k)
= Z praT ",

excepte pera s = 0, on q(()T) = po. Si ara multipliquem per x° i sumem per a
tot s, des de O fins a oo, obtindrem al cant6 esquerre la funci6 generatriu de S,
que resulta ser

gT(x)—vo+ZZzo al" o xs —po+ka[Zq5T”‘ ]x"-

s=1k=1

Ara, el terme entre claudators és la funci6 generatriu de la mida acumulada
entre les generacions 1 i T, perd amb k elements inicials (és a dir, Z; = k enlloc
de Zp = 1). Com que les evolucions dels k individus inicials son independents en-
tre si, la mida resultant sera la suma de k variables aleatories independents,
cadascuna d’elles amb funci6 generatriu g--1, i per tant la funcié generatriu
total corresponent sera [g_1(x)]*:

(- 1k)
A5k

0

[Gr_1(0)]% =

The

Substituint a dalt, obtenim

Gr(x) = po+ Y prldea ()] %% = f(xgr-1(x)),
k=1
on hem introduit la definici6 de f(x) = fk(x).

Finalment, si volem comptar la generacié zero, hem d’afegir una variable
aleatoria amb funcié generatriu x (ja que Zy pren el valor 1 amb probabilitat 1),
i per tant la funcié generatriu de la mida acumulada entre les generacions 0i T
sera el producte g-(x) = xg(x). Aix0 ens porta a

g (x) = xf(gr-1(x)).
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Tornant a la mida total .
S=> 7,
t=0

la seva funci6é generatriu és g(x) = limr_« g+ (x). Si la probabilitat d’extincié
és 1, és a dir, si el sistema no és supercritic, aixo és equivalent a lim,_ « gr-1(x),
1 per tant tenim que
g(x) = xf(g(x)).

Aixi doncs, la solucié d’aquesta equacio, on f(x) és coneguda, és la funcio
generatriu que buscavem. En general no podrem resoldre aquesta equacio, pero
per a obtenir els moments de S de fet no ens caldra. Derivant respecte x tenim
que

g (x) = f(gx)) +xf (9(x))g" (x),
i prenent x = 1 i aillant,

11
) 1-m’

() =g'(1) = 1

que tendeix a infinit quan (K) = m = f'(1) tendeix a 1, és a dir, al punt critic.
Obviament, com ja hem dit, aquest resultat no es pot aplicar al cas supercritic,
m > 1, on la poblaci6 pot créixer fins a I'infinit amb probabilitat no nulla. Si
continuem derivant, obtenim de manera similar els moments d’ordre superior.
Aquest resultat, de fet, '’hauriem pogut obtenir directament, ja que
1
(SY =(Zo+Z1+Zo+-++) =(Z))+(Z1)+(Za)++ - - = 1l+m+m?+- - - = T
on la darrera igualtat només és valida en el cas subcritic, ja que altrament
(S) divergeix.
L’equacio6 per a g(x) es pot resoldre facilment en alguns casos (molt pocs).
Tornant al nostre cas binomial amb n = 2, on f(x) = (1 — p + px)?, tenim que
9(x) =xf(g(x)) =x(1-p+pg(x)°,

i per tant
1-2pgx =1 —-4pgx
2p2x

g(x) =

amb g = 1 — p. Ara, desenvolupant per Taylor 'arrel quadrada,

(o)

(25 — 1)l 25+1
J1—4pax =1-2pgx — w(vqx)”l,

s=1

observem que han aparegut novament els nimeros de Catalan i obtenim (vegeu
I'apéendix per als detalls),

z Cs(pax)*.

s=1

g(x) =

< Q
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Noteu també que unicament el cas de signe menys davant de I’arrel ens propor-
ciona realment una vertadera funcié generatriu. Per tant, els coeficients de x*
ens porten a

P(S=5s)= Csps—1q5+l’

per a s > 1. Aquest resultat és exactament el mateix que hem obtingut ante-
riorment. Aquest vegada, pero, no hem hagut de comptar arbres, perque els
numeros de Catalan han aparegut de forma natural en fer el desenvolupament
en serie (de fet, no era necessari ni coneixer-los!).

Per tant, hem confirmat que el model d’Otsuka amb una distribuci6 binomial
in = 2 porta a una llei de potencies amb exponent 3/2 per a la distribuci6
de la mida total de la poblacio. Pero el que realment ens agradaria és estudiar
com és de robust aquest exponent, ja que de fet el model és, com tots, una
simplificaci6 de la realitat, i per tant no voldriem que, en modificar el model,
s’obtinguessin comportaments totalment diferents.

Totique obtenir lallei de poténcies per a la distribucié de S és forca rebuscat
(al cap i a la fi, cal ajustar el parametre p a 1/2), si considerem altres casos
meés enlla del binomial, el comportament asimptotic en el cas critic segueix
sent una llei de poténcies amb exponent 3/2. Aix0 es pot demostrar fent
servir la féormula de Cauchy en el pla complex i suposant inicament variancia
finita,! vegeu [12, 25]. Per tant, més enlla de la robustesa, s’acostuma a parlar
d’universalitat per a referir-se a aquesta invariancia.

3 Autoorganitzacio i criticitat

La teoria de la pila de sorra —la criticitat
autoorganitzada— és irresistible com a me-
tafora.

Al Gore

Ara estem en condicions d’acceptar la correspondéncia entre un procés de
ramificacié critic i 'ocurréncia de terratremols, no només qualitativament sin6
també, si seguim els comentaris de Kagan [16], quantitativament. Per a fer
coincidir el nostre model amb la realitat, simplement hem d’agafar p = 1/2 (per
al model d’Otsuka binomial), 0 m = 1 (en general), i 'ajustament és realment
satisfactori, i de fet podriem finalitzar aqui la nostra cerca d’'un model.

Pero també podem anar un pas més enlla i preguntar-nos: com és que
els sistemes tectonics (i altres geosistemes relacionats amb les catastrofes
naturals) estan sempre en un estat aparentment critic? Pot tractar-se d’'una pura
coincidéncia? Per al cas de la reproducci6 d’éssers vius, hom podria empescar-
se un argument de tipus evolucionista. Imaginem una seérie d’illes, totalment
aillades entre si, i cadascuna habitada per una poblaci6é que segueix un procés de
Galton-Watson, pero amb un valor diferent del parametre p (o m). Sens dubte,

1 Aquest resultat, pero, no es manté per al cas de variancia infinita; vegeu [30].
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les illes amb poblacions subcritiques quedaran desertes al cap de cert nombre
de generacions. Pel que fa a les poblacions supercritiques, o bé s’extingiran o
bé explotaran exponencialment, i en aquest cas suposem que la poblaci6 es
collapsara per I'exhauriment dels recursos (aquest ingredient no forma part
del model original de Galton-Watson). En el cas critic les poblacions també
s’extingiran, pero per a algunes (poques) d’aquestes illes la poblaci6é podra
sobreviure durant molt de temps, moltissim més que en els altres dos casos. Per
tant, al cap d’'un cert temps només trobariem poblacions critiques, que serien
les més adaptades a ’entorn que els hi hem proporcionat.

3.1 Procés de ramificacié autoorganitzat

De tota manera, I’escenari evolutiu tot just descrit no es pot aplicar a sistemes
tectonics, per als quals quan un procés (el terratrémol) s’extingeix, tard o d’hora
en comenca un de nou. La situaci6 dels terratrémols correspondria, més aviat,
a trobar tots els materials magnetics de la Terra al llindar de la magnetitzacio,
o equivalentment a trobar cada material a la seva corresponent temperatura
de Curie. Aleshores, potser pensariem que algun mecanisme esta forcant la
criticitat, fent variar la temperatura en funcié de la magnetitzacio i mantenint
aquesta al voltant de la transicio. En resum, sospitariem que algun mecanisme
de retroalimentaci6 interrelaciona els dos parametres [28].

Zapperi et al. [35] proposen un model d’aquest tipus. Comencen amb un
procés de ramificaci6é estandard, pero introdueixen algunes modificacions im-
portants:

e Limiten el nombre de generacions a un maxim de 1, pertant 0 <t < T.
Aix0 vol dir que després de la generacié T el procés ja no continua.

e Quan el procés s’acaba, bé en arribar a la generacié T bé perque s’extingeix
abans, es torna a generar un procés nou, comencant novament amb un tinic
element, o sigui, Zp = 1. Aquest procés nou constituira el que anomenarem
una nova realitzacio, que enumerarem amb l'index T. La clau d’aquest
model és que els parametres poden canviar de realitzacié en realitzacio.
Aix0 es fa de tal manera que quan el procés es subcritic (m < 1), la
mitjana m del nombre de descendents per element tingui tendéncia a
augmentar; i en canvi quan el procés és supercritic (m > 1), la mitjana m
tendeixi a disminuir. La idea és transformar el cas critic m = 1 en un
atractor del sistema.

Com a exemple concret, tornem al nostre cas particular, la distribuci6 bi-
nomial amb dos intents de reproduccio6 i una probabilitat p d’exit associada
a cada intent. Com ja sabem, p < 1/2, p = 1/2ip > 1/2 corresponen als
casos subcritic, critic i supercritic, respectivament. La dinamica proposada per
Zapperi et al. a [35] esta basada en Z;, el nombre d’elements a la darrera gene-
racio T. Aquesta dinamica consisteix a fer variar p de realitzaci6é en realitzaci6
mitjancant la formula

1-Z:(p(1),T)
N )

p(T+1)=p(T)+
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essent T I'index discret que compta el nombre de realitzacions del procés (i que
cal no confondre amb t) i N un nimero molt gran (N > T de moment). Per tant,
si el procés s’extingeix abans d’arribar a la darrera generaci6 possible, Z+ és 0 i
el parametre p augmenta en 1/N, una quantitat molt petita en el limit N — co.
Per altra banda, si el nombre d’elements a la generacié T és més gran que 1,
p disminueix en (Z+ — 1)/N.

Sabent que el valor esperat de Z; és m7, on m és la mitjana de la distribucio
de descendencia (m = 2p en el nostre cas binomial particular), introduim ara
un terme de soroll n per a tenir en compte les fluctuacions de Z; al voltant
de la mitjana, és a dir, n = Z; — m7. Obviament, (n) = 0 per construccio. Si,
per uns moments, ignorem el terme de soroll a I'equacié de p(T + 1), la part
determinista és

1- (va)T_

p(T+1) =F(p(T)) = p(T) + N

Aix0 no és més que un sistema dinamic discret, o un mapa [2], que té un punt
fix donat per la solucié de p* = F(p*) que resulta ser p* = 1/2. A més a més,
el punt fix és un atractor [2], ja que |F'(p*)| < 1, pel fet que T < N.

Per a N molt gran el terme de soroll n/N tindra un efecte negligible, i
per tant el sistema estocastic evolucionara cap al punt fix previst per la part
determinista, més algunes petites fluctuacions aleatories entorn seu. Noteu que
aquest punt fix correspon al punt critic del procés de ramificaci6. L’evolucio
espontania d’un sistema cap a un estat amb una certa estructura o ordre
s’anomena autoorganitzaci6 i hi ha exemples ben coneguts (els patrons de
convecci6 als fluids o I'autoregulacié dels mercats). En el nostre cas parlem
de procés de ramificacié autoorganitzat; més endavant veurem quin ordre o
estructura esta associat a I’estat critic.

De tota manera, s’ha de pagar un preu per obtenir criticitat de manera
espontania. Com que el procés s’interromp a la generacio T, la distribuci6 de
la grandaria del procés, P(S = s), ja no sera exactament una llei de potencies,
tot i que el procés sigui critic, sind que tindrem desviacions pels valors més
grans de s. Fins i tot, si T fos molt petit, la distribuci6é resultant tindria poc a
veure amb una llei de potencies. No obstant aixo, fent T prou gran ens podrem
aproximar tant com vulguem a la llei de poténcies.

Resumint, el que Zapperi et al. van introduir és un procés de ramificacio
que s’autoorganitza cap a un estat critic, tot i que la dinamica que proposen
sembla més aviat arbitraria. Correspondria, en ’exemple de les illes, a tenir
un déu creador que, quan una poblacié s’extingeix, en crea una altra pero
modificant adequadament la seva tassa de reproduccio, fins a acabar arribant a
una poblaci6 critica, o sigui, en equilibri entre I’extincio i I'explosié demografica.
Arabé, com es podria implementar aquest tipus de control global (que fa canviar
els parametres p de tots els elements alhora) en un sistema real, on hom espera
que les interaccions entre elements siguin purament locals i no hi hagi cap
controlador omniscient?



34 Alvaro Corral i Francesc Font-Clos

3.2 Criticitat autoorganitzada

El procés de ramificaci6 autoorganitzat de Zapperi et al. de fet s’emmarca de
manera natural en la noci6 de criticitat autoorganitzada, creada per Per Bak i
els seus collaboradors als anys vuitanta del segle passat [4, 14, 6]. Tot i que ara
no és rellevant per als nostres proposits, val la pena dir que aquests autors no
estaven interessats en el problema de les lleis de poténcies en desastres naturals
(ja que no el coneixien), sin6 que els preocupaven altres problemes similars
en fisica de la materia condensada com ara les ones de densitat de carrega, el
soroll del tipus «1/f» ila ubiquitat de les estructures fractals a la natura. Pero
avui dia la criticitat autoorganitzada és molt més acceptada com a explicacio
de fenomens catastrofics (tant a geociéncia com per a les flamarades solars,
I’extinci6 de les especies, etc. [4]) que pel que va ser originalment proposada.
Llavors, malgrat el desconeixement inicial dels autors, aquests van trobar un
mecanisme molt factible per reproduir 'estadistica dels desastres naturals.
Com hem vist al llarg d’aquest article, sembla que la falta d’informaci6 és una
caracteristica comuna en I’evoluci6 de la ciéncia.

Per a illustrar les seves idees, Bak et al. van utilitzar la metafora de la pila de
sorra. Hem de reconeixer que la pila de sorra amb la qual tractarem nosaltres és
una mica esoteérica; més endavant justificarem per que i quan pot representar
una pila de sorra real. Considerem un sistema format per un gran nombre de
celles, on cada cella pot emmagatzemar un cert nombre de paquets discrets
(o particules), de manera que quan se supera aquest maxim alguns paquets es
distribueixen entre els veins (de moment no cal entrar en detalls, pero per veins
entendrem les celles més properes a una donada). La situaci6 és analoga al que
passa a les oficines d'un ministeri o una conselleria: cada burocrata té una série
de documents o papers (els paquets) a la seva taula, pero quan el nombre de
documents és massa gran, decideix solucionar-ho simplement passant alguns
dels documents als companys de les taules del costat, i aixi successivament
(vegeu figura 10). Inesperadament, aquest comportament tan senzill donara
lloc a una dinamica molt interessant.

Per tal de concretar una mica, considerem un reticle hipercubic en d di-
mensions on cada cella pot emmagatzemar només un paquet; si arriba un
segon paquet, la cella reenviara els dos paquets a altres celles, escollides alea-
toriament i independent entre els 2d veins més propers (que seran les celles
adjacents). Si, després d’aquest procés, el nombre de paquets encara és superior
a 1 (cosa que pot passar si la cella havia rebut més d'un paquet), el procés es
repeteix. Totes les celles duen a terme aquest procés de manera simultania, és
a dir, seguint un rellotge comu que marca el temps t, el que es coneix com a
actualitzaci6 en parallel. A més a més, el sistema és obert: pot haver-hi una
pérdua de paquets cap a I'exterior (fora del reticle). Aixo passa quan una cella
de la frontera selecciona com a desti d'un paquet una altra cella que esta fora
dels limits del sistema; en el cas dels burocrates tenim el mateix quan algua
d’ells llenca un document per la finestra.
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FIGURA 10: Il1ustracié del model de pila de sorra entés com una parodia
de la burocracia. Del llibre de Bak [4].

Obviament, aquest procés pot engegar una allau de transferéncies de paquets,
que només s’atura quan totes les celles tenen un paquet com a molt. Quan
s’arriba a aquest punt, el sistema és pertorbat afegint un paquet addicional a
una cella escollida de manera aleatoria, cosa que reactiva la dinamica, o no.
Mentre no hi hagi activitat (totes les celles estan per sota del llindar) es van
afegint paquets a celles aleatories. D’aquesta manera es defineix una nova
escala temporal, que denotarem per T (tal com féiem a la subsecci6 anterior); o
sigui, T compta el nombre de paquets afegits. Notem que tenim dues escales
temporals ben separades: I'’escala rapida, assenyalada per t, que compta els
passos de I'allau, i ’escala lenta, marcada per T.

Les regles tot just descrites verbalment poden també expressar-se matema-
ticament, és clar. Siguin j, k, n, vectors que identifiquen les celles al reticle
d-dimensional i sigui z; la quantitat de paquets continguts a la cella j. A més,
nn(j) representa dos veins aleatoris de la cella j, triats uniformement i inde-
pendent entre els 2d veins més propers; per la seva banda, rand representa una
cella del reticle triada aleatoriament, de manera uniforme sobre tot el reticle.
Les tries aleatories s’actualitzen a cada pas, de manera independent. Les fletxes
fines indicaran que una variable passa a prendre un altre valor, tal com es
programaria en un ordinador amb el signe d’igualtat. Llavors les regles son:

. Zi - zij =2,
sizj=2 => J J

Znn() — ZnnG) 1,
sizy<2Vk = z,-2z,+1ambmn =rand,

que es poden iterar ad infinitum. La primera regla, la de la relaxacio, defineix
I’escala de temps rapida, donada per t, mentre que la segona, la de I’addicio,
defineix I'’escala lenta, donada per T. L’existéncia de dues escales de temps
fa farragosa la notacio i per aixo prescindim d’etiquetes temporals. Repetim
que la regla de relaxaci6é s’ha d’aplicar en parallel, simultaniament, a totes les
celles j que verifiquin la condici6 llindar.
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Aquestes regles defineixen un automat cellular: un sistema dinamic on
I'espai, el temps i la variable definida sobre aquests son tots discrets; aquests
automats poden donar lloc a comportaments d'una gran complexitat. De fet,
ens trobem davant d'un sistema complex, en el sentit que esta constituit per
molts elements (les celles) que interaccionen entre si de tal manera que el
comportament collectiu, de tot el sistema, sera més que la simple suma dels
comportaments individuals, com ja veurem. Tenim exemples de sistemes com-
plexos en gairebé qualsevol estructura realment interessant: la céllula, el cervell,
els ecosistemes, I'economia, les xarxes socials, el clima... La ciencia emergent
dels sistemes complexos tracta d’aportar una nova perspectiva a 'estudi d’a-
questa mena de sistemes. Hom pot endevinar que es tracta d’una disciplina
clarament transversal.

Tornant al nostre model, seguint les seves regles senzilles, el nombre total
de paquets al sistema evoluciona de la manera segiient, entre una pertorbacioé T
ila segiient T + 1:

M(T+1)=M(T) +1—drop(T),

on «drop» és el nombre de paquets que el sistema expulsa. Es a dir, entre cada
addici6 de paquets i la segiient, la massa M del sistema s’incrementa pel paquet
que hem afegit i disminueix pel nombre de paquets que surten per la frontera
durant I'allau (si aquesta té lloc). El parametre central d’aquest model és p,
definit aqui per a cada cella com la probabilitat de tenir un sol paquet (just
abans d’afegir un paquet, o sigui, quan la transferéncia de paquets ha cessat).
Veurem com p es relaciona amb M. En un principi, p depen de la posici6é de cada
cella al reticle (les que estan més a prop del contorn tindran una probabilitat
diferent de les que no ho estan) i hauriem d’afegir-li un index espacial.

No obstant aix0, per a poder tractar matematicament el sistema, treballarem
en I'anomenada aproximaci6é de camp mitja [6], on veurem que p esdevé un
parametre geneéric de tot el sistema. En realitat, I’aproximacié de camp mitja,
més que una aproximacié és una redefinicio del sistema, que fa canviar alguna
caracteristica d’aquest pero sense alterar-ne I’esséncia. Ara ho veurem. Una
manera d’'implementar el camp mitja és considerar que el reticle d-dimensional
és de dimensio infinita, o sigui, en el limit d — oo (tot i que el sistema que ens
interessi pugui tenir d = 2, com ala figura 10). Una altra opcio6 és suposar que els
veins no son els més propers a la cella sin6 qualsevol cella triada aleatoriament
entre totes les del sistema, i s’actualitzen aquestes tries aleatories cada vegada.
Ambdues eleccions so6n equivalents perque la propagacié dels paquets al sistema
no formara bucles: la probabilitat que un paquet torni a la cella d’on venia
tendeix a zero en aquests dos casos (si el sistema és suficientment gran en
el cas de triar la versié de veins aleatoris); igualment, la probabilitat que dos
paquets arribin a la mateixa cella tendira a zero.

Llavors, en 'aproximacié de camp mitja no hi ha correlacié entre ’estat de
les celles, i aquestes sOn equivalents, i per tant la probabilitat que una cella
qualsevol contingui un paquet vindra donada pel nombre de paquets M dividit
pel nombre de celles del sistema, que anomenem aqui N, o sigui, p = M/N (les
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celles o tenen un paquet o no en tenen cap, quan no hi ha activitat). Aquesta
probabilitat, per les regles del model, és igual a la probabilitat que una cella
deixi anar dos paquets quan en rep un, o sigui, es relaxi. Aixo es pot considerar
un intent de reproduccio6 exitos, pero aquesta cella no sera la cella mare sin6 la
filla, és a dir, aquesta cella sera filla de la cella que li va transferir els paquets.
La cella filla podra donar lloc a descendéncia o no, depenent de si les celles que
després rebin els paquets es relaxin o no. Veiem, doncs, que les relaxacions es
propaguen pel sistema com un procés de ramificacié binomial amb parametre p,
i amb només 0, 1 o 2 filles. Si dividim ’equaci6 de la massa al sistema per N,
obtenim
1 — drop(T)
N ’

que és practicament idéntica a I'equaci6 introduida per Zapperi et al. [35] en
el procés de ramificacié autoorganitzat de la subsecci6 anterior, i que ens diu
que, en aquest model de camp mitja, la probabilitat de reproducci6é en cada
intent evoluciona d’aquesta manera (a I'’escala de temps lenta). O sigui, en una
allau les relaxacions es propaguen com un procés de ramificacié pero, a més
a més, entre allau i allau, el parametre p canvia de la manera proposada per
Zapperi i els seus collaboradors. Cal remarcar, pero, que aixo s’ha aconseguit
sense actuar globalment sobre totes les celles. Es tot el sistema el que regula
el seu propi valor de p, a través del balanc¢ entre I’'addici6 de paquets ila seva
sortida pels contorns.

Tal com hem analitzat a la subsecci6 anterior, el sistema tendira, excepte per
a petites fluctuacions, a un estat en el qual el nombre mitja de paquets que surtin
sigui (drop) = 1. Llavors, a I'aproximacié de camp mitja hem d’implementar o
redefinir les condicions de contorn de tal manera que el punt critic correspongui
a aquesta situacié. Simplement podem agafar la mateixa regla que Zapperi et al.,
que és que les allaus es dissipin espontaniament després d’'un nombre fixat T
de passos de temps. O sigui, les celles que es relaxen a la generacié T envien
els seus paquets fora del sistema. Aixo fa que (drop) = 2(Z;) = 2mT =1, que
dona m = 1/21/7 i que tendeixi al punt critic m = 1 quan T tendeix a infinit. De
tota manera, aquesta tria per a les condicions de contorn no és I'tinica possible.

Aixi doncs, 'aproximacio de camp mitja ens permet relacionar el models de
pila de sorra amb un procés de ramificacio critic, i per tant, la distribuci6
de la grandaria de les allaus a aquesta versié de la pila seguira una llei de
potencies, amb exponent 3/2. De fet, com hem dit, esperem alguna petita
desviaci6 respecte a aquest comportament, a causa dels efectes introduits per
les condicions de contorn, que equivalen a tenir una grandaria del sistema finita.
Llavors, si el sistema és finit, no podem tenir allaus arbitrariament grans, pero
ens hi podrem acostar molt. Per al model de pila de sorra original, sense fer
I'aproximaci6 de camp mitja (amb interaccions locals i amb dimensi6 petita), els
resultats seran diferents. Pero simullacions per ordinador mostren que el camp
mitja dona una explicacié qualitativa del comportament de la pila; en particular,
s’obté normalment una distribuci6 de llei de poténcies pero amb exponent
diferent de 3/2. A més, les regles d’interacci6 local donen lloc a correlacions

p(T+1)=p(T)+
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espacials i a estructures, i per aixo té sentit parlar d’'una autoorganitzacio cap a
la criticitat, per 'existéncia precisament d’aquestes estructures al sistema.

3.3 Models de piles de sorra

Hem parlat tota I'estona de piles de sorra, pero queé té a veure la transferéncia
de paquets descrita amb una pila real? La clau és que els paquets que es transfe-
reixen no son grans de sorra, sin6 unitats de pendent d’'una pila bidimensional.
Si j ésun index de posicio que vad’l a L (on L és la grandaria lineal del sistema),
definim l'al¢ada de la pila a la posici6 j com a hj = hj.1 + z;, comencant pel
valor de j més gran amb h; = z;. Recordem que z; era el nombre de paquets a
la posici6 j, i ara resulta que esdevé el pendent de la pila en aquesta posicio.
Fem notar que sent la pila bidimensional (vegeu figura 11), les variables z; i h;
estan definides sobre una dimensio, i per tant, d = 1.

Per tenir I’equivaléncia amb una hipotética pila de sorra cal encara una petita
modificaci6 de les regles: en comptes que quan una cella j es relaxa aquesta
envia dos paquets a veins triats aleatoriament, ara fem que s’envii un paquet al
vei j—1iunaltre al j + 1, per tant, nn(j) s’ha de redefinir comann(j) = j+1
(aquest canvi no altera el comportament de camp mitja del model, perque a
camp mitja es redefineixen els veins). Llavors, és immediat comprovar que les
regles resulten ser les segiients:

. hy - hj -1
Sthj—hjer =2 7 {hj+1—'hj+1+1

sihy —hg1<2Vk = hy—-hy+1peram=<mnambn=rand.

Tenim llavors un automat cellular que representa una pila de grans de tal
manera que quan el pendent a j és més gran o igual que 2, un gra salta de j
a j + 1 (cap ala dreta, segons la figura). Noteu que per construccié del model
mai arribarem a la situacié simetrica, pendent més petit o igual a —2, i aixi
el flux de grans sempre sera cap a valors de j més grans, o sigui, d’esquerra
a dreta. La condici6 de contorn oberta per al pendent z a j = L no déna una
condici6 de contorn creible per a h, i és més convenient canviar-la. Per tenir la
situaci6 experimental d’una pila oberta per la dreta (segons la figura), donada
per hr+1 = 0 resulta que obtenim per alarelaxacid a j = Llareglaz; — z; — 1
(el pendent passaria a conservar-se al contorn dret). De fet, aquesta condici6 ja
estava implicita a la tria hy = z;.

Un altre canvi possible al model pot ser afegir només un gra de sorra durant
I’addicié (en comptes d'un paquet, o sigui, una unitat de pendent); aixo0 és,
h, - hy, + 11illavors z, — z, + 1 pero amb z,-; — z,-1 — 1. Existeixen
moltissimes variants d’aquestes regles que defineixen diferents models de piles
de sorra, a vegades amb poca connexioé amb el que hauria de ser una pila de
sorra real. Recordem, al final, que aquests models pretenen ser en el fons una
metafora de 'aparici6é espontania de criticitat a la natura, i en principi no hi ha
un interés especific a estudiar per se els medis granulars. Aixo seria una altra
historia.
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Aquests models poden ser utils per descriure un altre tipus de fenomen: el
creixement de superficies (per exemple, un fluid que penetra en un altre medi).
Si fem que la variable H; compti el nombre total de relaxacions a la posicio j
(des de l'instant inicial) i si la condicio inicial de la pila és buida (h; = 0 per a
tot j) i addicio de grans es fa només a j = 1, llavors la variable H; defineix
I’'avenc d’una interfase estirada des de j = 1. El gradient d’aquesta interfase
dona l'al¢ada de la pila, aixo és, hj = Hj_1 — Hj, amb Hp = T, o sigui, el nombre
total de grans afegits. Amb aquest tema podriem seguir molt més pero se’ns
acaba l'espai i el temps...

FIGURA 11: La «metafora» de la pila de sorra, per al cas bidimensional,
s’ha arribat a estudiar experimentalment. La installaci6 de la fotografia
(cortesia de K. Christensen) utilitza dos plafons per a constrenyir la pila
(de fet, dues piles), i arros en comptes de sorra.

4 Conclusions

Hem comencat aquest article mostrant algunes propietats estadistiques interes-
sants de 'ocurrencia de terratrémols, i hem acabat jugant amb piles de sorra
d’infinites dimensions que modelen la criticitat autoorganitzada. I, mentrestant,
hem tingut temps d’aprendre quatre coses dels processos de ramificacio. Potser
ara és el moment de recapitular, de posar els continguts en perspectiva i d’es-
bossar algunes conclusions per al nostre objecte d’estudi inicial: els desastres
naturals.
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D’entrada, sense fer referéencia a cap model, només mirant les dades ja
podem dir forca coses: els terratremols i altres desastres naturals segueixen una
distribucio tipus llei de poténcies per la mida de la seva grandaria, encara que en
alguns casos amb una disminucié exponencial afegida a causa de 'efecte de la
finitud del sistema (la Terra és finita!). I encara més: per als valors dels exponents
que s’han trobat, aquesta distribucio implica que els grans esdeveniments, tot
i que poc freqlients, son els que més contribueixen a la devastacié global.

Pel que fa al model d’Otsuka, hem mostrat com es poden recuperar les
propietats estadistiques de 'ocurréncia real de terratremols (i d’altres desastres
naturals) mitjancant un procés estocastic en cascada raonablement simple per
a les dinamiques locals dels segments de les falles tectoniques, i amb I’ajuda
del formalisme matematic dels processos de ramificacio. Es molt important
remarcar aquest punt, perqué constitueix un pont entre dues escales obser-
vacionals diferents: la microescala de la dinamica local i la macroescala del
comportament estadistic global.

Ara bé, el model d’Otsuka no és més que un cas particular del procés de
ramificacié de Galton-Watson. Es per aix0 que, primerament, hem presentat
de manera planera els principals resultats coneguts per a aquest tipus de
processos (principals segons els nostres interessos, és clar). Hem explicat
com, mitjancant la maquinaria de les funcions generatrius, es pot trobar una
féormula per a I'activitat (o poblacié) a qualsevol generacié del procés. En el
limit d’infinites generacions s’obté la probabilitat d’extinci6, que mostra un
brusc canvi de comportament entre dos regims clarament diferenciats: extincié
segura quan el nombre mitja de descendents és inferior a 1, i la possibilitat de
no extincié quan és superior a 1. També hem obtingut una expressio per a la
probabilitat de la mida total del procés, és a dir, la poblacié que ha nascut en
total, o, equivalentment, I’energia total radiada per un terratrémol. Es justament
a la frontera d’aquests dos regims, és a dir, al punt critic de la transici6 de fase,
on s’obtenen distribucions compatibles amb les dades reals de terratremols
i altres fenomens. En el nostre cas, apareix una distribucié de poténcies amb
exponent 3/2; pero llavors cal explicar quin mecanisme seria el responsable de
conduir la Terra cap a aquest estat critic.

En aquest sentit, hem mostrat com es pot transformar el punt critic en un
atractor del sistema, fent servir un mecanisme de retroalimentacio6 forca senzill.
Cal que una condici6 global, relacionada amb la dissipaci6 a la frontera, actui
sobre la probabilitat d’activacio, de manera que quan aquesta probabilitat és
massa baixa, augmenti, i quan és massa alta, disminueixi. Els models de piles de
sorra, en el limit ideal d’infinites dimensions, implementen de manera natural
aquest mecanisme mitjancant el transport de particules a través del sistema
fins a la frontera, on es dissipen. El nombre de particules regula I'activitat del
sistema.

Finalment, cal comentar que la génesi de sistema complex que hem explicat
(comencant per un simple procés de ramificacio i complicant-ho fins a arribar
a un model de pila de sorra amb molts elements que actuen localment) no
constitueix la manera natural com es desenvolupen aquestes idees. Més aviat
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és al contrari; o ni tan sols aix0, més aviat no es pot fer la connexi6 entre
un sistema complex i una dinamica simple. En general, per les limitacions
inherents que plantegen els sistemes complexos, els models en aquest camp
no poden ser més que una caricatura de les interaccions reals al sistema. Tot
i aix0, només imposant a més a més I'aproximacié de camp mitja hom pot
establir la connexié amb un sistema simple. Pero I'aproximacié de camp mitja
en la majoria dels casos resulta estar ben allunyada del model inicial, almenys
quantitativament. Resoldre models reticulars, amb interaccions no globals,
és terriblement complicat, i ara mateix els investigadors s’han de refiar de
simulacions numeriques, ja que no hi ha resultats analitics exactes disponibles,
excepte comptades excepcions (un conjunt de mesura nulla, segurament). Pero
també és cert que aixo fa encara més interessants els problemes matematics que
plantegen aquests sistemes. Sens dubte, els investigadors encara se n’hauran
d’ocupar durant décades!

A Apeéendix
A.1 Dissipaci6 d’energia a les escales més grans

Considerem una distribucié de poténcies continua, definida, per simplificar
pero sense perdua de generalitat, entre 1 i oo, amb funci6 de densitat

1

Demostrarem que, donat v > 2, existeixen valors de « tals que la contribu-
ci6 d’'un interval 1 < x < ¢ al valor esperat de x és sempre menor que la
contribucio de ¢ < x < r¢, independentment de la grandaria de c.

La contribuci6 de l'interval a < x < ¢ al valor esperat de x és

C
J xD(x)dx oc c?2~% — g2«
a

i, per tant,
rc
J xD(x)dx oc c?~*(¥r?~% - 1).

[

Per tal que la darrera integral sigui més gran que l'anterior sera suficient
demanar que
(r2 % —1)c? ® > 27,

Per tant, 72~ > 2 i aix0 implica que
x < 2 —log, 2.

Per a r = 10, la condici6 suficient resulta ser « < 1.699. En el cas de I'’energia
radiada pels terratremols, « =~ 1 + 2b/3 =~ 1.667, i per tant la condicio es
compleix. Aixo si, valors de « lleugerament superiors violarien la condicio.



42 Alvaro Corral i Francesc Font-Clos

Tot i aixo, la tria de » = 10 no té res d’especial (no és cap numero magic!) i
la condici6 es compleix per a valors de ¥ més grans. Per a ¥ = 2 la condicio
dictaria que @ < 1, cosa que no és un exponent acceptable per a una llei de
poténcies (no seria normalitzable).

A.2 Demostracio rigorosa de la probabilitat d’extincié

Més enlla d’arguments grafics (vegeu la figura 5), volem donar una prova total-
ment rigorosa del calcul de la probabilitat d’extincié en un procés de Galton-
Watson, que ve donada per

Pext = tlimft(O),

on Py només esta ben definida quan el limit existeix. Per a veure que aixo
sempre passa, observem que Z; = 0 = Z;,q = 0. Per tant, {Z; = 0} C {Zt+1 =
0}iP(Z = 0) < P(Zi41 = 0), i per tant f1(0) < ff*1(0) o, dit d'una altra
manera, (f*) és una successio creixent. Com que f([0,1]) c [0,1], podem
concloure que ff(0) esta fitada i per tant té limit. Per continuar la nostra
demostracio, sera convenient tractar per separat els casos m < 1im > 1.

A.2.1 Elcasm < 1: Com que la funcié f(x) és concava per a x > 0, sempre
esta per sobre de qualsevol recta tangent a aquesta [31]. En particular, si
considerem la tangent a f(x) pel punt (1, 1), tenim que

fx)>1+mx—-1)> x.

Per tant f(x) > x pera0 < x < 1. Es facil comprovar, també, que f (Pext) = Pext,
f(tlimft(O)) = lim £(f1(0)) = lim £**1(0) = lim *(0),

i obviament 0 < Pey¢ < 1. Per tant, tenim que f(Poxt) = Pext amb 0 < Py <
1. Resumint, Pey és un punt fix de f(x) a l'interval [0,1], pero f(x) > x
(estrictament) a [0, 1). Queda clar, doncs, que I'nica opcid que resta és Peyt = 1.

A.2.2 Elcas m > 1: En aquest cas, comencarem demostrant que Peyx; + 1.
Tal com acabem de veure, (f!) és una successio creixent. A més, com que f(x)
és continua i f'(1) = m > 1, tenim que f(x) < x perax € (1 —¢,1) per aun
cert € > 0. Per tant, f1(0) ¢ (1 —¢,1) per a tot t (ja que llavors decreixeria).
Aix0 voldria dir que 1"anica manera en qué f*(0) pot tenir limit 1 seria «saltar
per sobre» de l'interval (1 — €,1), és a dir, mitjancant un y < 1 — € tal que
f(y) = 1. Pero aquest y no pot existir, perqué aleshores f’(x) < 0 en algun
punt entre y i 1.

A continuacié veurem que '’equacié f(x*) = x* té una tnica soluci6 a
Iinterval [0, 1). Ja sabem que hi ha d’haver, com a minim, una solucio, ja que
f(0) >0,if(x)<xa(l-¢,1)(aquiusem el teorema de Boltzano pera f (x)—x).
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Per a veure que la soluci6 és tnica, suposem que n’hi ha dues, 0 < x; < x» < 1.
Com que f(1) = 1, el teorema de Rolle implicaria que existeixen dos punts,
Y1, Yo, tals que f'(y1) = f'(y2) = 1ix1 < 1 < x2 <y < 1. Pero aixo és
impossible ja que f"' > (x) = 0 a [0,1], i per tant f'(x) és creixent i injectiva
a[0,1].

Per tant, si Pext + 1 pero f(Pext) = Pext, aleshores Pey ha de ser 1'nica
soluci6 de f(x*) = x* a[0,1).

Si volguéssim ser totalment rigorosos, hauriem de tractar per separat alguns
casos patologics, pero ho ometrem perqué sén sempre situacions sense interes
real. Per exemple, el cas f(x) = x obviament no té una unica solucio, i per tant
la demostracié no s’hi aplica, pero correspon a una situacio gens interessant:
p1 = 11ipg = 0 per a tot k # 1. De totes maneres, aquests casos patologics
sempre corresponen al cas pg + p1 = 1; en cas contrari la concavitat esta
garantida. Més detalls en general de la demostracié d’aquest apéndix es troben
a l'article de Jolis [15].

A.3 Els nimeros de Catalan

Els nimeros de Catalan no deuen el seu nom a cap homenatge al nostre pais,
sin6 al matematic francobelga del segle x1x Eugene Charles Catalan (tot i que,
de fet, és raonable suposar que va tenir algun avantpassat catala). Els «seus»
numeros permeten comptar una gran varietat d’objectes [32], incloent-hi els
arbres amb arrel que apareixen en I'estudi dels processos de ramificacié quan
el nombre de branques només pot ser 0, 1 o 2.

Un arbre de mida s es pot descompondre en I’arrel (que correspon a la
generacié zero) i els restants s — 1 nodes. Aquests, al seu torn, es poden
classificar segons a quina branca pertanyin, i per tant tenim una quantitat
variable de nodes a la primera branca, 0,1,...,s — 1 i la resta a la segona,
s—1,s—2,...,1,0 respectivament. Per tant, el nombre d’arbres de mida s, Cs,
compleix que,

Cs =CoCs-1 + C1Cs2 + -+ - + Cs2Cy + Cs-1Co,
on prenem Cy = 1, ja que hi ha una sola manera de tenir mida 0. D’aqui obtenim

C1=(Co)* =1,

Co =2Cy(C =2,

C3 =2CoCe + (C1)* =5,
Cy =2C3C) +2C2C = 14,

i per tant aquesta senzilla recursio genera tots els numeros de Catalan. Per al
lector curiés hem inclos la figura 12, on es mostren tots els possibles arbres
amb arrel amb no més de dues branques per node, fins a la mida 4.
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FIGURA 12: Tots els arbres amb arrel amb un maxim de dues branques
per node, fins a la mida s = 4. El nombre d’arbres de mida s ve donat
per Cs, I’s-esim nimero de Catalan.

Ara bé, si el que busquem és un forma explicita per a Cs, caldra definir-ne la
funci6 generatriu

h(x)=Co+Cix+Cox?+-+-=> Cex*.
5=0

Es possible obtenir una expressio per a h(x) fent servir només les propietats
dels numeros de Catalan. El truc consisteix a calcular el quadrat de h(x):

[ee]

o0 2 (o)
[h(x)]* = [Z Csxf] = > GCjx™i =% [ > Cicj] x5 =
s=0 i,j=0 s=0 "i+j=s
_—
Csi1

TR LY

s=0
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i, fent servir que Cy = 1, arribem a

+ 41 4x

hix) = 2x

Una d’aquestes dues funcions (segons el signe de +) ha de ser, per tant, la
funci6 generatriu dels nimeros de Catalan. El que pretenem ara és, simplement,
recuperar aquests niimeros a partir de la seva funcié generatriu. Fent servir el
desenvolupament de Taylor de /1 — x al voltant de x = 0 i substituint a h(x)
és facil veure que només el signe menys pot correspondre a la funci6 generatriu,
i per tant

1 i (25 — 1)N2s+1 s i (25 — 1)N2$

ha) =1+5% G+ 1) Tan X

s=1

s=1
d’on obtenim la nostra primera expressio explicita per als nameros de Catalan,

_ (2s = 1)N2¢
C5_7(3+1)! peras > 1.

Si volem una expressio més agradable, podem fer servir que

(25)! = (2s)11(2s — N = 5125(25 — 1)

oo @t 1 (2
U sls+ 1) s+1\s )

que és I’expressio més habitual per als nimeros de Catalan, valida ara per a
tot s = 0.

i aleshores arribem a

A.4 Normalitzacio i no-normalitzacio de la distribucio de la mida total

Passem ara a illustrar com la distribuci6 de la mida total del procés, P(S = s),
esta normalitzada només en els casos subcritic i critic. Per a la distribuci6 del
nombre de descendents utilitzarem com a exemple la distribuci6é binomial amb
k=0,112.Alasecci6 2.9 hem vist que

_ _ 1 2s s—1 _ s+1 _
P(S—s)—5+1<s>p (1-p) ambs=1,2,...

Fent servir la funci6é generatriu dels nimeros de Catalan, és possible comprovar
que aquesta expressio nomeés esta normalitzada per a p < 1/2, pero no per p >

1/2. Per a veure-ho, considerem novament la funcié generatriu dels ntimeros
de Catalan, que acabem d’obtenir a la secci6 anterior de I'apéndix:

1-+1-4x

hix) =) Cix* = 5%

s=0
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Aleshores, introduint g = 1 — p,
SPis=9=23cpa) = Lnpa) - 1),
s=1 p s=1 p

i fent servir 'expressio per a h(x), resulta

hipa) - 1-T—4pq _ 1—4/(1-2p)? _1-11-2p|

2pq 2pq 2pq
Ara podem distingir dos casos. El primer, p < 1/2, per al qual
1 p _ min{p,q}
hpg) —1=—--1="5= "2
pa a a max{p,q}
i per al cas contrari, p > 1/2, és
1 q _ min{p,q}
hipgq) - 1=—-1=—=—""—-,
pa p p max{p,q}

Consequientment,

i i 1 perap <1/2
& p max{p,a}l |(%)" perap=1/2

cosa que ens recorda el nostre resultat sobre la probabilitat d’extinci6 per al
cas binomial

ZP(SZS) = Pext,

s=1
expressio que clarament no esta normalitzada per a p > 1/2. També és possible
arribar als mateixos resultats fent servir g(x), la funci6 generatriu de la mida
total de la poblacio, pero deixem aquest calcul com a exercici per al lector.
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