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Matematiques i Internet: 101 anys de teoria de cues*

Rosario Delgado

La red mundial de Internet nos permite a
hombres y mujeres llegar a los rincones
mas desconocidos y comunicarnos. Es co-
mo llegar con la luz del sol a los lugares
donde todo parece noche.

Hebe de Bonafini, presidenta de la Asociaciéon Madres de Plaza de Mayo

Imagine a world in which every single per-
son on the planet has free access to the
sum of all human knowledge.

Jimmy Wales, fundador de Wikipedia

| think there is a world market for maybe
five computers.

Atribuida a Thomas J. Watson, fundador i president d’'IBM, el 1943

Resum Sense precedents en el seu creixement, sense parallelismes en la seva hetero-
geneitat i imprevisible o, fins i tot, cadtica en el seu comportament, «Internet és una
revolucio en si mateixa».! En aquest article farem un cop d’ull a com i per qué el transit
d’informacio a través d’Internet difereix en aspectes fonamentals del transit de veu a
través de les xarxes de comunicacié convencionals (telefonia fixa) i presentarem un
model matematic que ha suposat una fita en I’enginyeria del teletransit.

= Aguest article ha guanyat el Premi Albert Dou 2010 de la Societat Catalana de Matemati-
ques. Aquest premi distingeix els treballs «que contribueixin a fer visible la importancia de la
matematica en el nostre moén, a transmetre el coneixement matematic a un public més ampli
que els mateixos especialistes, i a promoure tot el que pugui ajudar a I’'extensioé del prestigi de
la matematica a la nostra societat».

1 En paraules d’Anthony-Michael Rutkowski, nomenat director executiu de la Internet Society
I'any 1994, després d’haver contribuit a la seva creaci6 el 1991 i haver-ne estat vicepresident
durant dos anys. Actualment esta considerat una de les veus més importants sobre el desenvolu-
pament present i futur d’Internet. La Internet Society té com a objectiu promoure les activitats i
la coordinaci6 necessaries per al creixement, desenvolupament i expansio d’Internet a tot el mon.
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1 Introduccio

Ens podriem preguntar qui i quan va dir aixo:

«It will be possible for a business man in New York to dictate instructions,
and have them instantly appear in type at his o [celln London or elsewhere.
He will be able to call up, from his desk, and talk to any telephone subscriber
on the globe... An inexpensive instrument, not bigger than a watch, will enable
its bearer to hear anywhere, on sea or land, music or song, the speech of a
political leader, the address of an eminent man of science, or the sermon of
an eloquent clergyman, delivered in some other place, however distant. In the
same manner any picture, character, drawing, or pint can be transferred from
one to another place.»?

Aquestes paraules a tots ens fan pensar en Internet; per aixo resulta sor-
prenent descobrir que les va dir el fisic, matematic i enginyer eléctric Nikola
Tesla (1856-1943) I'any 1908, ara fa més d’un segle. | és que Internet és la
manifestacié d’'un gran nombre de desenvolupaments tecnologics i el vortex
al voltant del qual s’esta produint una onada de canvis i millores, no només
en infraestructures, siné també en aplicacions, innovacions i serveis. Internet
lidera el cami cap a la societat de la informacio del segle xxi. Ha penetrat
les nostres institucions i ha canviat en gran mesura la nostra conducta i les
nostres actituds. Més de mil milions de persones usen Internet avui dia. La
generacié més jove no pot concebre un moén en qué no puguin compartir les
seves fotografies, parlar amb els amics, mirar videos o anar a comprar, tot des
del seu ordinador, sense moure’s. Mai no podrem fer marxa enrere per tornar
al moén tal com era abans de I'arribada d’Internet.

Ara que ens estem submergint a velocitat vertiginosa en aquest univers
de persones, dispositius, aplicacions i serveis sempre interconnectats, sembla
interessant fer un cop d'ull al passat per entendre algunes de les raons i
coneixer alguns dels pioners que van ajudar que sobrevinguessin aquestes
meravelles. Internet és un nou mon. Un mén on les exigéncies de I'’enginyeria
demanen noves solucions matematiques, nous models. En concret, en aquest

2 «Sera possible que un home de negocis dicti instruccions a Nova York, i que apareguin
escrites instantaniament a I'oficina de Londres o a qualsevol altre lloc. Podra trucar des del seu
despatx i parlar amb qualsevol altre telefon abonat del mén... Un instrument de baix cost, no
més gran que un rellotge, permetra al seu portador escoltar des de qualsevol lloc, dins el mar
0 a terra, musica o cangons, el discurs d’un lider politic, la conferéncia d’'un eminent home de
ciencia o el sermo6 d’un capella eloquent, fet en un altre lloc, a qualsevol distancia. De la mateixa
manera, qualsevol imatge, caracter, dibuix o pintura pot ser transferida d’un lloc a un altre.»
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article volem explorar en quin sentit Internet difereix de manera fonamental
de les xarxes de comunicacié de veu tradicionals. Des del seu origen, les
telecomunicacions van provocar el naixement i desenvolupament d’una teoria
matematica, coneguda com teoria del teletransit (teletra [Cctheory, en anglés) en
la seva vessant més propera a les telecomunicacions, o teoria de cues (queueing
theory) en general. Veurem com va sorgir aquesta teoria de la ma del naixement
de la telefonia i com va anar evolucionant, i acabarem amb la introduccio d’un
model matematic recent que es fa servir per a modelar el transit d’informacio
a través d’Internet i que va suposar la superacio d’un repte en la teoria del
teletransit.

El naixement de la teoria del teletransit

«Although several points within the field of Telephony give rise to problems,
the solution of which belongs under the theory of probabilities, the latter has
not been utilized much in this domain, so far as can be seen. In this respect the
Telephone Company of Copenhagen constitutes an exception as its managing
director, Mr. F. Johannsen, through several years has applied the methods of
the theory of probabilities to the solution of various problems of practical
importance; also, he has incited others to work on investigations of similar
character. As it is my belief that some point or other from this work may be
of interest, and as a special knowledge of telephonic problems is not at all
necessary for the understanding thereof, | shall give an account of it below.»3

Aquesta és la introducci6 de I'article que el matematic danés Agner Krarup
Erlang (1878-1929) va publicar I'any 1909 i que és considerat el punt de
partida de la teoria de cues.* Per tant, I’'any 2010 celebrem el 101 aniversari
d’aquesta teoria. La teoria de cues és un camp de la matematica aplicada
relativament independent, que esta a cavall de la teoria de la probabilitat i de
la investigaci6 operativa i que s’ocupa de les necessitats practiques de I'analisi
de sistemes que proporcionen cert servei als clients i en els quals es poden
produir endarreriments. La introduccio de I'article d’Erlang no pot ser més
clara en relacionar la seva recerca amb la resolucid, mitjangant I'aplicacio de
metodes probabilistics, de problemes d’aquesta indole apareguts en el camp
de la telefonia.

3 «Encara que diversos punts en el camp de la telefonia donen lloc a problemes, la solucié dels
quals correspon a la teoria de la probabilitat, aquesta no ha estat gaire utilitzada en aquest ambit,
fins a on es pot veure. En aquest sentit, la Telephone Company de Copenhaguen constitueix una
excepcio, i el seu director general, el senyor F. Johannsen, al llarg de diversos anys, ha aplicat
els metodes de la teoria de la probabilitat a la resolucié de diversos problemes d’importancia
practica; també ha incitat d’altres a treballar en investigacions de caracter similar. Com que crec
que alguns punts d’aquest treball poden ser d’interés, i com que no és en absolut necessari tenir
un especial coneixement dels problemes telefonics per a la seva comprensio, passo a explicar-los
a continuacio.»

4 L’article es titula «The theory of probabilities and telephone conversations», publicat origi-
nariament en danés I'any 1909 a Nyt Tidsskrift for Matematik, B, v. 20, p. 33. La seva traduccio
a I'angles es pot trobar a [1], juntament amb altres treballs i una biografia molt documentada
de l'autor.
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Figura 1: Agner Krarup Erlang (1878-1929).

En aquest treball Erlang estableix que el nombre de trucades que arriben a
una centraleta telefonica manual durant un interval de temps determinat se-
gueix una llei de Poisson, i mostra com a partir d’aquest fet es troba I’expressio
per calcular el temps d’espera de les trucades fent cua per ser ateses si totes
les trucades tenen la mateixa longitud fixada. El que fa realment remarcable
aquest article és el fet que reconeix clarament el problema de la congestio dels
sistemes telefonics com a fenomen estocastic que pot (ha de) ser analitzat fent
servir raonaments probabilistics.

Figura 2: Antiga centraleta telefonica manual, 1927.

Erlang mateix va analitzar situacions més complicades en articles posteriors:
en el de I'any 1917,° considerat el més important dels que va publicar, apareixen
les seves famoses férmules Erlang B i Erlang C. Aquesta darrera déna la

5 «Solution of some problems in the Theory of Probabilities of significance in automatic
telephone exchanges», publicat originariament en danés a Elektroteknikeren, vol. 13 (1917), p. 5.
La seva traducci6 a I'anglés també es pot trobar a [1].
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probabilitat que una trucada que arriba a una centraleta telefonica manual
amb un cert nombre d’operadors (hauriem de dir «operadores»?) i sistema
de trucada en espera hagi d’esperar i formi una «cua». La formula Erlang B
dona la probabilitat que, si la centraleta no disposa del sistema de trucada en
espera, es produeixi una pérdua, és a dir, arribi una trucada que trobi tots els
operadors ocupats.

Els resultats d’Erlang van ser utilitzats per altres investigadors que treba-
llaven en alld que s’acabaria coneixent com a teoria del teletransit, la vessant
aplicada a les telecomunicacions de la teoria de cues, principalment a diferents
empreses relacionades amb la incipient industria telefonica, com la Bell Te-
lephone Company als Estats Units, els laboratoris de la qual donaven feina a
enginyers i matematics que aviat van coneixer i utilitzar els treballs d’Erlang.

Aixi, doncs, els problemes associats a I'estudi de la qualitat del servei
de les xarxes analogiques telefoniques amb centraleta es troben a I'origen i
desenvolupament de la teoria de cues. Perd molts altres problemes apareguts a
molts diversos camps cientifics poden ser formulats en termes d’aquesta teoria
i resolts mitjancant els seus métodes. Per citar-ne només alguns: la informatica i
les comunicacions, la biologia, I'organitzaci6 industrial, el transport, la logistica
o I'atenci6 sanitaria publica. | avui dia segueixen apareixent noves aplicacions
d’aquesta teoria tan versatil, que va néixer ara fa un segle. En paraules del
matematic rus Boris Vladimirovitx Gnedenko (1912-1995), molt interessat en
la interrelacio entre les matematiques i els seus camps d’aplicacio, «[...] és
més facil assenyalar les situacions en les quals la teoria de cues no pot ser
utilitzada, que fer una llista de totes les arees en qué es pot aplicar».

Figura 3: Persones formant una cua.

El treball embrionari d’Erlang va ser continuat per diversos investigadors
durant la primera meitat del segle xx, tant a Europa com als Estats Units.
Entre ells, E. C. Molina, de la Bell Telephone Company, que va ser el primer de
proposar, en el treball [17] de I'any 1922, la llei exponencial com a model per
al temps de servei o durada de les trucades a un sistema telefonic. Tampoc
no podem oblidar la contribucié de Felix Pollaczek (1892-1981): I'any 1923
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aquest jove austrofrances es va incorporar al Servei de Correus de Berlin. Havia
estudiat matematiques i enginyeria electrica abans de fer el seu doctorat en
teoria de nombres a Berlin, i aquesta formacio li va permetre aplicar técniques
classiques de les matematiques als problemes del teletransit. El seu primer
treball en aquest sentit és de I'any 1930. Es important remarcar que ni Erlang ni
Pollaczek tenien a la seva disposicio la teoria dels processos estocastics que es
desenvoluparia posteriorment, a partir del treball dels grans matematics russos
Andrei Andreievitx Markov (1856-1922) i Andrei Nikolaievitx Kolmogorov
(1903-1987). No podem deixar de mencionar la contribucié del matematic Harld
Cramer (1893-1985), que cooperava activament amb la Ericsson Company i
que durant els anys previs a la Segona Guerra Mundial i, fins i tot, durant la
Guerra dirigia un seminari de probabilitats i estadistica a Estocolm en el qual
van participar molts dels investigadors en la teoria del teletransit. Entre ells,
Conrad «Conny» Palm (1907-1951), enginyer eléctric i estadistic suec conegut
per la seva contribucio a la teoria del teletransit, que I'any 1943 va presentar
al seminari la seva tesi doctoral [18], en la qual estudiava les fluctuacions del
transit telefonic.

Al llarg de tota la seva vida Pollaczek va tractar problemes de cues sense
fer servir els metodes probabilistics. Els seus treballs resultaven de dificil
lectura i, potser per aquest motiu, no van tenir la difusié i el reconeixement
que es mereixien. Afortunadament, si que van arribar a un altre gran matematic
rus, Aleksandr lakovlevitx Khintxin (1894-1959), que coneixia els treballs de
Markov i estava en contacte amb el jove Kolmogorov. Va ser Khintxin qui va
reescriure, I’'any 1932, el treball sobre cues de Pollaczek de I'any 1930 en termes
probabilistics més senzills. Perd no va ser siné un cop ja acabada la Segona
Guerra Mundial que la teoria de cues es va convertir en un tema molt actiu
d’interés per als membres de la comunitat matematica en general, entre ells,
David George Kendall (1918-2007).

La Segona Guerra Mundial i la teoria de cues

Kendall era un matematic britanic interessat a treballar en temes astronomics
que, com tants altres, va canviar la seva linia de recerca per les exigéncies
belliques. L’any 1945 Stalin va assetjar Berlin Occidental, i Kendall va quedar
fascinat pel fet que gracies al transport aeri els alemanys van aconseguir
mantenir les comunicacions i els subministraments de la ciutat assetjada.

Kendall es va plantejar si el problema d’evitar o reduir la congestio del
transit aeri podia ser abordat amb métodes matematics. A les biblioteques
d’Oxford, on era professor, va trobar la resposta gracies als treballs d’Erlang,
Khintxin i altres, els quals va decidir recopilar en un Unic article que pogués
ser presentat a les reunions de Londres de la Royal Statistical Society. Aquest
article es va publicar 'any 1951 amb alguns comentaris [6], va tenir molt resso
i aconsegui arribar a molts investigadors que altrament no haurien conegut
aquests treballs.
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Figura 4: Soldats russos amb la seva bandera sobre Berlin en flames.

A partir de la década dels cinquanta hi va haver un creixement conside-
rable de la recerca en aquests temes aplicats. Pero ben aviat es va produir el
fenomen de la segregaci6 entre els enginyers que treballaven en el teletransit,
d’'una banda, i els matematics que treballaven en la teoria de cues, de l'altra.
Aquest fet ja va quedar de manifest al Fourth International Teletra [c Congress,
celebrat I’'any 1964 a Londres: mentre els enginyers del teletransit continuaven
treballant en problemes aplicats derivats del moén de la telefonia, els matema-
tics van anar desenvolupant la teoria de cues com una branca autonoma de la
probabilitat aplicada, amb poca relacié amb els seus origens telefonics.

L’era de la informatica i les telecomunicacions

Els primers ordinadors, dissenyats pel matematic britanic Alan Turing (1912-
1954), que treballava per als serveis d’intelligéncia del seu pais durant la
Segona Guerra Mundial, amb I'objectiu de descodificar els codis de la maquina
alemanya de criptografia naval Enigma, van ser construits per enginyers de la
Post O [ce britanica. Aixo ens fa pensar que devia existir una certa analogia
entre la tecnologia dels primers ordinadors i la de les centraletes telefoniques.
I aixi era.

A mesura que les xarxes telefoniques es feien més globals, i els ordinadors
estaven cada vegada més integrats en xarxes, les dues tecnologies rapidament
van convergir fins a ser, actualment, quasi indistingibles: en cert sentit, avui
dia «Internet és la gran centraleta telefonica mundial».

Sembla clar que juntament amb altres arees d’aplicacié també molt impor-
tants, com I'estudi del transit de vehicles o la gesti6 de les llistes de pacients
del sistema sanitari, I'analisi de la congestié en xarxes complexes de tele-
comunicacions, incloent-hi Internet, sera un dels principals components del
desenvolupament de la teoria de cues al llarg del segle xxi. Perd I'estudi
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Figura 5: Alan Turing amb el Colossus, un dels primers ordinadors.

del transit a través d’Internet ja ha plantejat, a hores d’ara, nous reptes per a
aguesta teoria: els seus models classics no sén adequats per a estudiar-lo, i ha
estat necessari cercar-ne de nous. La comprensi6 i la modelitzacié del transit
d’informacio a través de les xarxes de telecomunicacions, tan diferent en el
seu comportament del de veu, ha estat un repte per als investigadors. A la
construccid d’aquests models, s’hi ha arribat gracies al treball coordinat de
les comunitats d’enginyers en teletransit i de matematics, que han tornat a
treballar conjuntament amb un objectiu comu. El present article vol explicar la
historia de com s’ha afrontat aquest repte, i de la seva superacio.

El procés de Poisson: un model classic

La teoria del teletransit classica, que compren les eines matematiques aplicables
al disseny, control i gestio de les xarxes de telefonia fixa, ha estat una de les
aplicacions amb més exit de les matematiques a la industria al llarg de tota
la historia, ja que ha permés el desenvolupament d’una xarxa de telecomu-
nicacions de telefonia fixa molt fiable i practicament universal. Quines sén
les caracteristiques del transit de veu que han facilitat aquest exit? El seu
caracter marcadament estatic i una limitada variabilitat, trets distintius dels
sistemes homogenis en els quals es pot parlar d’un usuari tipic i d’un comporta-
ment genéric. També hi ha contribuit el fet que els models utilitzats pel transit
de veu han resultat ser molt atractius per a la comunitat d’enginyers que els
havien de fer servir, a causa del seu caracter intuitiu i la seva simplicitat, ja que
necessiten un conjunt molt petit de parametres que poden ser estimats amb
facilitat.

Aquest caracter estatic ha contribuit a la creenca popular en I'existéncia
de «lleis universals» que governen les xarxes de telecomunicacions per a la
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transmissio de veu. Potser la més coneguda d’aquestes lleis és la que diu que
les trucades a una centraleta telefonica arriben segons un procés de Poisson.®
Aix0 és equivalent a dir que els temps entre arribades son variables aleato-
ries exponencials independents. Una altra d’aquestes lleis universals diu que
els temps de servei dels clients també es distribueixen segons exponencials
independents. O dit d’'una altra manera, el procés de sortides del sistema,
sempre que hi hagi clients, també és un procés de Poisson, que és el que havia
proposat Molina I'any 1922.

A partir del treball d’Erlang, el procés de Poisson s’ha fet servir com a model
basic de la teoria del teletransit durant més de mig segle. Naturalment, en els
seus inicis aquesta teoria es basava en estudis empirics en els quals es prenien
mesures del transit telefonic (Erlang prenia laboriosament aquestes mesures
personalment per a la Copenhagen Telephone Company, on treballava), pero
aviat la creenca en la universalitat del procés de Poisson com a model va fer
que decaigués I'interés de prendre més mesures i, en canvi, va potenciar el
desenvolupament de la teoria i dels métodes analitics basats en el procés
esmentat, que son una part molt important de la teoria de cues.

Pero l'aplicabilitat a les noves tecnologies dels principis que sustenten
aquesta teoria va comencgar a ser questionada, no fa encara ni trenta anys, a
partir de I'aparicio de tres nous avengos tecnologics: el fax, que va apareixer
a la década dels vuitanta, el telefon mobil de darrera generaci6, que permet
enviar i rebre informacié a més de mantenir una conversa, i, sobretot, Internet.

Transmissioé d'informacié versus transmissié de veu

Internet és una xarxa global de telecomunicacions en qué els encaminadors
(routers) interconnecten xarxes i subxarxes per tal de transmetre i intercanviar
informacié. La primera versié d’Internet porta el nom d’ARPANET, va ser
construida I'any 1968 i estava formada per quatre ordinadors (servidors o
nodes), situats a diferents universitats nord-americanes. Leonard Kleinrock
és un dels principals investigadors en teoria de cues en aquella época i va
establir les bases que van fer possible el desenvolupament d’ARPANET; un
article molt interessant sobre els aspectes historics d’aquesta recerca i sobre el
desenvolupament d’Internet escrit per ell mateix és [7].

Durant la decada dels setanta aquesta xarxa d’ordinadors, que va ser desen-
volupada com una manera de tenir en contacte persones i sistemes que tre-
ballaven en diferents projectes de ciéncia de la computacio i d’investigaci6
militar, no va parar de créixer. Pero no va ser fins a mitjan decada seglient que

6 El procés de Poisson modela bé les arribades de clients o trucades al sistema «completament
a l'atzar», és a dir, aquelles que es produeixen de manera que el nombre d’arribades en intervals
disjunts de temps s6n independents. Es precisament I’article d’Erlang de I'any 1909, el primer
en el qual es justifica aquest fet, com ja hem comentat, i és per aixd que se’l considera com el
que marca el naixement de la teoria de cues. Una introduccid breu i elemental a aquests models
classics es pot trobar a [3], i a la seva bibliografia apareixen alguns manuals de referéncia que
s6n ja classics per a iniciar-se en el seu estudi. La definicié formal d’aquest procés la donarem a
la secci6 3.
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ARPANET

Figura 6: Esquema de la xarxa d’ordinadors ARPANET.

Internet literalment no va explotar: entre els anys 1985 i 1989 es va passar
d’uns quants milers de servidors al mén a més de 200.000. Actualment, hi ha
meés de 400 milions de servidors connectats a més de 60.000 xarxes académi-
ques, de negocis i governamentals, en més de 150 paisos. | la seva quantitat
augmenta sense parar. A tall d’exemple podem dir que segons el desé informe
de la Fundacion Telefdnica sobre la societat de la informacio, corresponent a
I'any 2009, el 60 % de les llars espanyoles tenen accés a Internet i d’aquestes
el 87 % el tenen en banda ampla. Al mateix estudi diu que, de les llars amb
fills menors de deu anys, el 97 % tenen ordinador i quasi un 90 % connexio a

Internet.

Figura 7: L’equip huma que va desenvolupar ARPANET.

Naturalment, I'estructura fisica de la xarxa també s’ha anat transformant
amb el temps, de manera que ara és basicament de banda ampla, amb sistemes
de transmissio i encaminadors de gran velocitat. | no només es transmeten
dades, perque Internet ha evolucionat per poder transmetre també veu, imatge,
video, audio i fitxers multimeédia.
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També han anat apareixent diferents tipus de xarxes; de fet, quan ens
connectem a Internet ja no fem servir la vella ARPANET, siné que obrim el
nostre navegador i escrivim una adreca que comenga per «www». WWW fa
referéncia a World Wide Web, una de les innovacions més importants d’Internet
al llarg de la seva curta vida, creada I'any 1989 per Sir Tim Berners-Lee, Sir
Sam Walker i Robert Caillau, investigadors del CERN (Centre Europeu per a
la Recerca Nuclear), perd no donada a conéixer publicament fins al 6 d’agost
de 1991. La World Wide Web és una plataforma que facilita I'accés a dades
a través d’Internet: fa servir «enllagos» (links), que son trossos de codi que
connecten uns llocs d’Internet amb uns altres (i, en molts casos, un servidor
amb un altre). Aixi, amb un navegador es pot accedir facilment a un enllag
simplement fent click amb el ratoli. El navegador també ajuda no només a
accedir a les dades siné a visualitzar-les.

Actualment, amb la xarxa (web) i un navegador, es pot accedir a fitxers de
text, de veu, de video i a altres tipus de dades multimedia (musica, cinema, vide-
ojocs) i navegar facilment d’una pagina o lloc d’Internet a una altra utilitzant els
enllagos. La manera en qué I'ordinador es connecta a Internet és mitjancant un
modem DSL, que fa servir una tecnologia que converteix una connexié habitual
de telefon fix en un punt d’accés a Internet d’alta velocitat. Les dades es trans-
meten i s’intercanvien a la xarxa en forma d’unitats discretes de transmissio,
que sén autonomes, es transmeten independentment les unes de les altres, i
poden tenir diferents formes, segons el protocol especific que es faci servir, la
més habitual de les quals és la forma de «paquet». Els encaminadors miren la
font i la destinacio, i en funcié d’aquesta informacioé troben el millor cami per
a cada paquet, usant tota I'amplada de banda disponible.
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Figura 8

Es un fet remarcable que les trucades telefoniques que es fan per a I'en-
viament d’un fax, per accedir a Internet i per a la transmissié de dades amb
el telefon mobil tenen unes caracteristiques molt diferents de les tipiques
trucades de teléfon on només es transmet la veu (de fet, el seu comportament
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s’assembla més al de I'antic telégraf): tendeixen a ser significativament més
llargues i molt més variables en la seva durada que les trucades telefoniques
de veu. Com que la seva quantitat ha pujat de manera espectacular, especi-
alment les trucades per accedir a Internet i, en conseqlieéncia, a determinats
llocs el «bloqueig» de les trucades (les trucades rebutjades per collapse del
sistema que es perden) s’ha incrementat fins a nivells inacceptables, especi-
alment en determinades franges horaries, ha resultat necessari desenvolupar
metodes d’enginyeria ad hoc per tractar de resoldre aquest problema. | per a
desenvolupar els meétodes, s’havia de trobar primer un model adequat.

Pero els models que havien tingut tant d’exit en el tractament de les xarxes
de telefonia fixa a través de les quals només s’enviava la veu, ja no serveixen per
a tractar els problemes que plantegen les xarxes de telecomunicacions actuals
que permeten la transmissi6é d’'informacio en diferents formes. Podriem estar
d’acord amb I'afirmacié que «les coses canvien molt quan sén els ordinadors,
i no els humans, que parlen», com diuen a [22] Walter Willinger, de la AT&T
Labs-Research, i Vern Paxon, de la Universitat de California. Arribar a entendre
i modelar el comportament del transit de dades a través de les xarxes de
telecomunicacions és fonamental per tal de poder dissenyar i implementar
xarxes d’ordinadors que puguin oferir un servei de qualitat als usuaris.

Fins al principi de la década dels noranta no es van fer estudis per tractar
de validar el models classics de la teoria de cues, basats en el procés de
Poisson, en aquests nous escenaris. | tanmateix, va ser suficient obtenir unes
poques observacions per adonar-se que el transit d’'informaci6, a diferéncia
del que passa amb la telefonia classica, en qué només es transmet la veu,
presenta una gran variabilitat. En general, el transit a través de les xarxes de
telecomunicacions, sigui de veu o d’informacié, es mostra irregular en certa
escala de temps, és a dir, consta de periodes d’activitat relativament alta i,
intercalats, periodes de treva o calma amb poca activitat. En el transit de veu
s'observa que, a mesura que augmentem l’escala de temps, es va suavitzant, i
es fa més regular, al contrari del que passa amb el transit d’'informacio6, que
encara que canviem l’escala de temps continua sent irregular.

Aquesta diferéncia resulta fonamental des del punt de vista de I’enginye-
ria de telecomunicacions. El transit de veu, que es modela bé a partir del
procés de Poisson, permet una gestido de la xarxa relativament facil ja que,
per sobre de certa escala de temps, és suau, regular i previsible. En canvi, les
mesures del transit a través d’Internet mostren un caracter molt irregular i
imprevisible, fins i tot amb escales de temps grans (es diu que té un compor-
tament fractal), que obliga, per exemple, a tenir grans memories intermedies
(bu Cerk) per tal d’emmagatzemar la informacié que en un moment donat ha
d’esperar a un determinat servidor o enllag, que pot quedar saturat en qualsevol
moment i escala de temps, a causa de les grans fluctuacions del transit.

Murad S. Taqqu, de la Universitat de Boston, Walter Willinger i altres colla-
boradors, en el seu article de I'any 1993 [10] i la continuaci6 publicada I'any
seglient [11], van ser els primers de publicar treballs mostrant evidéncies
de comportament clarament fractal del transit a través d’Internet. En efecte,
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en aquests articles, a partir d’'una analisi molt acurada de dades recollides a
diferents xarxes locals durant un llarg periode de temps, s’evidencia que el
transit d’informacié es comporta de la mateixa manera irregular encara que
canviem d’escala de temps, a diferéncia del que passa amb el transit de veu.
Aix0 es pot veure molt clarament a la figura 9, on es comparen dades reals
corresponents a una hora de transit, amb el que s’observaria segons un model
de Poisson i segons un model fractal (Willinger i Paxon [22]).
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Figura 9: Comparacié de dades reals (columna central) amb els models
de Poisson i fractal.

La primera fila de la figura sén les grafiques corresponents al nombre
total de paquets circulant per la xarxa per cent milisegons, en un rang de temps
de sis segons. Aquestes grafiques es comprimeixen en les zones de color
negre de la fila seglient, on es representa el nombre de paquets circulant
per segon en un rang de seixanta segons. A la vegada, aquestes grafiques
també es comprimeixen en les zones de color negre de la fila segient, on
es representen els paquets circulant per deu segons en un rang de sis-cents
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segons. Finalment, aquestes grafiques es tornen a comprimir a la darrera fila,
on es representa el nombre de paquets circulant per seixanta segons en un
rang d’'una hora de temps. Observant les grafiques queda clar que mentre que
a la primera fila els dos models (Poisson i fractal) sébn compatibles amb les
dades observades, a mesura que fem la «compressio» del temps (augmentem
I'escala), les grafiques corresponents al model de Poisson es van suavitzant
progressivament, i s’allunyen del comportament observat a les dades reals, que
si que continua sent compatible, pero, amb el model fractal.

Ates que ha quedat clar que el transit d’informacié es comporta de manera
drasticament diferent del de veu, també hauran de ser molt diferents les
idees, els conceptes i els models matematics que es facin servir en cada cas.
Per al transit de veu el model es basa en el procés de Poisson i presenta
«memoria curta» en el temps, mentre que per al cas de les xarxes de transmissio
d’informacid, en canvi, el model haura de tenir ksmemoria llarga» en el temps.
A partir d’ara anirem explicant els conceptes i construint aquest nou model
matematic.

2 Autosimilitud i memoria llarga: el moviment brownia
fraccionari

Una mica d’historia

L’hidroleg britanic Harold Edwin Hurst (1880-1978) va estudiar durant els
seixanta-dos anys que va estar a Egipte les crescudes anuals del riu Nil, i va
observar que els models de les séries temporals no semblaven adequats per
a les mesures hidrologiques que havia obtingut. Els models classics de les
series temporals es fan servir per a tractar fenomens les mesures dels quals
es caracteritzen per una «dependéncia a curt termini» o «memoria curta» en
el temps, és a dir, fendomens en els quals hi ha dependéncia en el temps pero
aquesta dependéncia decreix rapidament.

La dependéncia en el temps de les mesures obtingudes per Hurst decreixia
molt més lentament del que els models de les séries temporals permeten.
El seu treball de [5] va servir de base per tal que Benoit Mandelbrot (1924-
2010), plantegés a la década dels anys seixanta (vegeu [12]) fer servir un model
alternatiu al de les séries temporals pels nivells anuals de cabdal del riu, que
fossin de «dependéncia a llarg termini» o «memoria llarga»: el procés estocastic
que va anomenar moviment brownia fraccionari (la paraula fraccionari fa
referencia al seu caracter fractal).

Gens sorprenent atesa la seva genialitat i la seva clarividéncia, resulta
que aquest procés ja havia estat introduit per Kolmogorov, al seu article de
I'any 1940 [8], perd no va ser fins que es va publicar el famds article de
Mandelbrot i Van Ness el 1968 [15] que no es van comengcar a investigar les
propietats basiques d’aquest procés i no es va fer emfasi en la seva adequacio
com a model de diferents fendmens naturals aleatoris que presenten «memoria
llarga», com era el cas de les dades hidrologiques de Hurst i com ho és també
el transit d’informacié a Internet, com veurem.
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Figura 10: Andrei Nikolaievitx Kolmogorov.

La investigacio teorica d’aquest model a partir del treball inicial de Kolmo-
gorov ha estat obra de molts investigadors com laglom, Rosenblatt, Dobruixin i
Taqqu, entre altres.

Figura 11: Benoit Mandelbrot i representacio d’un objecte fractal.

El fenomen de la «memoria llarga» esta intimament relacionat, com veu-
rem en aquesta seccid, amb el d’autosimilitud. L’autosimilitud és una propietat
associada als objectes fractals (aquells I'aparenca dels quals no canvia, indepen-
dentment de I’'escala en la qual els mirem), que van ser introduits i estudiats
extensament per Mandelbrot a la seva famosa monografia de 1982 [14]. El
terme autosimilar el va introduir ell mateix com a sinonim de fractal. En el cas
dels processos estocastics, aguesta caracteristica es fa servir en el sentit proba-
bilistic. A [23] es pot trobar una bibliografia molt extensa sobre autosimilitud i
memaria llarga que inclou tant treballs teorics com aplicats.
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El procés de Poisson i el procés de moviment brownia

Hi ha moltes situacions reals en les quals podem observar fendmens aleatoris
que evolucionen en el temps. Per exemple, la quantitat de vehicles que passen
per un determinat punt d’'una autovia, des d’'un moment considerat com l'inici
del temps, que sera O per conveni, fins a un instant de temps t, va evolucionant
com a funcié de t. Es un fenomen aleatori ja que aquesta funcié del temps
depén de molts factors i no es pot saber a priori com sera exactament. De
fet, encara que observem una determinada funcié del temps, sabem que en
podriem observar altres, ja que no és determinista. Malgrat que per a un
temps t fixat no sabem exactament quin valor prendra la funcio, si que pot
ser que suposem un model matematic (aleatori) pels possibles valors que pren,
que sera una variable aleatoria (una variable aleatoria és el model matematic
per a una quantitat aleatoria). Informalment, quan parlem de llei (o llei de
probabilitat) d’'una variable aleatoria ens referim a la manera com aguest model
matematic ens diu quins son els valors que pren aquesta quantitat aleatoria
i amb quines probabilitats es prenen. Dues lleis han estat i s6bn fonamentals
tant des del punt de vista del desenvolupament de la teoria de la probabilitat i
de I'estadistica, com des d’un punt de vista aplicat: la de Poisson i la normal o
gaussiana.

1 Definicidé Una variable aleatoria N es diu que segueix una llei de Poisson
de parametre A > 0 i s’escriu N [Pbis(M), si pren com a possibles valors
N {a} = {0, 1, 2, ...} amb aquestes probabilitats: la probabilitat que la variable
N sigui igual a k és:

)\k
P(N =K) :e—AF on kl=k(k—1)(k—2)---1.
2 Definicidé Una variable aleatoria X es diu que segueix una llei normal o
gaussiana de parametres p [Rli 62 = 0 i s’escriu X [NKu, c?2), si pren com a
possibles valors tots els nombres reals, i la probabilitat que prengui valors a un
interval (a, b), amb —co < a < b < +oo, és la integral seglient:

Lol § ,
M= e 2.2 (x—p) dx .
a 2TmM02

O =
PX [@b) =

Aquesta integral no es pot tractar analiticament i s’ha de calcular per
meétodes numerics (o fent servir taules). A més, la probabilitat que la variable
X prengui un valor concret és 0 (ja que pren valors sobre un continu). El
parametre p és I'esperanga matematica o valor mitja de la llei de X, i aixo
ho denotem per E(X) = 1 (és el valor al voltant del qual es distribueixen els
valors que pren la variable). Si p = 0 es diu que la variable és centrada. Una
propietat molt important de I'esperanca matematica és que és lineal, és a dir,
que commuta amb la suma i amb el producte per nombres reals. El parametre
o2 és la variancia de la llei de X, una mesura de la variabilitat o dispersié
dels valors que pren la variable al voltant del seu valor mitja o esperanca. Si a
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més de ser centrada, la variancia de la variable és 1, es diy-gue la normgak és
estandard. La definicio de la variancia de X és: var(X) = E (X —E(X))? ies
pot calcular equivalentment com var(X) = E(X?) — (E(X))?. La idea és que la
variancia es calcula com el valor mitja de les desviacions entre els valors que
pren la variable X i el seu valor mitja (al quadrat per a evitar cancellacions entre
desviacions per sobre i per sota). La variancia no commuta amb el producte
per nombres reals: les constants multiplicatives surten fora de la variancia
al quadrat. Una altra propietat de la variancia és que no commuta en general
amb la suma, pero si que ho fa si les variables son independents:’ si tenim en
compte la definicié de variancia i la linealitat de I’esperanca,

| ,0 Py
var(X +Y) =E (X +Y)? — E(X+Y)
(| [ o N = R o R P
=E X?+Y2+2XY —DE(X) — E(Y) —DZE(X)E(Y)
=var(X) +var(Y)+2 E(XY) —E(X)E(Y)

i, per tant, var(X +Y) = var(X) +var(Y) sii només si E(XY) = E(X)E(Y), i
aixo es compleix si X i Y son variables aleatories independents. Si les variables
tenen llei normal, el reciproc també és cert, és a dir, si es compleix E(XY) =
E(X)E(Y), llavors les variables sé6n independents.

Pel que acabem de dir, el model matematic per a I’evolucié d’un fenomen
aleatori en el temps sera una familia de variables aleatories Y. = {Y¢, t =
0} de manera que a lI'instant de temps t = O la variable Y; indica el valor
que pren la quantitat aleatoria que estem observant precisament en aquest
instant de temps. D’aix0 se’'n diu procés estocastic. Cada funcié del temps
que podriem observar rep el nom de trajectoria del procés. Encara que, de
fet, només observarem una de les trajectories, necessitem conéixer el model
(procés estocastic), és a dir, les lleis de les variables aleatories del procés i les
seves propietats, per tal de poder extreure conclusions fiables sobre el fenomen
aleatori a partir de la trajectoria.

3 Definicid Un procés N. = {N¢, t = 0} es diu que és un procés de Poisson
d’intensitat A > 0 si compleix les propietats seglents:

a) No = 0 (parteix de I'origen, excepte potser per a un conjunt de trajectories
de probabilitat 0).

b) Els increments del procés en intervals disjunts de temps s6n independents.
Esadir,si0O<s <t<u<v, tenim que Nt — Ng i Ny, — N, son variables
aleatories independents.

c) Peratot 0 =s <t, I'increment del procés Nt — Ng és una variable aleatoria
amb llei de Poisson de parametre proporcional a la longitud de I'interval,
amb constant de proporcionalitat A. Es a dir,

- [
Nt — Ng [Pois A(t—5) .

7 Intuitivament, dues variables aleatories X i Y son independents si el fet de tenir informacié
sobre el valor que ha pres una d’aquestes no afecta en res els possibles valors que pren I'altra ni
les probabilitats amb qué els pren.
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Anomenem distribucions en dimensio6 finita d’un procés Y. = {Y¢, t = 0} les
lleis de qualsevol conjunt finit de variables del procés (Y¢,,...,Yy,), peran=1
ity,...,tnh = 0 arbitraris. La llei d’'un conjunt de variables del procés es defineix
de manera analoga a la llei d’'una sola variable aleatoria: és el model matematic
pels possibles valors que prenen les variables del conjunt i les probabilitats
amb qué ho fan, pero no entrarem en els detalls técnics d’aquesta definicio.

Si {Y"}n=1 és una successi6 de processos estocastics, més endavant farem
servir la notacio segient:

limy" =y,
n-+oo
per indicar que les distribucions en dimensi finita dels processos Y " convergei-
xen cap a les distribucions en dimensi6 finita del procés Y. quan n - +oo. Aix0

voldirque peratotm=1ity,...,t, =0, si denotem per F"(X1,...,Xm) la
probabilitat de I'esdeveniment {Y{! < xi,...,Y{ < Xm} i per F(X1,...,Xm)
la probabilitat de I'esdeveniment {Y¢, < X1,..., Y, = Xm} , tenim que

nIir)p F'(X1,...,Xm) =F(X1,...,Xm)
per a X1,...,Xm [RIqualssevol (punts de continuitat de F).

4 Definicid Es diu que un procés Y. = {Y¢, t = 0} és un procés gaussia si

donatsn =1, t;,...,.tn, =0 ay,...,an arbitraris, a; Yy, segueix una llei
i=1

normal (aixo és equivalent a dir que les distribucions en dimensio finita sé6n

normals).

Els processos gaussians queden caracteritzats per I'esperan¢ca matematica
de les seves variables, i pel que anomenem funcié de covariancies, que engloba
la informacié relativa a les variancies de les variables, perd també la que ens diu
quin tipus de relacié hi ha entre les variables (si son independents o no, i si no
ho sén, quin tipus de dependéncia hi ha entre aquestes). Si totes les variables
del procés sén centrades es diu que el procés ho és. La funcid de covariancies
es defineix aixi: per a cada 0 < s, t, la covariancia entre les variables Y¢ i Ys és:

| =
Cov(Yt, YSE E (Ye —E(Yt)) (Ys —E(Ys))
=E(Y¢Ys) si E(Yo) =E(Ys) =0 .

Observem que, amb s = t, Cov(Yy, Y¢) = var(Yy), aixi que la funcié de covarian-
cies ens dona les variancies de les variables del procés, i també ens dona una
mesura de la relacié que hi ha entre aquestes (quan s & t).

D’entre tots els processos gaussians, destaca per la seva importancia I'a-
nomenat procés de moviment brownia o procés de Wiener. L’estudi d’aquest
procés es va originar en un intent per explicar el fenomen fisic del moviment
irregular i rapid observable al microscopi d’una particula petita suspesa en un
fluid. Aquest moviment caotic es coneix com a moviment brownia en honor
de Robert Brown (1773-1858), botanic anglés que va ser el primer que el va
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observar I'any 1828, i és a causa del bombardeig intensiu de la particula per
part de les molecules del fluid, com va deixar establert el Premi Nobel de Fisica
Albert Einstein (1879-1955) I’'any 1905 (el mateix any que va publicar els seus
famosos treballs sobre I'efecte fotoelectric que li valdrien el Premi Nobel I'any
1923, i el de la teoria de la relativitat).

Lk
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Figura 12: Moviment irregular d’una particula en un fluid.

Norbert Wiener (1894-1964), un dels cientifics més brillants i influents del
segle xx i fundador de la cibernética, va fer una contribucié fonamental a la
construccio i I'’estudi des d’'un punt de vista matematic del moviment brownia,
com es pot veure recollit en una série de cinc articles publicats entre 1920 i
1924, per la qual cosa aquest procés també porta el seu nom. A continuacio
donem la seva definicio, semblant a la del procés de Poisson (definicié 3) pero
canviant la llei de Poisson per la normal.

5 Definicid Un procés B. = {B¢, t = 0} es diu que és un procés de moviment
brownia (de variancia o2 > 0) si compleix les propietats segiients:

a) Bpg = 0 (parteix de I'origen, excepte potser per a un conjunt de trajectories
de probabilitat 0).

b) Els increments del procés en intervals disjunts de temps s6n independents.
Esadir,si0O<s <t =<u < v, tenim que By —Bs i By — B, sOn variables
aleatories independents.

c) Peratot 0 <s < t, I'increment del procés By — Bs és una variable aleatoria
amb llei normal centrada i amb variancia proporcional a la longitud de
I'interval, amb parametre de proporcionalitat 2. Es a dir,

(I [
Bt—Bs [NIO,c“(t—5s) .
Si 02 = 1 es diu que és un procés de moviment brownia estandard.

6 Proposicio La definicid 5 és equivalent a dir que B. és un procés gaussia,
centrat i amb funci6 de covariancies:

(. 1
Cov(B¢, Bs) =E(B¢Bs) =2 min(s, t). (1)
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Justificacid En efecte, si suposem per fixar idees que 0 < s < t, per la
linealitat de I'’esperanca, pel fet que els increments s6n independents i que
Bt—Bs [CNKO, o2 (t—s)), tenim a partir de la definicio 5 que, si B. = {B, t = 0}
és un procés de moviment brownia (de variancia o2 > 0), llavors

1 (I 5
Cov(Bt, Bs) =E(BtBs) =E (Bt —Bs)Bs +E(BS)
= E(B¢ —Bs)E(Bs) +E(B2) =0+ G?s = a2 min(s, t),
és a dir, obtenim (1). | reciprocament, fent servir que el procés és gaussia i
centrat, i I'expressio (1), tenim que var(Bt) = E(Btz) = o?t; aixi que, sit =0,
var(Bo) = 0, cosa que vol dir que Bg és constant i obtenim a) de la definicio 5. La
independéncia dels increments de I'apartat b) es deriva del fet de ser variables
amb llei normal tals que I’esperanca del producte és producte d’esperances,
cosa que és facil de veure jaque,si0Dss<t=su<v,
C1 (.
E (Bt — Bs)(BvI:I_ Bu) =E(BtByv) —E(BtBy) —E(BsBy) + E(BS%J)
=02 min(t, v) — min(t, u) — min(s, v) + min(s, u)
=o?(t—t—s+s)=0
i E(Bt —Bs) = E(By — By) = 0. Finalment, per obtenir ¢c) només cal veure que
var(Bt —Bs) = 62 (t—s) si0<s <t,iaix0 es dedueix de
1 1 1
var(Bt —Bs) = E (By —Bs)? = E%Itz + B2 —2B¢Bs
[ (|
= E(B2) + E(B2) —2E(BtBs) = 02 t+s—2 min(s, t)
=o?(t+s—2s)=c?(t—s). O

Una propietat dels processos estocastics de gran importancia en modelitza-
Cio és la que tractarem a continuacio.

Autosimilitud

7 Definicid Direm que el procés estocastic Y. = {Y¢, t = 0} és autosimilar
d'index H [(D, 1) si per a tota constant a > 0 el procés canviat d’escala
{a M Y., t =0} té les mateixes distribucions en dimensio finita que el procés
original. Ho denotem per

v.L2aHy,.

Dit d’una altra manera, I'autosimilitud implica que un canvi a I’escala del temps
que consisteix a multiplicar el temps t per una constant a > 0 és equivalent al
canvi a I'escala de I'espai d’estats que consisteix a multiplicar I'estat del procés
per a™ (llavors, Yat té la mateixa llei que a™Yy).

En les aplicacions, s6n molt importants els processos autosimilars que
compleixen a més la propietat de la definicié segUent:
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8 Definicié Direm que el procés estocastic Y. = {Y¢, t = 0} té els increments
estacionaris si

Y.+h — Yh %Y. —Yo peratota h>0,
on Y..p denota el procés {Yi¢+h, t = 0}

9 Proposicio Sigui Y. = {Y¢, t = 0} un procés autosimilar d’index H [(Q, 1),
amb increments estacionaris, i tal que, per atott =0, E(Ytz) < +oo, Llavors, es
compleixen les propietats seglients:

a) Yo = O (parteix de I'origen, excepte potser per a un conjunt de trajectories de
probabilitat 0).
Aixo0 és conseqiiéncia que per a tot a > 0, com que a0 = 0, per I'autosimilitud
tenim que
Yo =VYao télamateixa llei que a"Y.
b) El procés és centrat, és a dir, E(Y¢) =0 per atott = 0.
Aix0 és molt facil de justificar, ja que per I'estacionarietat dels increments i
per a),
L1 1
E(Y2t) =E (Y2t=Yo)+Yt =E(Y2t=Yt)+E(Y1) = E(Yt—Yo)+E(Yt) = 2E(Yy).

Daltra banda, per la propietat d’autosimilitud, Y, té la mateixa llei que
2HY, i, com a consequiéncia, E(Y2) = 27 E(Yy), aixi; obtenim que

2E(Yy) =2 E(Yy) peratot t=0,

cosa que implica necessariament la propietat ja que H [(Q,1).

c) E(Y?) =t?" o2 si 02 denota E(Y2).
Aix0 és a causa de l'autosimilitud, ja que pel fet que t = 1t, tenim que Y té
la mateixa llei que tH Y, i, per tant,

] -
E(YR) =E (t"v1)? =?"E(YD) =t*"H o2

d) La funcié de covariancies del procés és

02EI 1]
TH(s, t) = o t?H+ 520 — [t —s)?H . )

En efecte, com que el procés és centrat, usant ab = % (@2 +b?—(a—b)?),
la funcié de covariancies és
1 C]
Cov(Yt, ¥s) = E(Yt Ys) = 5 E(Y¢) +E(Y) —E (Ye = Ys5)?
1t 2 2 2 H g2 Isz 2H 2H -
=5 ECYE) +ECYS) —E(Y i) =5 T+ —t—s|7T

on hem fet servir I'estacionarietat dels increments i I'apartat c).

La proposicio anterior ens diu quines propietats compleixen els processos
autosimilars i amb increments estacionaris pero... estem segurs de I’'existéncia
d’aquests processos? El resultat seglient ens assegura que si que existeixen.



130 Rosario Delgado

El moviment brownia fraccionari
10 Proposicio Sigui H [(Q, 1) i o2 = 0. La funcié definida per (2), és a dir,

o2 1
Mh(s, t) = - t?H+s2H —jt—s?" s, t=0

és definida no negativa.8

La demostracié de la proposicio, molt elegant, es pot trobar a [19]. La
seva importancia rau en el fet que el caracter de definida no negativa de la
funcio 'y fa que pugui ser realment la funcié de covariancies d’un procés. En
efecte, resultats classics de probabilitat ens asseguren que existeix un procés
estocastic, que denotem per BH = {B{*, t = 0}, gaussia, centrat i amb funci6 de
covariancies Cl,

BH, B

q
Cov s =TH(s, t).

Notem que amb s =t a I'expressié de la funci6 de covariancies

Cov%b, By = var%}j = E lEBiH @:I: 02t%" < +oo.

A més, com que un procés gaussia i centrat queda caracteritzat per la seva
funcié de covariancies, com ja hem comentat just després de la definicio 4,
donat 0 < H < 1, per la proposicio 9 tenim que tots els processos gaussians,
centrats, autosimilars d’index H i increments estacionaris, son el mateix procés
(llevat de constants multiplicatives). Per aix0 podem donar la definicié segiient:

11 Definicié Un procés BM = {BP, t = 0} gauspia, ceAtrat, autosimilar d’index
H [0, 1), amb increments estacionaris i E (BlH)2 =02 >0, rep el nom de
moviment brownia fraccionari (mbf) (de variancia o). Es diu que el procés és
estandard si c? = 1.

La funcio de covariancies d’aquest procés, com hem vist, sera
1 o2 1
COV%, B =ru(s, )= o t?H +s2H — |t —52H
Observacioé Quan H = 1/2 aquest procés coincideix amb el procés de movi-
ment brownia classic, que hem introduit a la definicié 5, ja que
0-2
— _ 2 .
MH=1/2 = > (t+s—|t—s|) =0 min(s, t),

que coincideix amb (1).

L’index H s’anomena index de Hurst en honor a H. E. Hurst, que en els seus
estudis hidrologics al riu Nil va trobar empiricament que el model adequat per a
les dades que havia obtingut era un procés autosimilar d’index H [CQJ]7 en lloc

8 Una funcié de dues variables‘ﬁslﬁjnida no negativa si, peratotn=1,t1,...,th =0
a,...,an [Rlescompleix que ;-4 j:lf(ti, tj)aja; = 0.
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de H = 0,5, corresponent al cas del moviment brownia classic, com en principi
havia esperat (vegeu [5]).

Existeixen processos autosimilars i amb increments estacionaris que no son
gaussians, encara que cap d’aquests ha tingut la importancia del moviment
brownia fraccionari, que ha estat utilitzat amb molt d’exit en modelitzacio.

A partir del que hem vist tenim els resultats segients:

12 Proposicio Sigui Y. = {Y¢, t = 0} un procés estocastic tal que:

a) és un procés gaussia, centrat, i amb Yo = O (parteix del O excepte potser per a
un conjunt de trajectories de probabilitat 0),

b) existeixen 2> 01i0 <H < 1 tals que, per atott =0, E(Y?) = t?H 02,

c) té increments estacionaris;

llavors, el procés Y. és un mbf d’index H i variancia o2,

13 Proposicié Siguin Y. = {Y¢, t = 0} un procés estocastic i 62 = E(le) > 0.
Fixat H [(Q, 1), les afirmacions seglients son equivalents:

a) Y és un procés gaussia, autosimilar d’'index H i amb increments estacionaris.
b) Y és un mbf d’index H i variancia o2.
c) Y és un procés gaussia, centrat i amb funcio de covariancies donada per

[ 5
o q
Cov(Ye, Ys) =Th (s, t) =5t His?2H—1t—s?H 7, s, t=o0.

Qué podem dir de les trajectories del procés mbf? Per a qualsevol 0 <H < 1,
les trajectories del mbf d’index H sén continues perd no sén diferenciables en
cap punt. Es a dir, que, tot i ser continues, les trajectories sén molt irregulars
(fan ziga-zaga), encara que s6n menys irregulars com més gran és H. Més
concretament, podem considerar la covariancia entre dos increments del procés
en intervals (s1, s2] i (t1, t2] qualssevol,

(] O Eh o (REE
COV Ytz - Ytl, YSZ - Ysl = E Ytz - Yt1 Ysz - Ysl
o2 2H 2H 2H 2H
=5 —lt2—s2|77 + |tz — 81|77 + [t —s2| T — [ty —s1|TT . (3)

Siprenemara0<=s; <s; <t; <t (és adir, els intervals disjunts) tenim que
en el cas H = 1/2, que correspon al moviment brownia classic, la covariancia
és zero, és a dir, els increments en intervals disjunts son variables aleatories
independents, mentre que si 0 < H < 1/2 la covariancia és negativa (els incre-
ments tendeixen a tenir signes oposats, la qual cosa es tradueix en un efecte
ziga-zaga més gran) i si 1/2 < H < 1, és positiva (els increments tendeixen a
tenir el mateix signe i disminueix I'efecte ziga-zaga; d’aixo ultim, se’'n diu efecte
Josep pels set anys seguits de vaques grasses i els set anys seguits de vaques
magres de I'episodi biblic). La justificacioé del signe de la covariancia per al cas
H = 1/2 és immediata, i si H & 1/2 es basa en el fet que, si definimperat=0
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la funcié g(t) = t2", resulta que g és estrictament convexa si 1/2 <H < 1 i
estrictament concava si 0 < H < 1/2. Per tant, si 1/2 < H < 1 tenim que

S2 —S1 -1
gty —s2) +
(to —t) + (s2 —s1) (tz —ty) + (s2 —s1)
to—1 + S2 —S1
(to —ty) + (s2 —s1) (t2 —ty) + (s2 —s1)

i sumant déna:

gtz —s2) < g(t> —s1)

gty —s1) < g(ty —s2) g(t> —s1)

g(tz —s2) +g(ty —s1) <g(ty —s2) +g(t2 —s1),

amb la qual cosa queda provat que (3) és > 0. El cas 0 < H < 1/2 es faria
analogament.

Autosimilitud i memoria llarga

Sigui Y. = {Y¢, t = 0} un procés amb increments estacionaris i autosimilar
d’index H, amb 0 < H < 1. Podem considerar el procés d’increments associat
definit aixi:

X. ={Xk, k=1}, amb Xk =Yk+1 — Yk, peratotk NI

14 Definici6 Si Y. és un mbf de variancia o2, llavors el procés d’increments
associat que acabem de definir, X., rep el nom de soroll gaussia fraccionari (de
variancia g ?).

Aquestes soOn les propietats fonamentals del soroll gaussia fraccionari:

15 Proposicid El soroll gaussia fraccionari X. = {Xx, k = 1} (de variancia o ?)
compleix les propietats seglients:

a) les variables Xy tenen totes la mateixa llei (obvi, ja que el procés Y. té els
increments estacionaris),

b) és centrat (per ser-ho el procés Y.),
¢) la variancia de Xk és

1] 1
I::I%Z —02H 4 12H 4 12H _g2H — 52

Y o 5
var(Xe) =E X =E (Yke1 — Yk)
per la formula (3) amb s; =t; = kis; = ;= k+ 1 (o pg, dirgctarpent, ja
que, per I'estacionaritat dels increments, E (Yk+1 — Yk)?2 = E (Y1)?2 =0o?).

d) la funcié d’autocovariancies del procés X, definida per:

p(DXF Cov(Xk, Xg+h pera [Z 1,

és:
[ 1 g2 1
p(DEE xkxk+D:07 (HDDP + (3 -2
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fent servir de nou (3) als intervals (k, k+1] i (k+ [k + [#H1], i tenim que

1
@ si0<H<1/2,
p(m% si H=1/2,
si1/2<H<1.
e) SiH 8 1/2, tenim que

p(DOks comporta com 6 ?H(2H — 1) 24D quan 3 +oo.

Aquest comportament és consequiéncia immediata de d), ja que

sz ]
p(DF= > (@M +(3 D -2

2 - | 5

=B R DM e a- -2

2 - [ O
tendeix a 2H(2H—1) quan [=lH+co

Per la propietat €) veiem que lim p(D= 0 com una poténcia, pero quan
[SlHoo

1/2 < H < 1 ho fa tan lentament que la série p(DMivergeix. Llavors diem
=
que el procés X. té memoria llarga, a diferéncia del que passaquan 0 < H < 1/2,

cas en que la série convergeix. En general, podem donar la definici6 seglent:

16 Definicié Donada una successi6 de variables aleatories, totes amb la ma-
teixa llei, centrades i amb variancia finita, X. = {Xy, k = 1}, direm que X. té
memoria llarga si es compleix que

L1 O =l
p(Dd =E Xk Xyr— s comportacom [#L(DD quan [3 +eo

apb9<PB<1liluna funci6 de variacié lenta a 'infinit® (en aquest cas la série
p(DMivergeix).

La divergéncia d’aquesta série captura la intuicié que hi ha darrere de la
memoria llarga: encara que les autocorrelacions p(DJamb [gran (és a dir,
en un interval llarg) sén petites individualment considerades, el seu efecte
acumulat resulta ser important i déna lloc a un comportament marcadament
diferent del que tenen els processos amb memoria curta.

Pel que hem vist, el soroll gaussia fraccionari amb 1/2 < H < 1 és una
successio que té memoria llarga, amb 3 = 2(1 —H) [(Q, 1) i L constant i igual
aoc?H(2H-1).

9 Una funcid L es diu que és de variacio lenta a I'infinit si és acotada a cada interval finit i per
atota=>0, limyx_ +e 5,_%2 = 1. Les constants i els logaritmes en sén exemples.
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3 El model de fonts On/0ff

Autosimilitud i «cues pesades»

Quan van apareixer els primers treballs on es donaven evidencies del caracter
fractal o autosimilar del transit a través d’Internet els anys 1993 i 1994 (vegeu
[10, 11]), va sorgir la qlestié fonamental de quin era el motiu d’aquest fenomen
tan sorprenent. Els matematics que havien realitzat aquests treballs no estaven
en disposicio en aquells moments de donar-ne la resposta, pero si que van
poder especular sobre aquesta i van acabar enviant un missatge a tota la
comunitat d’investigadors en teletransit que, parafrasejant la coneguda frase
d’Alexandre Dumas (pare), podria escriure’s com «Busqueu les cues pesades!».1°
I ho van fer. Un cop sabien qué havien de buscar, van comencar a trobar «cues
pesades» per tot arreu: als temps de CPU consumit per diferents processos,
a les mides dels fitxers, al temps entre pulsacions a un teclat d’ordinador, a
les durades dels periodes d’activitat elevada i dels periodes de descans de les
connexions individuals a Internet, etc. Per exemple, a [2] s’estableix que la llei
que modela les mides dels fitxers disponibles a un servidor té «cues pesades»,
i, en conseqlencia, la llei dels seus temps de transmissio també complira la
mateixa propietat. Aquest és un bon exemple de com la collaboracié entre ma-
tematics i investigadors d’una area molt aplicada ha contribuit de manera
significativa a una millora en la seva recerca.

Per0, qué son les cues pesades? Es diu que una llei de probabilitat té
cues pesades quan les seves cues'! se’n van cap a zero més lentament que
I’exponencial; concretament, quan se’n van cap a zero a la velocitat d’'una
poténcia. Més formalment, direm que una variable aleatoria X (o que la seva
llei) té cues pesades si existeix una constant K > 0 tal que

P(]X| > x) es comportacom Kx ®, amb B [(Q, 2), quan X - +oo

(encara que també es fa servir aquest nom si en comptes de tenir una constant K
es té una funcio de x, L(x), que sigui de variacid lenta a I'infinit). Una tal
variable aleatoria té necessariament variancia infinita (aixo vol dir que pot
fluctuar molt i prendre valors molt allunyats del seu valor mitja o esperancga),
i 'esperanca també és infinita en el cas particular B < 1. Un exemple de llei
d’aquest tipus és la de Pareto.’? Mandelbrot es refereix a aquest fenomen com
a efecte Noe o sindrome de la variancia infinita (fent referéncia a I’episodi biblic
del diluvi universal).

S’ha vist que hi ha una relaci6 entre el fet que alguns descriptors, com ara
la mida o durada de les connexions d’una xarxa de comunicacio, tinguin «cues
pesades» i I'«autosimilitud» del transit de dades a través seu. D’altra banda,

10 La frase a la qual es fa referéncia és la famosa «Cherchez la femme!» («Busqueu la donal») de
la novela de 1854 Les mohicans de Paris, que també apareix a la seva adaptacio teatral I'any 1864.
11 Quan X és gran, P(X > x) i P(X < —x) se solen anomenar «cues» de la variable aleatoria X o
de la seva llei.

12 La llei de Pareto rep aguest nom en honor del socioleg italia Vilfredo Pareto (1848-1923), que
la va fer servir com a model per a la distribucié de la riquesa a una societat.
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les «cues pesades» son la base per a la construccié d’'una explicacio fisica de
la natura autosimilar observada empiricament a les dades del transit a través
d’Internet: el model de fonts On/0ff que expliquem en aquesta seccio.

El model

Ara presentem un model estructural simple i intuitiu que permet la simula-
ci6 i que captura l'autosimilitud i la «<memoria llarga» observades al transit
d’informacio a través d’Internet. Es estructural perqué, a diferéncia del que
succeeix amb els models de tipus «caixa negra», explica les caracteristiques
de les dades obtingudes utilitzant el coneixement del qual es disposa sobre el
transit a través de la xarxa, és a dir, sobre la seva estructura, com per exemple
el fet que aquest transit és el resultat de la superposicié d’'un gran nombre de
fonts que comparteixen els recursos (les sessions dels usuaris individuals).

Aquest model va ser introduit per primera vegada pels investigadors W. Wi-
llinger, M. S. Taqqu i els seus collaboradors I'any 1997 [24], desenvolupant una
aproximacio suggerida originalment per Mandelbrot el 1969 a [13] i donada a
conéixer als probabilistes per Taqqu i Levy I'any 1986 [20]. La seva importancia
rau a haver estat el primer model que donava una explicaci6 fisica plausible del
fenomen de I'autosimilitud de les mesures obtingudes del transit a través d’'una
xarxa, presentant sense demostracié un resultat que establia que la superposi-
ci6 de moltes fonts que poden estar o bé On (enviant dades de manera constant)
0 bé OFf (no enviant res) alternativament, amb les longituds dels periodes
On totes amb la mateixa llei de probabilitat i les longituds dels periodes OFF
també amb la mateixa llei (no necessariament la mateixa que els On), totes
independents entre si i amb «cues pesades» (efecte Noe), dona lloc a un transit
agregat (acumulat) autosimilar. Aquest tipus de fonts es coneixen com a packet
trains en anglés. El mateix article [24] presenta analisis estadistiques molt
completes que avalen la preséncia de «cues pesades» a les mesures obtingudes.

El resultat cabdal des del punt de vista de la modelitzacié que s’enunciava
a [24] va ser demostrat pels mateixos investigadors el mateix any a [21]. Com
ells mateixos escriuen a la introduccio, I'efecte Noé (cues pesades) queda identi-
ficat com el punt clau en la construccié dels nous models pel transit autosimilar
(com el de dades a través de les xarxes de telecomunicacions), alternatius als
models tradicionals (basats en el procés de Poisson i generalitzacions). A més,
el seu resultat relaciona el parametre que descriu la intensitat de les cues
pesades dels periodes On i OFf d’una font «tipica» amb I'index d’autosimilitud
H del transit agregat. Aquest transit agregat es modelara mitjangant un procés
de moviment brownia fraccionari de parametre H > 1/2, com veurem a conti-
nuacio, i com ja sabem, en aquest cas els increments del moviment brownia
fraccionari tendeixen a tenir el mateix signe i disminueix I'efecte ziga-zaga de
les seves trajectories (efecte Josep).

Concretament, el model suposa que a determinat servidor arriba la infor-
macié provinent de N de fonts diferents (independents i del mateix tipus).
Cada font pot estar activada (On, i en aquest cas envia informacio en forma de
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«paquets» amb un flux constant) o bé estar desactivada (OfF). Podem definir

per a cada instant de temps t =0 i per a cada fontn =1,...,N, les variables
aleatories
U = 1 silafontnalinstantt ésOn
t 7 0 silafontnalinstantt és OFf
que en variar n =1,...,N son totes independents i amb la mateixa llei. Supo-

sem que per a cada font, els periodes de temps On i OFF s’alternen estrictament,
formant cicles On-OFff, i que les longituds dels periodes On tenen totes la
mateixa llei i les longituds dels periodes Off també tenen totes la mateixa
llei, totes independents entre si. Sigui X; una variable aleatoria amb la llei
de la longitud d’un periode On, i X2 el mateix amb un periode OFff. Notem
que tant X; com X, son variables aleatories que només prenen amb proba-
bilitat positiva valors no negatius. Suposem que les lleis de probabilitat de
les longituds dels periodes On i OFF tenen «cues pesades», és a dir, que quan
X - 400, P(X1 > X) es comporta com x P1L;(x) i P(X2 > X) es comporta com
x P2 Lo(x) amb 1 < B1,B2 <2, L; i Ly funcions de variaci6 lenta a I'infinit tals
que, si B1 = B2, existeix limy _ 4+ %é% [(0, +o0). Llavors, les corresponents

esperances, W i 2, son finites, perd no ho sén les variancies of i 02.

Observaci6 En realitat, només cal suposar que o bé X; o bé X, tenen «cues
pesades»; no cal que siguin les dues a la vegada. De tota manera, per simplificar
la presentacio, ho suposarem aixi, agafant tant 3; com (2 a I'interval (1, 2).

Considerem la suma Uutn), que és el nombre de fonts que s6n On a
n=1
I'instant uU. Llavors,

Al = I;lljj%ln)l:cll
t T u u
0 n=1

és la suma del temps que les fonts han estat On a I'interval [0, t]. El nombre de
paquets arribats a I'interval [0, t] és proporcional a AL\‘, i és per aixo que fent
un abus de llenguatge es diu que AL\‘ és la quantitat acumulada o agregada de
paquets arribats al servidor, des de l'instant O fins a l'instant t. A [21] es
demostra que, normalitzant convenientment, AN convergeix, quan N - +oo, a
un procés de moviment brownia fraccionari, en el sentit de la convergéncia de
les distribucions en dimensi6 finita. Per tal de donar detalls concrets d’aquesta
normalitzacid, necessitem introduir préviament unes definicions. En primer
lloc, el limit

xPrL(x) — Jim xP>B L1(x)

b= =
T X B2 00 xre L)

sempre existeix i és = 0, encara que pot ser +oo. Depenent de si aquest limit
és finit, zero o infinit, definim una funcié L i una quantitat (3, de la manera
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seguent:
%: 0 llavors 31 > B2 i es defineixen L =L, i B = B>.
Si < b < +oo llavors 31 = B2 i es defineixen L =Ly i B = B2 (= B1).
%z +o00 llavors 31 < B2 i es defineixenL =1L i3 =P1.

En qualsevol cas, B [, 2); aixi que si definim

H
2

tenim que H [C(1/2, 1). Aquesta és la relacié entre un parametre que descriu
la intensitat de les «cues pesades» amb variancia infinita dels periodes On/0ff,
que és (B, d’una part, i I'index de Hurst H que mesurara el grau d’autosimilitud
del transit agregat, pel que veurem a continuacio, de l'altra.

La normalitzacié que es fa del procés AN és la segiient: fixat t > 0, per a
T > 0 qualsevol es considera el procés a I'instant de temps Tt i es defineix

Al = TN

A‘T,N — H1+H2 ] 4
t TH NL(T) @

17 Teorema [21, Teorema 1 (1997)]

lim lim ATN=gH

T o+4+00 N o +oco

on B és un procés de moviment brownia fraccionari de variancia o2, i 62

s’obté a partir de B1, B2, M1, M2 i el limit b.

La idea de la demostracié es pot trobar a I'apéndix.

Intuitivament, aquest resultat estableix que TtN UIT-HZ

de A?t, dona la principal contribuci6 a aquest procés peraN i T gnlﬁ,t13 i que
les fluctuacions respecte d’aquest valor mitja vénen donades per TH NL(T)BH,
gue és un moviment brownia fraccionari de variancia c?T2"NL(T) ja que
L1
1 1
E (T NL(T)BM?2 =a?T2HNL(T),

, que és el valor mitja

1y (|
13 Intuitivament, per a cada font n, E UE.n) du és el temps esperat que la font estara On

0
a I'interval de temps [0, Tt]. Aquest interval de temps esta dividit en cicles formats per un
periode On i el periode OFF que el segueix, i les longituds dels cicles s6n independents i totes
amb la mateixa llei, d’esperanca 1 + H2. El procés que compta el nombre de cicles a I'interval
s’anomena procés de renovacio, i quan T és gran, és conegut que el nombre de cicles a [0, Tt]

és aproximadament Tt/(p1 + H2). Com que a cada cicle I'esperanca de la integral de Ul(Jn)

(1L
uém
0

[
coincideix amb I'esperanca de X1, que és L1, tenim que, per a T gran, E du s’aproxima

per Ttpi/ (M + H2).
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és a dir, que, pera N i T grans,

= -
— B e NLeBH
Hi + M2

AY, es comportacom TtN

Observacid Uns comentaris sobre aquest resultat:

< Notem que si B s’apropa a 2 (cua poc pesada) H tendeix a 1/2, que
correspon al procés de moviment brownia, mentre que si 3 s’apropa a
1 (cua molt pesada) H tendeix a 1, és a dir, tindra les trajectories més
regulars. Per tant, com més pesades siguin les cues, més regulars seran
les trajectories del procés limit.

= En realitat, es pot demostrar un resultat una mica millor que el que hem
enunciat, en que el limit quan T - +co és en un sentit més fort que el de
la convergeéencia de les distribucions en dimensi6 finita, pero no entrarem
en aquesta questio. El lector interessat pot trobar-ho a [21].

e L’ordre en queé es prenen els dos limits és important. Si aquest ordre
s’intercanvia, el procés limit deixa de ser un moviment brownia fraccionari
(seria un procés que s’anomena procés estable de Lévy, que també és
autosimilar i amb increments estacionaris, pero independents, cosa que
fa que no sigui gaire adequat per a la modelitzaci6 del transit d’informaci6
a través d’'Internet).

I qué passaria si T i N anessin conjuntament cap a infinit, és a dir, si
considerem una funcié de T a valors enters, N(T), no decreixenten T i
tal que N(T) [ +oo quan T - +o00? A l'article [16] es db6na resposta a
aquesta pregunta i es demostra que sota la

= +oo

s . . . N(T
condicio de creixement rapid: _lim (_)
T+ TB 1

el limit és un moviment brownia fraccionari d’index H = % pero sota la

NCD) _ g

condicié de creixement lent: lim
T +o00 TB_l

el limit és un procés estable de Lévy.

4 Conclusions

La descoberta sorprenent de la natura fractal o autosimilar del transit a través
d’Internet feta a principi dels anys noranta va ser rebuda, inicialment, amb
escepticisme per gran part de la comunitat matematica, que va pensar que es
tractava d’'una manifestacio similar a aquelles que s’havien donat en altres arees
de les ciencies naturals i socials, com la hidrologia, I'economia o la biofisica, on
la «<moda» fractal va ser relativament passatgera i no va tenir molta significacio
practica.
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Pero s’equivocaven. Aquest descobriment ha estat fonamental per a I'estudi
i modelitzacié adequada del transit. Per que? Principalment perqué les caracte-
ristiques de les dades disponibles sobre aquest transit les fan ser excepcionals
en molts sentits: no només quant a la seva quantitat i qualitat sind, el que
és més important encara, quant a la quantitat d’informacié que contenen. Es
fa dificil pensar en alguna altra aplicaci6 en la qual les dades que es puguin
recollir proporcionin una informacié tan detallada sobre tants aspectes del
comportament del sistema del qual provenen com a Internet. D’altra banda,
la possibilitat de detectar efectivament en la realitat la preséncia de les «cues
pesades» va fer que el caracter fractal del transit per Internet perdés el seu
misteri, ja que s’havia trobat una explicacio real i plausible.

Motivats per la necessitat de donar una explicacio fisica a I'autosimilitud
observada empiricament al transit d’informacié per Internet, un grup de mate-
matics va proposar un model basat en la superposicié de moltes fonts On/0ff,
tals que els periodes de temps que es troben On i/o OFF tenen lleis amb «cues
pesades» (variancia infinita). Llavors, el transit agregat que generen aquestes
fonts en una escala de temps adequada, en el limit es comporta com un movi-
ment brownia fraccionari amb index de Hurst H [(1/2,1), que és un procés
amb un comportament autosimilar compatible amb les dades observades. |
encara més, I'index H, que indica el grau d’autosimilitud del transit agregat, es
pot obtenir a partir d’'un parametre que mesura el «pes» de les «cues pesades».

Les matematiques utilitzades per a la modelitzacié de la natura fractal del
transit per Internet son a la vegada rigoroses i simples, concorden amb la intui-
cio i poden ser explicades de manera relativament simple als no especialistes.
Aquest és el motiu del seu exit: han aconseguit el pas historic que representa
la substitucié del model classic basat en el procés de Poisson, que va ser I'lnic,
amb variants, que es va utilitzar durant més de vuitanta anys, des que Erlang
el va introduir I'any 1909, per un nou model més adequat per a la transmissio
d’'informacié a I'ambit de les telecomunicacions, especialment a Internet.

I el futur, amb quins reptes ens enfrontara? Les necessitats d’uns usuaris
cada vegada més exigents demanen a les xarxes de telecomunicacions actuals
que ofereixin accés a qualsevol informacié disponible per part de qualsevol
usuari, en qualsevol instant de temps i des de qualsevol lloc. Aquest darrer
requeriment vol dir que els usuaris no necessiten trobar-se necessariament
en un determinat lloc per tal de poder-se connectar per cable a la xarxa.l*
Intentar respondre a aquesta demanda, encara que pugui semblar contradictori,
ha acabat sobrecarregant les xarxes de telecomunicacions per cable. | és que,
encara que el sistema de telefonia mobil opera sense cables, ho fa només
quant a la connexié entre el terminal que fa servir 'usuari i I’estacié base més
propera, mentre que la major part de les connexions entre les estacions base
utilitzen les xarxes per cable existents, que aixi es saturen pel gran volum
de transit que han de suportar. Els darrers avencgos en I'Gs dels sistemes de
transmissio sense cables i mobils, entre els quals les xarxes mobils ad hoc

14 En el moment d’escriure aquest article, el nombre de telefons mobils a tot el mén ja supera
clarament el de teléfons fixos.
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(MANET), ja han generat i encara generaran nous problemes a la teoria del
teletransit. Ara que tot just encetem el segon centenari de la teoria de cues,
una de les seves tasques per al futur és precisament el desenvolupament de les
eines matematiques per solucionar aquests problemes.

Apeéndix: sobre la demostracio del teorema

Donarem en aquest apéndix les idees més importants de la demostracio del
teorema 17, sense entrar a fons en els detalls técnics complicats (la demostracio
dels quals es pot trobar a [21]).

Primer pas:
El primer pas de la demostracié consisteix a adonar-se que, pel teorema central
del limit habitual,

_ L - =Y
N|im a% um_gum =c. (5)
— +o00

n=1
amb G. = {G,, u = 0} un procés gaussia i estacionari® (aixo a causa que, per
acadan, UM = {UL(,n), u = 0} és un procés estacionari), que és un procés
centrat i amb funcié d’autocovariancies {p(u), u = 0}, la mateixa que U™,
per a qualsevol n, és a dir,

1 (I I |
p(u) =E G,Go =E UMUiM — E(ugm)@_
Segon pas:
Ara ens fixem que, per (5), I'expressi6 de (4) es pot reescriure com
ps u
lim ATN=20 , .
Noteo TH L(T) (6)

. (O, 1
on hem fet servir la notacié #9% per al procés TOTQ%' t=0 .Aixd0ésa

causa que, peratotn=1,...,N,

EUM)du=t—rL
0 Sel H1 + M2
Per tant, per demostrar el teorema, fem servir (6) i el que hem de provar és que

4.
lim o Guu_gw 7)
To+eo TH L(T)

| aix0d sera consequéncia del teorema classic de I'any 1962, degut a John W.
Lamperti [9], en qué es veu com apareixen els processos autosimilars a partir

15 Un procés X. = {X¢, t = 0} és estacionari si les seves distribucions en dimensio finita no
canvien en fer una translaci6é en el temps, és a dir, siperatotn =1, 0,t;,...,th =0 i
X1,...,Xn [Rles compleix que P(Xy; < X1,..., Xty < Xn) = P(th+§ X1+ X+ CF Xn)-
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de cert tipus de limit. Lamperti va ser el primer a observar aquest resultat
fonamental, que presentem en una versio lleugerament simplificada, tal com es
pot trobar en el capitol 2 del llibre [4] (llevat que a (9) elevem L a 1/2 per fer
una aplicaci6 directa del teorema).

18 Teorema (Lamperti) Sigui Y. = {Y¢, t = 0} un procés tal que existeixen una
funcié f positiva que compleix lim (&) = +oo i un procés X. = {X¢, t =0}, de
& - +oo
manera que
Iim ——=
g+ T(&)
on Xg. denota el procés {Xg¢, t = 0}. Llavors,

Y. (8

a) el procés Y. és autosimilar d'index H per acerta H [C(Q,1),i
b) per a certa funcié L de variacio lenta a I'infinit,

(&) =&"LY%(®). ©)

Reciprocament, tot procés Y. autosimilar d’index H [(Q, 1) resulta ser un limit
del tipus (8) per a cert procés X. i certa funciéo ¥ que compleix (9).

(Aquesta darrera afirmacio, si agafem X. =Y. i £(&) = &", és trivial.)

Tercer pas: 0
Ara apliguem aquest teorema al procés X. donat per Xy = 5 G du, tenint en
compte que {Gy, u = 0} és un procés gaussia, centrat, estacionari i amb funcio
d’autocovariancies p(u) tal que compleix

L] 1] o2t2HL (1)

. p(u)du dv escomportacom — quant - +oo, (10)

amb o?>0,H [(Q,1) i L una funcio de variacio6 lenta a lI'infinit.

La justificacio de (10) és un detall tecnic pero és el que porta més feina de
la demostraci6 i, per aixo, no la donarem aqui, i adrecem el lector interessat a
I'article original [21, p. 13-15].

Llavors,amb & =T - +oo i F(T) = T" LY2(T), tenim que

=

i o Gudu _gH
Toveo THLL/2(T)

amb B™ un mbf amb variancia o 2. La justificacié d’aquest limit és que el procés
limit a (8) en aquest cas és gaussia, centrat, parteix de I'origen i té increments
estacionaris, ja que la integral de G. ho compleix, i a més el teorema ens diu
que és un procés autosimilar d’index H. D’altra banda,

5] gt i1 hlrh! (.
Var Gudu =E G(v)dv =2 E(G(v)G(r))dr dv
0 0 0 o0
Lelrty! [ Ll .

=2 p(v—r)dr dv =2 p(u)du dv.
0 0 0 0
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Per tant, fent servir (10) tenim que

et .
Var Gudu escomportacom o?(Tt)?HL(Tt) quan T - +oo,
0
aixi que
Var M I:els comporta com o?t® quan T - +oo
TH |_l/2(-|-) !

i aquestes propietats caracteritzen el procés de moviment brownia fraccionari
amb variancia o2, per la proposicié 12. 1
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