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Francesc Santcliment

Resum L’objectiu principal d’aquest article —que es publicara al Butlleti en dues
parts— és fer una analisi dels continguts de la Suma de la art de arismetica [46], una
aritmética comercial escrita en catala i publicada a Barcelona I’'any 1482 i de la qual
la Biblioteca de Catalunya ha fet una edici6 facsimil. Aquest és, pero, el contingut de
la segona part de I'article. A la primera tractaré tres questions: qué és una aritmetica
comercial com la de Santcliment, quins sén els antecedents historics d’aquesta mena
d’aritmeétiques, i quina importancia adquireixen en el context historic, cultural, social i
economic en el qual es produeixen —finals del segle xv.
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1 Introduccio

Entre els incunables de la Biblioteca de Catalunya s’hi troba la Suma de la art
de arismetica [46] de Francesc Santcliment, de la qual la Biblioteca acaba de
publicar una edici6 facsimil, molt acurada [48]. Aquesta edicio I’havien d’haver
realitzat I’'any 2000 —en una collaboracio, molt desitjable— la Universitat de
Barcelona i la Biblioteca de Catalunya.

De fet, la decisi6é que la Biblioteca de Catalunya i Edicions de la Universitat
de Barcelona fessin una publicacio, en edici6 facsimil, de la Suma de la art de
arismetica de Francesc Santcliment es va prendre en ocasio de la celebracié
de I’Any Mundial de les Matematiques, declarat per la UNESCO. Amb aquesta
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decisio es volia realcgar I'interés d’aquesta obra excepcional, tant des del punt
de vista de la bibliografia i la bibliofilia, com de la matematica aplicada.

La iniciativa de I'’edici6é conjunta fou promoguda per I'aleshores rector de la
Universitat de Barcelona, Antoni Caparrds (1938-2001), amb la collaboraci6
de les facultats d’economiques i matematiques, amb I'objectiu i voluntat de
disposar d’'un «detall matematic, en catala» que servis com a senyal de reco-
neixement —i alhora constituis un recordatori— per a les personalitats que
visitessin la Universitat de Barcelona durant I’Any Mundial de les Matematiques.

Pero, malgrat I'acord inicial que s’havia pres entre les dues illustres cor-
poracions publiques catalanes, les diferéncies en la concepcio de I'edicioé del
text varen impedir aquesta collaboracié. El motiu del conflicte era que, per a la
Biblioteca de Catalunya, n’hi havia prou amb una presentaci6 técnica de tipus
biblioteconomic. La Universitat de Barcelona, en canvi, considerava imprescin-
dible afegir-hi una presentacid historica del significat social i matematic del
text i una analisi dels continguts de tipus técnic. Es, de fet, el que cal fer i el
que s’acostuma a fer en aquesta mena d’edicions.

Finalment, tanmateix —i ens n’hem de congratular, malgrat la diferent
concepcié que tinguem de com s’havia d’haver executat el projecte—, la Biblio-
teca de Catalunya ha editat, amb molta elegancia, un facsimil d’aquesta obra
senyera de la matematica catalana, i espanyola, del segle xv.! S’acompanya —en
un text separat— de la introduccié que preconitzava la Biblioteca de Catalunya,
molt acurada, fruit del posit dels anys que han transcorregut i de I'estudi
rigoroés.

Perd, com ja vaig defensar —conjuntament amb en Joan Elias, aleshores
dega de la Facultat de Matematiques— durant la discussi6 prévia a I'edicio
fallida de I'any 2000, crec sincerament que hi manca I'altra introduccio, de la
qual ja havia fet un esborrany [40] 'any 1998.

Em sembla, doncs, molt adequat per coheréncia, i per a una millor compren-
sio del text, oferir ara aquesta presentacio, tot desitjant que sigui ben acollida
i que ajudi realment el lector del text de Santcliment a situar-lo en el context
historic, social, econdomic, cultural i matematic que li pertoca i a poder seguir
amb més facilitat els continguts matematics —d’altra banda, for¢a simples—
que conté.

2 Una reflexio sobre les aritmétiques més notables

No és la primera vegada que he analitzat aquesta obra —a la qual, en endavant,
em referiré com I’Arismetica de Santcliment o, simplement, com I’Arismetica—,
gue ja té una bibliografia d’estudis nodrida i solida.?2 Ara, pero®, en aquesta

1 Es, sense cap mena de dubte, el final d’un llarg procés i es deu a la decisié de na Joana
Escobedo.

2 A més de I'estudi introductori de I'edicié de la doctora Joana Escobedo [48], que, com ja
he dit abans, destaca molt especialment I'interés bibliografic del llibre i la seva relacié amb les
cultures connexes de I'época, disposem dels treballs [19, 20, 25, 31, 32, 38, 47] i [40, p. 221-245].
Gairebé tots reflexionen també, a banda del contingut propi de I’Arismetica, sobre les possibles
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primera part de l'article, i a manera de presentaci6 general, voldria contribuir a
destriar el fil historic remot i immediat al qual respon I’Arismetica i a destacar
el relleu que prenien els textos comercials en aquella época. En canvi, remeto a
la segona part (que sera publicada properament en aquest Butlleti) per a una
analisi dels aspectes més concrets i especifics de caire matematic de I'obra
de Santcliment. Amb aix0, com ja he dit abans, pretenc facilitar la lectura i
comprensio de I'obra.

D’antuvi, el que desitjo posar en relleu va, de fet, en la linia de les idees
d’Antoni Malet i de Jaume Paradis:

Fins a quin punt aquestes obres han influit en el desenvolupament de I'algebra?
Hi ha algun lligam entre aquestes dues técniques: I'algorismia i I'algebra?
[32, p. 11, 56-57 i 59-64]

No pretenc, en absolut, fer una analisi aprofundida d’aquesta quiestio, per-
qué ni és el lloc adequat ni el moment oportd. A més, no disposem, ara com ara,
d’un estudi prou detallat i profund d’aquestes obres per poder-la dur a terme.
Només vull fer unes reflexions que puguin ser Utils per a estudis ulteriors i,
adhuc, per a treballs de recerca profunds i erudits.3

I, en segon lloc, vull contextualitzar els textos aritmetics —d’aritmetica
comercial— de final del segle xv, en els vessants historic, economic i cultural.

La taula 1 conté una relacié d’alguns dels textos occidentals més notables
que feren una presentacio de I'algorismia numerica india, tal com fou transmesa
a Occident pels matematics de I'islam.* Conté, doncs, les aritmétiques —o
textos d’algorismia— occidentals més rellevants i, en particular, aquells que,
d’una o altra manera, han estat estudiats per algun dels autors esmentats en
relaciéo amb I'Arismetica de Santcliment.>

Esta dividida en tres parts ben diferenciades. La primera conté simplement
un antecendent remot. Es tracta del text arab iniciatic d’al-Hwarizmi. L’he inclos
per coheréncia conceptual.

La segona conté obres manuscrites anteriors a I’'aparicio, a mitjan segle xv,
de la impremta de caracters mobils de Johannes Gutenberg —nom amb que es
coneix Johannes Gensfleisch zur Laden zum Gutenberg.®

A la tercera s’indiquen obres que se situen a la fi de I'edat mitjana. No totes
foren impreses. Les que no ho foren les he marcat amb un 1

relacions, semblances i diferéncies que el text de Santcliment té amb altres aritméetiques més o
menys coetanies.

3 Vegeu, per exemple, [16, introduccid].

4 No és pas completa, ni molt menys. No es pretén pas. Tampoc no la comentaré detallada-
ment. El lector interessat a coneixer millor I'evolucié complexa i asimeétrica d’aquesta aventura
matematica pot consultar les obres esmentades a la nota 2 i, en particular, [40, p. 124-221]. He
omes les aportacions dels autors indis, perqué vull centrar I'atencié en la influéncia que aquesta
algorismia tingué a Occident. Vegeu, no obstant aixo, [40, p. 106-124; 145-153].

5 A [52, edici6 de 1958, i, p. 211-265], hi podem trobar una exposicié detallada de les aritméti-
ques des del segle xiii fins al segle xv i també d’altres obres matematiques d’aquell moment
historic. Vegeu també [36, edici6é anglesa de 1992, p. 332-366] i [24, p. 65-70].

6 Vegeu la secci6 4.8.

7 Tampoc tots els textos anteriors a I'aparicié de la impremta han corregut la mateixa sort. Per
exemple, fins ara, I’Gnica edici6 de I'obra clau de Fibonacci —sobrenom de Leonardo da Pisa—,
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Any Ciutat Autor Titol
825 Bagdad? (Iraq) Mohammad al-Hwarizmi  Algoritmi de numero
indorum
S. X ? Gerbert d’'Orlhac ?
1140 Sevilla (Espanya Juan de Sevilla Liber algoarismi de
musulmana) practica arismetrice
s. xXiii ~ Constantinoble Maximos Planudes Ynendgopia kat™
(Turquia) Tvdoig A ALyl
op I yBIANn
1202 Pisa (Italia) Leonardo da Pisa Liber abaci
1203 ? (Franca) Alexandre de Villedieu Carmen de Algorismo
s. xiii ~ ? (Irlanda?) Johannes de Sacrobosco  Algorismus vulgaris
1430* Pamiers (Franga) ? ?
1478 Treviso (Italia) ? ?
1482 Bamberg Ulrico Wagner ?
(Alemanya)
1482 Barcelona Francesc Santcliment Suma de la art de
(Catalunya) arismetica
1484 Veneécia (Italia) Piero Borghi Nobel opera de la
arithmetica
1484*  Lio (Franca) Nicolas Chuquet Triparty en la Science
des Nombres
1485* ? (Francga) Jehan Certain Le Kadran aux
marchands
1487 Saragossa Francesc Santcliment? Compilacién de
(Arago) aritmética
1489 Leipzig Johannes Widman Algorithmus linealis
(Alemanya)
1490 Florencia (Italia) Filippo Calandri De arithmetica
opusculum
1492 Tori (Italia) Francés Pellos Compendion del abaco
1494 Venécia (Italia) Luca Pacioli Summa de arithmetica,

geometria, proportioni
et proportionalita

Taula 1. Relaci6 succinta d’algunes obres occidentals que contenen
I'algorismia indoarabiga.
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3 Les tres menes de textos aritmetics

Em sembla que puc afirmar sense embuts que ens trobem davant de tres menes
de textos d’aritmetica ben diferenciats: els textos d’algorismia estricta, els
textos comercials i els textos algébrics.®

3.1 Els textos d’algorismia estricta

Son textos en els quals es presenta, ras i curt, I'algorismia sense preocupar-
se per a res de les possibles aplicacions d’aquests algorismes. S’hi ofereix
I'escriptura posicional indoarabiga, amb les deu xifres 0,1,2,3, 4,5,6,7,8i 9 i,
en gairebé tots els casos, hom posa de manifest la singularitat de la xifra 0 i, en
alguns casos, es fa una petita reflexio sobre la unitat.® Seguidament presenten,
amb tota mena de detalls, I'algorismia corresponent; és a dir, els algorismes
de sumar, de restar, de multiplicar i de dividir. D’aguesta manera queda palés
que I'algorismia que defensen és prou bona per substituir I'abac.'® Pero, en
general, com si volguessin anar més lluny, donen I'algorisme d’extraccio de les
arrels quadrades i, en alguns casos, fins i tot de les cubiques.

D’aquest grup, a la taula 1, hi trobem les obres de Mohammad ibn Musa
al-Hwarizmi —un antecedent historic que no féra bo ometre—, de Maximos
Planudes, d’Alexandre de Villedieu i de Johannes de Sacrobosco.!?

Com deia, cap d’elles no conté exercicis d’aplicacié dels algorismes.'? Son,
doncs, textos purament normatius, catequeétics en la presentacio algorismica.
Com ja he dit, i com quedara palés més endavant, el que realment sorpren d’a-
quests textos és que ofereixin quelcom tan complex com I'algorisme d’extraccio
d’arrels cubiques.

un text insigne tant per la seva profunditat com per la seva precocitat, data de 1857. Es una
edici6 en llati que trobem dins I'Scritti di Leonardo Pisano matematico del secolo decimoterzo
[28, llibre primer]. Avui, pero, disposem de la recent traduccié anglesa [29]. Tanmateix, és una
llastima que no vagi acompanyada d’un estudi acurat, notes i comentaris.

En canvi, disposem de I'estudi de Sesiano del manuscrit en llengua d’oc de 1430, [50]. Pel que
fa a I'aritmetica de Treviso, podem trobar-ne exposicions més o menys detallades a [8, 53, 54].
Hi ha una traduccié anglesa parcial a [51, edicié de 1959, volum i, 1-12], i una traduccio total
anotada i comentada a [56]. L’Arismetica de Santcliment fou analitzada per primera vegada per
L. C. Karpinski a [25], perd en ocasio del seu cinc-cents aniversari aparegueren dos treballs, en
catala, d’aquest tractat d’Antoni Malet i Jaume Paradis, a [31, 38]. L’aritmeética de Piero Borghi la
trobem sintetitzada a [54]. En relacié amb I’'obra de Francés Pellos podem veure [39], edici6é de
1967, amb comentaris filologics de Robert Lafont, i matematics de Guy Tournerie. | la Triparty
de Nicolas Chuquet la trobem editada i estudiada a [33, 34, 35] i, més recentment, a [15].

8 Una altra categoria de textos —els textos mercantils, totalment aplicats al comerg de I'época—
solament apareixen esmentats de passada.

9 En aquesta mena de textos, n’hi ha que, en una tradici6 més racional —en la linia del
pensament grec—, atribueixen a la unitat un paper que va més enlla del simplement numeric.
Draltres, en canvi, molt més orientals en I'exposicid, ometen aquesta mena de comentaris.

10 No cal recordar que aguest giny mecanic —I’abac— era I’estri que usaven a Grécia i Roma
aquells que, per una radé o una altra, havien d’efectuar alguna mena de computs.

11 Sortosament disposem d’edicions relativament recents d’aquestes obres. El text en vers
d’Alexandre de Villedieu ha estat reeditat a [61]; el d’al-Hwarizmi, a [2]; el de Maximos Planudes,
a [41], i el de Sacrobosco, a [43] o [44].

12 A [40, p. 191-192, 205-208] podreu trobar comentaris a aquestes obres i algorismes.
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L’heréncia islamica Per tal de com-
prendre el contingut d’aquesta mena
d’obres faré una sintesi breu de I'a-
portacio del suara esmentat text d’al-
Hwarizmi, seguint la traducci6 llatina,
del segle xii, d’Adelard de Bath ( CI075-
1160) —deixant de banda I'aspecte es-
trictament evolutiu dels simbols i ac-
ceptant les reserves que posa de ma-
nifest Allard.’® He triat aquest text i
no un altre perqué probablement és
el primer text aritmetic —conegut a
Occident— en el qual podem trobar de
manera detallada els algorismes de cal-
cul del sistema decimal posicional indi
amb zero.1*

Es indubtable que, al segle ix, els
erudits arabs coneixien el sistema in-
di de numeracié amb zero. L’any 825,
MOhammad ibn Musa al-Hwarizmi*® va Mohammad ibn Musa al-Hwarizmi
elaborar un petit opuscle en el qual po- Bagdad (ara Iraq), [Z80-
sa de manifest la valua del sistema de
numeracid d’heréncia india. Solament ens n’han arribat, com ja he indicat,
traduccions llatines. La més coneguda és probablement d’Adelard de Bath i té
el titol gens suspecte de Algoritmi de numero indorum.® D’aquesta traduccio
sols se’n coneix una copia incompleta del segle xiii.t’

Encara que només sigui de passada, val la pena observar que, d’acord amb el
que podem deduir dels textos llatins del segle xii, al-Hwarizmi usa uns signes
numeérics la grafia dels quals correspon a la que s’'usava a I'india, provinents del
sanscrit. Es realment dificil justificar la procedéncia dels simbols i molt més
encara afirmar sense reserves que sén els mateixos que va usar al-Hwarizmt,
atés que el text de que disposem —la traduccio llatina del segle xii— és forca
posterior a I’época de I'autor arab al qual s’atribueix.'® I, de fet, no fou pas

13 Vegeu [2], i-v, i, en particular, v: «Contrariament a I’'opinié que semblava acceptada defini-
tivament, el text d’Adelard de Bath és un text hibrid i no pas una traducci6 fidel del text arab
d’al-Hwarizmi».

14 Vegeu també [45, p. 76, 119 i 124]. Recordem el text de Bhaskara, traduit a I’angles a [12,
p. 4-12], on trobem els algorismes de calcul. Es tarda: del segle xii. Es a dir, de la mateixa época
que la primera traducci6 llatina de I’Algoritmi de numero indorum.

15 Vegeu [58].

16 «El llibre d’al-Hwarizmi sobre els nombres indis ens assabenta de I'existéncia d’un text
anterior, potser de la fi del segle viii» [63, nota 4, p. 165]. Malgrat que la traduccié llatina
normalment s’atribueix a aquest erudit anglés, Allard n’estableix els pros i els contres [2, p. vii—X].
17 Per a I'analisi dels possibles textos existents, llurs diferéncies, analogies i traduccions
disposem de [2], una obra excellent i molt acurada.

18 En aquest sentit és d’interés I'estudi [1] elaborat per Allard, I'existéncia del qual m’ha estat
comunicada pel doctor Julio Samsé6 del Departament de Filologia Semitica de la Universitat de
Barcelona.
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aquesta grafia la que s’imposa a Bagdad; la grafia dels signes utilitzats pels
musulmans d’orient prové, potser, de I’Afganistan, on els guarismes indis
havien sofert una lleu modificacié. Segons Smith [52, edicié de 1958, volum ii,
p. 70-72], les formes dels dos sistemes de guarismes —el de procedéncia india
i Parab— sén:1°

IRVBYEVTEC e\ v s 6 1VAS.

sanscrit (India) arab

Els guarismes i la seva escriptura Aclarides, de manera succinta, aquestes
questions, faré una analisi breu del text d’Adelard, seguint de ben a prop [2].2°
Comenca amb les paraules:
al-Hwarizmi diu: «He vist que els indis utilitzen nou lletres per a tots els seus
numeros gracies a una disposicio propia i inventada per ells. [...] Usen solament
nou lletres, la representacié de les quals és 987654 3 2 1». [p. 1i252]
Tot seguit ens informa que, per tal d’expressar el segiient de 9, cal escriure
10, i per tal d’expressar el seu doble, triple, etc., cal posar 20, 30, etc. | diu:

Fan servir un petit cercle que s’assembla a la lletra O, el O, per posar de manifest
que, a la posici6 de les unitats, no hi ha res. [p. 3]

La rad per la qual al-Hwarizmi vol ensinistrar-nos en aquest nou sistema és:
La seva simplicitat i concisi6 en aritmética, tant si els nUmeros que s’'usen son
grans com si son petits, tant si els volem multiplicar o dividir, com sumar o
restar. [p. 1]
D’antuvi ensenya a llegir els nimeros expressats en el nou sistema de xifres
i, després d’indicar-nos que la lectura cal fer-la en grups de tres comencant per
la dreta, déna I'’exemple seguent:
El nimero 1180703051492 863 es llegeix: 1 de mil mil mil mil mil (5 vegades),

cent de mil mil mil mil (4 vegades) i vuitanta de mil mil mil mil (4 vegades) [...]
quatre-cents noranta-dos mil i vuit-cents seixanta-tres. [p. 6]

Tot seguit ensenya a sumar i restar.

La suma Lasuma la déna amb aquestes paraules:

Quan vulguis sumar dos niumeros posa’ls un dessota I'altre de manera que els
del mateix rang es corresponguin. Després suma els de cada rang, comencant
pels de I'ordre més baix, les unitats, les desenes, etc. Quan en una posicio
aconsegueixis una desena, posaras una unitat meés a I'ordre segtent [les desenes,
centenes, etc.]. [...] Aixd ho faras amb tots els ordres fins al darrer. [p. 7]

No n’ofereix cap exemple.

19 Al text d’Ifrah [23, p. 493-495], hi trobem una analisi més aprofundida; a la historia de la
matematica de Carl B. Boyer [9, edici6 castellana de 1986, p. 307], la genealogia dels nostres
digits seguint, pero, el text de Menninger [36, edici6 anglesa de 1992, p. 418-419].

20 Totes les citacions que segueixen son d’aquest text i, per aix0, solament n’indico les pagines.
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La resta En canvi, quan explica la resta comenca dient que «cal posar damunt
el més gran dels dos nUmeros» i «restar posicié a posicio».
Si no és possible —és a dir, si el nimero de la posicié superior no és prou gran
per tal de poder-li treure el nUmero de la posicié inferior— agafa una unitat de
la posicio superior de I'ordre segiient i converteix-la en deu, aleshores treu-li allo
que calgui treure-li i posa el que et queda a la posicid superior. Si no et queda
res, posa-hi un zero com abans. Ara bé, si a la posicié superior de I'ordre segiient
hi ha un zero, ves-te’n una posicio, més enlla, agafa una unitat de la posicio
superior i converteix-la en deu de I'ordre immediatament inferior. Aleshores
agafa una unitat d’aquestes deu i fes el que t’he indicat abans, deixant-ne nou
en la posicio segona, on n’havies posat deu. [p. 7-8]
Els dos Unics exemples que ofereix aquest text son ben senzills, en el sentit
que, a cada posicio, el nUmero de la posicioé superior és més gran que el nimero
de la posici6 inferior i, per tant, com diu el text: «del 6 en treus 3 i a la quarta
posicio te’'n queden 3; del 4 en treus 2 i a la tercera posicio te’'n queden 2, etc. La
representaci6 de la diferéncia [en el primer exemple] és, doncs: 3211». L’altre
exemple és curids en el sentit que «al nUmero mil cent quaranta-quatre li traiem
el nimero CXL quatre» [p. 7-8]. Hi ha una barreja constant entre les xifres de
nova implantacio i les romanes.

6422 1144
3211 144

Observem que, segons el text d’Adelard del segle xii, al-Hwarizmi efectua la
resta d’esquerra a dreta.??

En canvi, en un text usualment atribuit a Juan de Sevilla [ CITT40] —al marge
de les critiques d’Allard [p. 83-84, 249-251]—,%2 hi trobem tres exemples forca
més interessants:

12025 10000 200000
3604 15 2

En el primer dels tres exemples, el text és el seglient:

Volem sostreure tres mil sis-cents quatre de 12 mil vint-i-cinc. La figura seguent

ddna la posicié d’aquests numeros %ggi . Ara caldria treure el nUmero inferior

en la darrera posicié —és a dir, el tres— del nimero superior —és a dir, el dos—
i aix0 és impossible. Aixi, caldrad que prenguem una unitat de valor deu de la
posicio seglient i que I'afegim al dos que teniem. Obtindrem 12. D’aquests dotze
en traiem tres i en queden nou. Els posem en el lloc del 2. Ara n’hauriem de
treure sis de la posici6 superior, pero, atés que hi ha un 0, cal que agafem una

21 Aix0 pressuposa una precaucio prévia que no es reflecteix ni en el text ni en els exemples.
22 En aquest text, tan primerenc, hi llegim:
Un nombre és un conjunt d’unitats. Atés que és infinit (ja que, en multiplicar-lo, creix
indefinidament), els indis, amb un enginy extrem, han acotat aquesta multiplicitat infinita
dins de certes regles i restriccions determinades, amb I'objectiu que, de l'infinit, en
sorgeixi una cieéncia ben definida, i que les lleis severes d’alguna art impedeixin la fugida
d’aquestes coses tan subtils. [23, p. 821-822]
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unitat del nou de la posicié seglient; en queden vuit i la portem, amb valor 10,
al lloc del 0. D’aquests deu en traiem sis i en queden quatre, que posem al lloc
del 0. [...] Finalment la figura del nimero que resulta és . [p. 83-84]

Ho podem simbolitzar aixi:

12025 2025 9025 8,025 8425 8421
3604 3604 3604 3 604 3§04 NG

Queda clara, doncs, la precaucié que indicava a la nota 21.

La dimidiacié Després de la resta, exposa la divisio per 2. Ara, pero, aconsella
de comencar per la dreta:

Divideix les unitats per dos; si el nombre d’unitats és senar, divideix el que
puguis i te’n quedara una que posaras en la forma %.23 Després divideixes per
dos les desenes; si és senar, agafes la meitat del parell i la poses al seu lloc i
dones el valor cinc a la meitat del que et queda i I'afegeixes a la posici6 inferior;

etc. [p- 9]

La multiplicacié Seguidament, déna els dos algorismes més importants: el
de la multiplicacid, primer, i el de la divisio, després.

Primerament, cal aprendre la taula de multiplicar, els uns amb els altres,
tots els numeros que hi haentre I'L i el 9.

La millor manera d’entendre I'algorisme de la multiplicaci6 és seguir I'exem-
ple que ofereix [p. 9-12]:

Volem multiplicar 2326 per 214. De bell an- 2 3 2 6
tuvi, cal posar-ho en la forma:2* 2 1 4

Aleshores cal multiplicar 214 per 2, sent 2 la
xifra més alta del multiplicand. Déna 428 i diu:
Un cop feta la multiplicacio per la xifra més 2 1 4
alta del multiplicand, I'esborrem i la substi-
tuim pel producte sencer. [p. 10]

Ara desplacem el multiplicador un lloc a la 4 2 8 3 2 6
dreta. 2 1 4

Multipliqguem 214 per 3. Obtenim 214 x 3 =
642. Ho colloguem de manera que les unitats 4 9 2 2 2 6
vagin a ocupar el lloc del 3. Aixo fa que hagim 2 1 4
de sumar 64 a 28. S’obté 492 226.

Ara multipliguem 214 pel segon 2. Obtenim
428. Ho posem de manera que les unitats vagin
a ocupar el lloc del segon 2. S’obté 496 486.

23 Es una reminiscéncia del sistema en base seixanta mesopotamic.
24 A la nota 25, quedaran explicades i justificades les notacions successives del multiplicador i
del multiplicand.
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Al lloc del 6, hi colloquem 214 < 6 = 1284.
Finalment s’obté, doncs, el resultat buscat 4 9 7 7 6 4
49776425

La divisidé La divisié també I'exemplifica. Volem dividir 46 468 per 324.

L’'operacio I'ofereix amb tota mena de detalls. L’explicacié, com és usual, la
fa amb paraules i no pas en forma d’algorisme [p. 13-15]. En definitiva, pero,
fa el que s’exposa a continuacio.

FENIN

Posem:

Ates que 324 només cap un cop dins de 464,
posem un 1 a la primera posicio del divisor. S’obté: 3 2

N
)}
E N
)
¢4}

Multipliquem 324 x 1 = 324. Restem ordenada-

N
N
NoOo PR
o
©

ment. S’obté: 3 2
Desplacem el divisor un lloc a la dreta i posem 1 4
un 4 a la segona posicio6 del divisor perquée 324 cap 1 4 0 6 8
4 vegades dins de 1406. 3 2 4
- 1 4
Multipliquem 324 x< 4 = 1296. Restem ordenada- 110 8
ment. S’obté: 3 2 24
Desplacem el divisor un lloc a la dreta i posem 1 4 3
un 3 a la tercera posicio del divisor perqué 324 cap 11 0 8
3 vegades dins de 1108. 3 2 4
Multipliquem 324 x 3 = 972. Ho restem de quocient 1 4 3
1108. D6na 136, que colloqguem al seu lloc. Fi- romanent 1 3 6
nalment, s’obté: divisor 3 2 4

Aleshores diu:
Resulta aixi el que correspon a un dels nameros, que és 143, i 136
parts de 324. [p. 14-15]

D’aquesta manera apareixen els numeros fraccionaris arabs, pero, en aquest
estudi, no hi enrarem.?®

Aixi doncs, al segle ix, els matematics islamics d’Orient coneixien ja el
sistema decimal posicional. L’havien assimilat directament de pobles que, al

25 Cal molta atenci6 a I’hora de fer les sumes perqué les fem aparentment usant el multiplicand,
pero no és aixi. Fem els productes amb el zeros corresponents i els anem sumant de forma
ordenada sense comptar el que encara resta del multiplicand: 428 000 més 64 200, més 4 280,
meés 1284. En total, 497 764.

Aix0 és també el que justifica els desplagaments del multiplicador: en la primera multiplicacio,
multipliguem 214 per 2, pero aquest 2 és, de fet, 2000; d’aci la collocacié del multiplicador al
lloc dels milers; analogament, en els altres casos.

26 Vegeu I'excellent text [6, p. 223-302, en particular 291-302].
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seu torn, I’havien aprés a través de la influéncia dels textos matematics de
I'india. No obstant aixd, com ja he indicat abans, els numerals eren representats
de forma lleugerament diferent.?’ El sistema decimal posicional amb zero,
tanmateix, havia penetrat en la matematica arab desenvolupada a I’entorn
cultural de Bagdad i, en particular, a Dar al-Hikma (Casa de la Saviesa).28
M’he entretingut fent una descripcié prou detallada de I'obra d’al-Hwarizmi,
de la qual, com ja he dit, no disposem de cap manuscrit original, i I'Gnic
coneixement que en tenim prové d’'un fragment llati del segle xiii, la traduccid i
el traductor del qual han estat discutits i analitzats amb tota mena de detalls.?®

L'extraccié d'arrels En el text d’al-Hwarizmi no trobem, perod, cap esment
a I'extraccid d’arrels —ni quadrades ni cibiques. En canvi, en el text de Planudes,
I'extraccié d’arrels quadrades hi és descrita molt acuradament i insistent,
i dona tres metodes diferents [41,
p. 138-200]. En el de Sacrobosco, s’hi
troben descrits els algorismes d’ex-
tracci6 d’arrels quadrades i cubiques.
La descripcio és totalment lingiisti-
ca i no ofereix cap exemple aclari-
dor. Es el comentari de Dacia a aquest
text el que permet de comprendre mi-
llor el funcionament dels algorismes
de I'Algorismus vulgaris [43, p. 16-
17,1 79-92]. Per tal de fer-nos carrec
de la poténcia del sistema indoarabic

—que és el que volien posar de mani- Johannes de Sacrobosco
fest aquests autors en oferir els algo- Halifax (Yorkshire, Anglaterra), 1195 -
rismes d’extraccio d’arrels—, en dona- Paris (Franca), 1256

ré una petita mostra.

Meétode d’extraccio de I'arrel quadrada d’'un ndmero arbitrari

Volem trobar I'arrel quadrada del nimero 235.
Busca el nUmero que multiplicat per si mateix

1 3 10 estigui contingut en el 2 de la forma més ajus-

2 3 5 tada possible. [...] Dic que és I'1. Ara, 1 mul-
1 5 15 tiplicat per 1 déna 1. Al ndmero 2 li treus el
2 10 30 numero 1. En resta 1. Colloca’l entre el 2 i el 3,

una mica més amunt, com féiem en la divisio.
Ara multiplica per 2 el nUmero 1 que has obtingut per extraccio [de I'arrel]

de 2. [...] Obtens 2. Aquest 2 colloca’l sota el niUmero 3, perd una linia més
avall d’alla on has collocat I'1l. Ara busca el nGmero que multiplicat per 2

27 Vegeu les taules d’evolucié dels numerals de [1, p. 40-41], i de [23, p. 513-517].

28 Vegeu [23, p. 491-500, i, en particular, 498-499].

29 Hi ha altres textos que també fan referéncia als numerals indis i a 'algorismia associada.
Algunes d’aquestes aritmeétiques arabs s’han conservat en colleccions europees de manuscrits
orientals. Vegeu [7, p. 31-48], [40, p. 133-134] i, en concret, [59].
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s’apropa d’alld més al nimero 13 i el seu quadrat cap en allo que resta. [...]
Passa del 6 i agafa el 5.3° Ara el doble és 10. Escriu el 5entreel 3iel 2, ala
primera filera inferior, on hi ha I'1, que és I'arrel de 2. Ara treu 10 unitats de
13. Obtindras un 3. Escriu-lo un xic més amunt entre el 3 i el 5. Fixa't que el
5 multiplicat per si mateix déna 25, que cap dins de 35. La diferencia és 10.
Escriu-la a banda, fora de I'arranjament. Ara multiplica 5 per 2 tal com havies
fet abans amb I'1. D6na 10. Escriu-lo a la tercera filera, al costat del 2. Ara suma
aquest 10 amb el 20; obtens 30. Escriu-lo al costat. (Fixa't que el 2 és, en realitat,
un 20 perqué esta en el lloc de les desenes.) Calcula la seva meitat, que és 15,
perqué 30 conté una arrel doble. De tot aix0, en resulta que I'arrel quadrada de
235 és 15 i deu trentens®?, [41, p. 142-143]

Molt més sorprenent és, pero, I'algorisme d’extraccio d’arrels cubiques que

ofereix Sacrobosco. Per tal que sigui més entenedor, usaré I'exemplificacié de
Dacia en el cas en qué I'arrel cubica és exacta [43, p. 17-19, 84-92].

Meétode d’extraccié de I'arrel clbica d’un nimero arbitrari

Per trobar I'arrel cubica d’'un nimero —com ara la del nUmero 751089 429—
primerament el dividim en grups de tres, comencant per la dreta. Cada grup
tindra doncs tres xifres, llevat potser el que es troba més a I’esquerra, que en
pot tenir una, dues o tres.3?

Hem de buscar un digit que elevat al cub

s’apropi d’alld més al niumero 751. Es el 7 2 9
ndimero 9. A més, el cub de 9 és 729, que 7 5 1 0 8 9 4 2 9
restem del 751. S’obté la primera aproxi- 9
macio.
- Lo 2 2 8 9 4 2 9
Ara tripliquem el digit i el colloquem a > 7
sota del 8. 9
| | diit i | 2 4 5 7
Not_em que qualsevo digit situat a f:ostat > 2 08 9 4 2 9
del 9 i multiplicat per 27 supera el nUmero > 7
2208. 9 1

Aix0 fa que el segient valor de l'arrel
clbica sigui xifra. Es a dir, obtenim:

30 Ara, després de treure I'1, en resten 135. Agafem 13 dividit per 2. Déna 6. Aleshores 6x2 = 12,
que els traiem de 13. Obtenim 1. El que resta és, doncs, 15, perd 6 x 6 = 36. No hi cap.

31 Indiquem, tot de pﬁﬁque, com és usual, fa servir el que hom coneix com I'algorisme
d’Her6, segons el qual a2 +h @k %.

32 La comprensi6 cabal d’aquest algorisme —no gaire senzill— comporta adonar-se de la
complexitagseguent. Volem aconseguir M - 10% + N - 102 + P, on M, N i P sén nGimeros de tres
xifres com 100a + 10b + ¢)3. Ara bé, tenim que aquest cub es pot escriure en la forma:

a3 - 10% + 3ab(10a + b) - 104 + 3c(100a + 10b +c)(10a + b) - 10 + c3.

En I'exemple que s’analitza tot es més simple, perqué resulta que b = 0. Es a dir, s’obté solament
a3 - 10% + 3ac(100a +c) - 102 + ¢3.
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_ 2 2 0 8 8 7
Arg (?alculem 999 x 27 = 24?‘;4}3, que > 2 08 9 4 2 9
multiplicat per 9 déna 220887. Aixi doncs, > 7 0 9
tenim: 9 0
7 2 9
Restant, s’obté: 2 7 0 9
9 0

Ara hem de calcular el cub de 9 i restar-lo. Obtenim romanent 0. L’arrel cubica
del nimero 751089 429 és exacta i val 909.33

Sembla indiscutible que I'interés per aquesta mena d’algorismes —de fet,
no hi ha cap necessitat aparent d’introduir-los— només pot respondre a una
voluntat explicita de mostrar la potéencia enorme que el métode algorismic
indoarabic té davant la que oferia I'abac, perqué després no s’usen per a res.

3.2 Els textos comercials

Un segon bloc de textos —cronologicament, a la taula 1, els trobem entre els
més recents, és a dir, entre els que sén de I’época en qué ja s’havia introduit
la impremta— sdn textos de tipus comercial. Concretament, I'aritmética de
Treviso, les dues de Santcliment i la de Francés Pellos. Un cop introduits els
simbols de numeracio i la manera d’expressar els niameros i els algorismes
de calcul, fixen I'atenci6 en la practica comercial o de mercaderia pero en un
sentit ampli de la paraula —aquest és el motiu central del text—, és a dir, sense
oblidar altres qliestions més aritmetiques. Es tracta, en definitiva, de posar de
manifest fins a quin punt I'algorismia indoarabiga és fructifera, entenedora,
potent i alhora simple, per efectuar tota mena de calculs comercials i afins. Per
aixo, tots ells ofereixen un nombre important d’exercicis de tipus comercial: la
regla de tres simple i composta, canvi de monedes, barates, aliatges de metalls,
repartiments proporcionals, calcul d’interessos, etc.

De fet, pero, la seva complexitat matematica no sobrepassa, en cap cas,
el que, en algebra, és una equacié de primer grau. Aixo justifica que no hi
trobem els algorismes d’extraccié d’arrels quadrades, i molt menys encara
els d’extracci6 d’arrels cubiques. Podriem dir que el tipus de dificultat que
contenen és del mateix ordre que el que podem trobar al famés papir Rhind
de la matematica egipcia. L'artifici que cal per poder-los resoldre és la regla de
tres en la forma que coneixem com a métode de falsa posicié.3*

A diferencia dels textos del bloc segient —vegeu la secci6é 3.3—, la seva
importancia —més economica i social que no pas matematica— la posaré de
relleu a les seccions 4 i 5.

33 Per tal de constatar-ne la validesa, Dacia eleva el nimero 909 al cub i veu que efectivament
s’obté el nUmero donat inicialment. Tanmateix, pero, el métode de Sacrobosco li sembla a Dacia
massa complicat i poc clar, i n’ofereix un altre que va detallant a mesura que I'aplica al calcul de
I'arrel clbica del nimero 1234567 890. Vegeu [43, p. 87-92] o [40, p. 206-208].

34 El meétode de falsa posicié serveix, com veurem a la part segona d’aquest article, per a
resoldre equacions de primer grau amb una incognita, perqué aquesta mena d’equacions és
compatible amb la proporcionalitat.
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3.3 Els textos algebrics

El tercer bloc el formen els llibres restants, sent els més notables el Liber abaci
(1202) de Leonardo da Pisa (Fibonacci), la Triparty en la Science des Nombres
(1484) de Chuquet, i la Summa de arithmetica, geometria, proportioni et propor-
cionalita (1494) de Luca Pacioli. De fet, sén textos en els qual apareix I'algebra,
si entenem per algebra la preocupacié per resoldre equacions numeriques
de grau superior al primer, equacions en les quals els métodes basats en la
proporcionalitat fallarien i, per tant, la falsa posicié no és prou potent.

El problema originari de l'algebra: I'heréncia mesopotamica La collecci6
de problemes que varen portar els gedometres a I'algebra, entesa com a resolu-
cio de problemes de grau superior al primer, es pot reduir a I'esquema seguient:

Trobar dos numeros dels quals es coneixen la suma i el producte.

Aquesta mena de problemes sén tipicament de segon grau i, de fet, corresponen
a una preocupacio de tipus geometric. Consisteixen a

Trobar la longitud i I'amplada d’un rectangle de perimetre i super-
ficie donats.

Aquestes questions son el nucli de I'algebra geomeétrica —és a dir, calculs
algébrics resolts amb figures geomeétriques— de la matematica mesopotamica i
constitueixen, sense cap mena de dubte, el naixement de I'algebra entesa com
I’art de trobar les arrels dels polinomis.

Els estudiosos de la matematica mesopotamica van trobar que, pels volts
del 2000 aC, els babilonis sabien resoldre problemes de segon grau com ara:

Trobeu el costat d’'un quadrat del qual I'area menys el costat val 14, 30.
[9, edici6 castellana de 1986, p. 56]

Abans d’observar I'algorisme de resolucié, recordem dos fets notables, ben

coneguts, pero aclaridors.

= El sistema de numeracid utilitzat en la civilitzacié mesopotamica és
posicional en base 60. Per exemple, en la notacié de I'historiador de
la matematica Otto Neugebauer, I'expressio 14, 30; 15 indica el nUmero
14 x 60 + 30 + 15 x 6071,

= La concepcié numerica dels problemes, adhuc quan sén problemes rela-
tius a objectes geometrics, evita I’homogeneitat,3® absolutament impres-
cindible en la geometria grega.

El que realment van sorprendre els estudiosos fou la manera com resolien el
problema. De fet, I'algorisme concret que fa servir el matematic de la tauleta

35 L’homogeneitat estableix que solament podem «afegir» o «treure» figures geometriques de la
mateixa dimensio, ates que geomeétricament no té sentit «afegir» una superficie a una longitud.
A I'lsagoge in artem analyticem (1630(] de Viete [60, edici6é francesa de 1986, p. 22-23], aquest
principi constitueix un axioma.

Numeéricament, en canvi, aixd no té cap mena d’importancia perqué tot sén nimeros. Es la
idea basica del fet algébric, com copsara d’'una manera absolutament nitida i inequivoca René
Descartes (1596-1650), tal com palesa La géométrie (1637), a [14, introduccid].
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mesopotamica correspon a I’expressio algébrica
—1
b b2
X=_-+ —+cC 1
2 4 @)

com a solucié de I'equacié de segon grau x° = b x + ¢, aplicada, pero, al cas
concret de 'equacié x? = x + 870.

Resoluci6 del problema anterior

Text mesopotamic Interpretacié moderna

Trobar la longitud del costat d’'un quadrat
del qual la superficie menys el costat és igual
a 14, 30.

Trobar un nimero x que satisfaci
I’equaci6 quadratica x? = x+870.

Prenem la meitat d’1, que és 0; 30. Calculem: % x1=0,5.
[
Multipliquem 0;30 per 0;30 i obtenim Calculem: % = % =0, 25.

0; 15.

Sumem aquesta quantitat a 14, 30 i obte-
nim 14, 30; 15.

14,30; 15 és el quadrat de 29; 30.

Finalment, afegim 0;30 a 29;30 i el resul-

Sumem: 870 + 0, 25.

1

Obtenim: 29,5= 870+ 0, 25.

Aleshores, el costat buscat és

tat, 30, és el costat buscat. 30=29,5+0,5.

La questi6 rau a saber com van poder deduir aquest algorisme de resolucio.
La conjectura que fan els historiadors de la matematica mesopotamica és
que, de fet, com ja he dit abans, el problema clau és un problema de tipus
geometric que correspon a un dels problemes que, actualment, expressariem
simbolicament de la forma seglent:

Trobar la longitud i 'amplada %,y d’un rectangle del qual sabem
quexx*y=a i xy =A36
Aixi, a [9, edici6 castellana de 1986, p. 57], llegim:

En una tauleta de Yale es demana trobar I'algada i 'amplada d’un rectangle
sabent que X +y = 6;30,xy = 7;30. Aleshores x —y = 3;30. Per tant, x =5,
y =1,30.

| el cami que porta a la resolucio és el seglient. Suposem que X +y = ai
XYy = A. Aleshores

x+y)2=a? i (x—y) =(x+y) —4axy =a?—4A.

36 També és possible que els preocupés determinar els costats X,y d’un triangle rectangle
d’hipotenusa a i area A donades. Es a dir, per als quals x2 +y2 =a? i xy = 2A.
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Per tant,

Finalment, obtenim:
az—4A,
que és el que realment voliem.

També s’ha dit [62, edicio de 1988, p. 70] que un altre cami possible consis-
tiria, per exemple en cas que X +y = a, a fer:

x=24z =2_;
TtE YT oT#

Aleshores,
2
a
A=Xy === z2.
lig;
D’aci podem treure el valor de z. Efectivament, z = % —A.

L'entrada de I'algebra a Occident a través dels matematics arabs El mate-
matic islamic Mohammad ibn Musa al-Hwarizmi fou conscient que I'algebra
és prou diferent de la simple algorismia com per dedicar-li un tractat especi-
fic i separat del d’aritmética. Es el famds Hisab al-muhtasar fi hisab al-gabr
w’al-mugabala.®’

L’originalitat del text rau en el fet d’exposar amb claredat allo que cal fer
per resoldre les equacions de segon grau dels tipus

x?=ax+b, ax=x?+b, i b=x?+ax.

El text focalitza tota I'atencio en les equacions de segon grau. Diu [p. 27]:

D’aquestes tres formes —nombres, arrels i quadrats— dues sén iguals a la
tercera, com per exemple

Un quadrat i arrels igual a nombres,

un quadrat i nombres igual a arrels, i

arrels i nombres igual a un quadrat.®

Després, ofereix la manera —sempre vinculada a un cas concret— de resol-
dre les tres menes de figures possibles. Seguidament déna una prova, més visual
que no pas geometrica —de fet, és més una mostracié que una demostracio—
de la validesa dels algorismes o métodes de resolucié de les equacions de segon
grau. Finalment, conté una petita colleccié de problemes la majoria dels quals
estan lligats amb el problema geométric de I'apartat anterior;

37 Vegeu [22]. La paginacio I'he referida a la traducci6 castellana.
38 Robert de Chester anomena substancia el que nosaltres anomenem quadrat. Vegeu [21].
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Dividiu el nimero 10 en dues parts de manera que quatre vegades el producte
d’una part per I'altra sigui igual al quadrat de la primera. [p. 49]

Hi ha altres problemes lligats amb el teorema de Pitagores, com ara:

Dividiu el namero 10 en dues parts de manera que la suma dels quadrats de les
parts sigui igual a 58. [p. 53]

Malgrat la indiscutible influéncia mesopotamica que té aquest text d’algebra,
cal pensar que no esta exempt de la influéncia que aquesta matematica va
exercir en Her6 d’Alexandria (segle i). Aixo ho posa de manifest el fet que hi
trobem un problema tipicament heronia, com ara:

En un triangle isosceles de costat igual a 10 unitats lineals i base de 12 unitats
lineals, inscriviu-hi un quadrat.3® [p. 89-91]

En definitiva, doncs, I'algebra —sembla totalment indiscutible— comenca
amb les qliestions matematiques determinades per les equacions de segon
grau, siguin aritmétiques o geomeétriques. | aixo no es troba, en absolut, en
les obres que he anomenat aritmétiques comercials, en les quals, com ja he
indicat abans, mai no se sobrepassa el primer grau, i on cap problema no és
prou complex com per precisar I'algorisme de segon grau.

Ara bé, saber fins a quin punt aquests textos influirien —a través de Chuquet
o de Pacioli— en els algebristes italians del Reinaxement és dificil de precisar.*®
Tanmateix és indubtable que foren aquesta mena de llibres els que, en tot cas,
constituiren I'auténtica llavor de I'algebra.**

4 La importancia social dels textos comercials a 'Europa de
final de I'edat mitjana i comencament del Renaixement

El segle xiii es pot considerar el segle més esplendords de I'’edat mitjana. El
seu impuls provoca un desenvolupament economic, cultural i cientific en els
segles xiv i xv —els famosos trecento i quattrocento— dels quals em fixaré ara
en alguns trets importants. A més, en aquesta secci6 de caire cultural, social i
economic, intentaré de mostrar de quina manera aquests fets expliquen, encara
que només sigui d’'una forma parcial, la motivacio i la importancia dels textos
comercials en les dues darreres vessants indicades a I'inici de la secci6 3, que
reprendré a la secci6 5.

La necessitat, a finals del segle xv, de les aritmétiques comercials s’explica
per alguns trets historics, culturals i econdmics —i no tant pels cientifics—
que van configurar el pas de I'’edat mitjana al Renaixement i que intentaré de
sintetitzar en aquesta seccio.

39 Vegeu també [9, edici6 castellana de 1986, p. 302-303].

40 En aquesta linia és d’interés I'excellent [32].

41 Aix0 no obstant, no podem oblidar la preocupacié que es tingué a la ciutat de Bolonya
per la resolucié de les equacions de grau superior al segon. Les darreres paraules de Luca
Pacioli a la Summa—«Resoldre la cubica és un problema impossible com quadrar el cercle»—
constitueixen un resso d’aquesta preocupacio.
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4.1 Les universitats

Com indica amb molt d’encert Guy Beaujouan,*? la fundaci6 i, sobretot, la
consolidacié de les universitats «esta relacionada amb la relaxacié del sistema
feudal, 'augment de la poblacid i el moviment de les ciutats» [p. 664]. N'hi ha
prou amb el fet que els estudiants i els mestres siguin suficients per poder-se
agrupar en una associaci6 organitzada. Amb aquest sol fet, neix una universitat;
pero quines diferéncies d’una ciutat a una altra! El caracter laic i democratic de
Bolonya és molt idoni per a la vocaci6 juridica dels seus estudis i explica també
la contribucié preeminent que, uns anys més tard, tingué en els progressos de
I’'anatomia i la cirurgia. Paris, en canvi, sera objecte constant de la sollicitud
pontificia i, per tant, la capital de la teologia i un feu dels dominics. En aquesta
epoca, Montpeller es trobava sota la sobirania del rei d’Arago i, per aquesta rao,
estava fortament sotmesa i impregnada de la influéncia cultural judeoarabiga.
Aix0 pot explicar que cultivés una medicina més raonada i racional que la que
s’estava desenvolupant a Bolonya. Els mestres de la Universitat d’Oxford, la
majoria franciscans, seguiren, en general, fidels al platonisme agustinia, que
consideraven més compatible i concordant amb el misticisme de I'orde que no
pas l'aristotelisme [p. 644-645].43

L’entrada de l'aristotelisme a la Universitat de Paris provoca un enfron-
tament realment punyent entre la rad i la fe. Els ensenyaments del filosof
pretenen d’identificar ciéncia i rad i aquesta sintesi colloca el Déu de I'Església
catolica de Roma en un lloc molt més insignificant que el que li havien reservat
els pares de I'Església. A més, alguns punts de la ciéncia aristotelica entren en
contradiccio clara amb el cristianisme. No ens ha d’estranyar, doncs, I’enfronta-
ment entre la Facultat de les Arts, defensora de les noves idees, i la de Teologia,
guardiana de la fe, ni tampoc que aquestes noves idees fossin condemnades a
Paris entre els anys 1210 i 1215. En aquesta discussio, hi tingueren un paper
realment notable homes de gran valua, com ara Abelard (1079-1142), Albert,
dit el Magne (1193/1206-1280) i Tomas d’Aquino (1225-1274), que defensaven
que «la veritat no pot contradir-se» i que, per tant, la fe i la radé havien d’estar
necessariament d’acord; i Roger Bacon [ [1214-1294] conegut com el Doctor
mirabilis, més radical, que sostenia que el valor de la ciéncia té el seu fonament
i troba les seves raons en I’experiéncia i en I'’experimentacio i, en absolut, en
I'acceptacio de l'autoritat.**

S’elaboren textos enciclopédics en la linia de les obres de Magnus Aurelius
Cassiodorus, conegut com Cassiodor ( [490- [580), Isidor de Sevilla ( [(560-636),
Beda, dit el Venerable ( [67R-735) i d’altres. Pero les enciclopédies del segle xiii,
a diferencia de les dels segles vi i vii, no es limiten a donar resposta a algunes
questions cientifiques elementals relacionades amb la interpretacié de les
Escriptures. Pretenen d’incorporar, a més, dades que provenen de I'observaci6

42 He usat, a bastament, I'edici6 castellana de [4]. La paginaci6 fa referencia a aquest text.
43 Vegeu també [52, edici6 de 1958, i, p. 212], o [11, edici6 de 1985, p. 281-285].
44 Vegeu [9, edici6 castellana de 1986, p. 334].
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directa de la naturalesa i de les lleis i principis en qué se sustenten les técniques
implantades durant els segles xii i xiii [p. 643-670].

4.2 Lescrisis

No obstant aix0, aquesta situacidé no es mantindra pas fins a la fi de I'edat
mitjana ja que, a mitjan segle xiv, alguns esdeveniments critics porten a
una situacid diferent en gairebé tots els ambits. Aixd propicia plantejaments
nous que, amb el pas del temps, permetran de consolidar alldo que de positiu
havia tingut el segle precedent. La consolidacio, pero, no s’iniciara fins a la
meitat del segle xv. S’inicia, doncs, un segle més tard d’aquell en qué s’hauria
esdevingut, si no s’hagués donat una situacio6 critica molt notable que produi
un trencament en la linia ascendent del progrés. Aquesta crisi la resumiré
enumerant-ne alguns dels trets més notables sense entrar, pero, a fer-ne una
exposicio especifica massa detallada. D’una banda, les families burgeses arriben
al poder i introdueixen un element nou, inicialment desestabilitzador, en el
fragil equilibri establert entre els cavallers, el clergat i el poble. L’element
desestabilitzador és donat, entre altres aspectes, pel fet que sén precisament
aquestes families burgeses de nou encuny les que tenen el poder economic
i, per tant, poden influir de manera important en les decisions politiques,
en les guerres i el seu financament i, fins i tot, en les decisions de I'Església
catolica. | ho fan sempre que tenen el pressentiment que algun esdeveniment,
fet, directriu, norma o llei pot afectar directament o indirecta I'estabilitat
economica i I'arrelament social assolits. S6n, també, els Unics nuclis que poden
suportar el pes economic de les despeses d’infraestructura i modernitzacio
dels burgs amb tot el que aixo suposa en el desenvolupament de I'arquitectura,
les arts, I’enginyeria, la inddstria, I'artesania, I’educacio, etc.
En aquesta linia d’exposicio és rellevant el text seglent:
Entre els anys 1282 i 1292, la republica de Floréncia, governada per la classe dels
comerciants, va aconseguir modificacions de la Constitucio. Aquest fet tindria
repercussions molt importants. D’entre elles, cal remarcar que, al segle xiv,
s’ensenyés, a les escoles, I'aritmética florentina. Si I'acumulacié de riqueses
assolida per la classe burgesa s’hagués mantingut durant el segle xiv, s’haurien
pogut nodrir amb més vigor, de forma natural, les arts i les ciéncies. Pero aixo
solament fou una esperancga fallida. Caldria esperar fins al Renaixement per
aconseguir-ho. No tingué lloc abans perqué dos factors, fonamentalment, van
fer engrunes la consolidacio esperada. [52, edici6 de 1958, volum i, 230-231]

Aquests dos factors —dels quals parlaré més ampliament a la secci6 4.5—
son la Guerra dels Cents Anys i la Pesta Negra.

4.3 Les monarquies

Un altre factor que va incidir en aquesta situacié de desequilibri, posant en
perill el que s’havia assolit des del segle x al xiii, fou la consolidacio de les
monarquies com a poders politics absoluts en les naixents nacions europees.
Aix0 forga un nou estatus en el qual els cavallers es trobaven entre el poder
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del monarca, cada cop més solid pero que s’estintolava en la seva fidelitat i
lleialtat, i el compromis que els lligava amb els seus propis vassalls que, amb el
seu treball, les lleves, els servents, les donzelles, els artesans i els artistes els
proporcionaven tot alld que els calia per poder-se mantenir en la categoria dels
cavallers. Els subministraven queviures, homes per als seus exeércits, servents
que cuidaven i mantenien els castells, palaus o habitatges, com també les
propietats agricoles, forestals i de caca. Els artesans els fabricaven i mantenien
els ginys de la guerra. Les donzelles, quan aixi ho exigien, els satisfeien les
necessitats que tenien en els temps de pau. Els artistes els distreien en els mo-
ments d’oci i de recés. A voltes, pero, es veien obligats a ofegar els seus subdits,
trencant allo que justificava la seva rad de ser, per poder satisfer les ambicions
desmesurades dels seus «senyors per la gracia de Déu» —els monarques—; a
voltes, s’havien d’enfrontar amb el monarca, trencant el jurament de fidelitat,
per tal de protegir llurs feus i els drets dels seus subdits.

Recordem —és un simple exemple d’una situacié més general— com, a
Anglaterra, els cavallers —autentics senyors feudals— van obligar el rei Joan I,
dit el Sense Terra (1167-1216), a acceptar, el juny de 1215, la Carta Magna.

4.4 El laicisme

Ultra aquests fets d’ordre politic, en I'ordre cultural i de les idees, ens trobem
amb un creixent esperit laic que, malgrat que encara esta fortament vinculat a
la fe i a I’'Església de Roma, s’endinsa cada cop més en la literatura, el dret, I'art
i, a poc a poc, va influint en els costums i els comportaments.

A Italia es descobreixen els textos literaris classics i aix0 porta els escriptors
i poetes a imitar-los. Aixi, Dante Alighieri (1265-1321), conegut com el Dant —
un dels autors més reconeguts de la literatura universal—, prenent Publi Virgili
Mard ([CZa aC-19 aC) com a mestre, escriu la Divina Comédia, una obra clau
de I'’edat mitjana italiana; Petrarca (1304-1374) impulsa el coneixement dels
classics grecs i llatins, aconseguint una colleccié notable de manuscrits dels li-
terats d’ambdues cultures classiques; Boccaccio (1313-1375) porta a terme un
estudi aprofundit i ple de zel d’aquestes obres.

L’autoritat, tota mena d’autoritat, inclosa la del Papa, va perdent prestigi
i cada cop inspira menys respecte. Els erudits aconsegueixen trencar definiti-
vament amb I'esperit dels pares de I'Església —un fet que s’havia iniciat ja de
forma incipient, com he indicat, al segle xiii—, els quals sostenien que tots
els coneixements de I’home (la ciencia, el dret, I'art, la filosofia, la medicina,
I’'astronomia, etc.) havien de concordar totalment amb els ensenyaments que
emanen de la Biblia i mai no els podien contradir. Perd, a més, la Biblia havia de
ser interpretada adequadament i aquest paper estava reservat a l'autoritat in-
contestable de I’Església romana. No obstant aix0, els estudiosos dels segles xiv
i Xv —i els que vindrien darrere seu— defensaven que els ensenyaments biblics
s’havien de limitar a I'ordre de la fe i del dogma i, en alguns aspectes, de la



La «Suma de la art de arismetica» de Santcliment. Primera part 63

moral, pero que, en canvi, no tenien res a dir en relacié amb el coneixement de
I’'home en general i, molt menys encara, en les quiestions relatives a la ciéncia.*®

A més, calia—i fins i tot era licit— dubtar de les interpretacions de I’'Església,
sobretot en aquelles qliestions que no pertanyien estrictament al dogma. | en
aix0, com ja he insinuat abans, les universitats hi van tenir un paper d’ana-
lisi critica molt notable i, en particular, els estudiosos dels fenomens de la
naturalesa, és a dir, de la filosofia natural.4®

45 La situacié economica

Ens trobem, a més, davant d’una crisi molt important del sector agricola a causa
fonamentalment a dos fets. D’una banda, al creixement de la poblaci6é durant
tot el segle xiii i la primera quarta part del xiv i, de I'altra, a I'aband6 del camp
per la gent que fins aleshores havia viscut del seu conreu, en cerca de les formes
alternatives de vida que els oferien les ciutats. A més, tingué lloc la Guerra dels
Cent Anys (1337-1453, si bé hi ha qui la situa entre els anys 1328 i 1491), que
dugué I'Europa del segle xv a una situaci6 gairebé apocaliptica. La destruccio
de les collites, el bestiar i algunes poblacions es converti en una nova arma que
pretenia debilitar I'enemic, en privar-lo dels recursos més indispensables i dels
béns més preuats. El resultat que s’aconsegui fou, en definitiva, la debilitaci6
de la situaci6 d’estabilitat i creixement assolida al segle xiii.

En aquest context, I'any 1345, Europa s’hauria d’enfrontar amb la primera
fallida bancaria, els efectes de la qual foren importants perque influiren d’'una
manera notable en el futur del sistema bancari i dels seus usos. S'limposaren
condicions molt més rigides, que podem considerar d’auténtica usura.

A més, dos anys més tard, fruit del desgavell provocat per una situaci6
cada cop més depauperada per la guerra i la fam, va aparéixer la Pesta Negra
(1347-1349) que, en menys de dos anys, va reduir entre un terg i la meitat la
poblacié europea.

Aquesta reducci6 tan notable de poblaci6 va afectar també els ordes monas-
tics i, de retruc, tot el que havien significat en I'’equilibri social i cultural del
segle xiii. No podem oblidar el paper que els ordes feien com a contrapunt
dels senyors feudals —malgrat el caracter, a voltes, feudal de certs monestirs—
i també de I'autoritat excessivament rigida dels bisbats, molt més vinculats a
I'autoritat del papat roma.

4.6 La necessitat d’aprofundir en els oficis

Aquesta situacio de guerra, fam, mort i malaltia —els quatre genets de I’Apoca-
lipsi recorren Europa d’un extrem a I'altre— origina una important regressio
economica i demografica durant la baixa edat mitjana (1350-1450). Pero alhora
és el que provoca una creixent veu critica envers les elits intellectuals que

45 Vegeu [4, edici6 castellana de 1988, p. 643-670].
46 En aquest sentit, considero [3] d’un gran interés tan cultural com formatiu i, en particular, el
capitol primer.
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no han estat prou habils per evitar-la. La poblacié es tomba amb forca cap
al misticisme més desordenat i cap a les supersticions més absurdes. Les
universitats entren en una situacio de crisi i decadéncia importants que no
afavoreix gaire I’estudi de les matematiques.*’

Malgrat tot, el convenciment que I’'home pot aconseguir que aquesta situacio
no es torni a produir mai més porta la ciéncia a comprometre’s molt més estre-
tament amb la vida practica, abandonant I’excessiu classicisme del segle xiii.
S’'imposa la medicina i la comptabilitat. L’enginy huma i les teories desenvolu-
pades a les universitats es posen al servei de grans descobriments. Aixo obliga
a millorar les tecniques de navegacio, fabricant vaixells més idonis per a grans
viatges, la cartografia, I'astronomia aplicada i, per tant, la trigonometria, etc.*®

Podem, doncs, afirmar que el darrer segle de I'’edat mitjana és el segle de
la téecnica. Esmentem, encara que sigui de passada, algun dels éxits de la
tecnica dels segles xiv i xv. El segle xiv, a Francga, s’introdueix la roba blanca
—Ila linge—, que permet de millorar la higiene i fa retrocedir la lepra. A més,
proporciona, a un cost baix, matéria primera per a la industria del paper.
Aquesta industria I’havien portat de la Xina, al segle xiii, els presoners de
Samarcanda i els arabs.*® Aixi doncs, com diu Beaujouan, «la invencié del bot6 i
de la camisa va condicionar la impremta». Entre els anys 1350 i 1450, apareixen
a Lieja els primers alts forns. També és en aquest periode que es descobreixen
el procés de xampanyitzacio del vi blanc i el torn per filar, amb el corresponent
impuls que aix0 va suposar per a la industria del vi i el textil. El segle xv, a
I’Alemanya meridional, hi trobem el sistema de biela-manovella que permet un
rendiment sensiblement millor en I'Gs de la politja.

Amb I'art de la guerra es consolida I'aplicacio creixent de la pélvora: apa-
reixen els canons, els coets i la granada de ma. Tanmateix, la pirotécnia va
simplificar enormement el treball de la mineria i aix0 va permetre una millora
molt important de I'explotacié minera. També es va fer un pas de gegant amb el
descobriment dels acids que havien de permetre noves tecniques en I'orfebreria
i en la tecnica i I’Gs del vidre. No ens ha d’estranyar, doncs, ni I’'aparicio de
les vidrieries de Murano ni I'Gs de les vidrieres com a element ornamental
en l'arquitectura gotica. També les lupes i les primeres lents es consoliden
durant aquest periode final de I'’edat mitjana. Els primers rellotges mecanics
amb pesos hi troben la seva época d’expansio.

L’Us del carret6 va facilitar la tasca de la construcci6. Van apareixer, sobretot
als Paisos Baixos, les rescloses, les encluses, les dragues i la utilitzacio del
cargol d’Arquimedes, que permeté d’eixugar els polders.

47 Vegeu [52, edici6 de 1958, i, 231].

48 Ramon Llull ( CI232- [1315) diu que «els mariners disposen de mapes, compassos, bruixola i
I'estrella marina» perd amb aixo no en tenen prou. Els cal saber també que «la navegacié marina
neix i es deriva de la geometria i I’'aritmeética». Afirma, per exemple, que un vaixell que avanca
vuit milles cap el sud-est solament en recorre sis cap a orient. De fet, en aquesta frase usa
implicitament I'aproximaci6 8 cos45° = 5,64 [614, edicio castellana de 1988, iii, p. 685].

49 Hi ha també qui sosté que la va portar Marco Polo (1254-1324), juntament amb la pélvora.
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4.7 De fets novells en llengua i en arts

Es també durant el darrer segle de I'edat mitjana que les llengiies vernacles
traspassen el llindar dels usos colloquials per incorporar-se als textos cientifics
que pretenen una difusié més amplia, sobretot en nuclis de poblaci6 laics, que
tenen un coneixement menys acurat, i fins i tot nul, del llati.5°

Moltes d’aquestes técniques foren el re-
sultat d’aplicar els coneixements teorics im-
partits a les universitats o a les escoles es-
pecialitzades. La musica, sobretot I'estudi de
I’lharmonia, per exemple, estava vinculada a
les matematiques. S’abandona el cant pla i
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En aquest periode, els artistes més teorics descobreixen els principis de la
perspectiva, pero caldra esperar el Renaixement perque aquesta s’imposi. Ho
fara gracies als estudis de Leon Battista Alberti (1404-1471), Leonardo da Vinci
(1452-1519) i Albrecht Durer (1471-1528).

També és I'época en qué apareixen les primeres cartes marines i els mapes:
per exemple, I'any 1436, Andrea Bianco elabora el seu Atlas.

4.8 Laimpremta de caracters mobils

Cal indicar, finalment, que I'edat mitjana s’acaba precisament amb I'aparici6 de
la impremta de caracters mobils, que tingué la virtut de facilitar una difusio
més amplia dels textos i alhora origina I'’establiment d’una lexicografia i una
iconografia més extenses. Aix0 ajudaria a consolidar les llengies vernacles:

50 Recordem, per exemple, la situacié d’inferioritat en qué es troba Niccolo Fontana, conegut
també amb el sobrenom de Tartaglia, (1500-1557), de familia humil, autodidacta i desconeixedor
del llati, en la disputa amb Gerolamo Cardano (1501-1576) i el seu deixeble Ludovico Ferrari
(1522-1565), en relacié amb la prioritat en la resolucié de la cubica per radicals. Aquest fet fou
usat, amb mala volenca, per deixar-lo en ridicul en més d’una ocasio.
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el lexic, I'ortografia, la sintaxi, etc., perd també fou decisiu en la divulgacio i
implantacio de les técniques esmentades més amunt.

L’any 1450, Johannes Gutenberg
es va associar amb el calligraf Peter
Schoe Ler] format a Paris, i el comerci-
ant Johannes Fust, de qui va obtenir
800 florins per financar la investiga-
ci6 previa i la impressi6 de la Biblia.
De fet, I'invent va ser una tasca con-
junta de Gutenberg i Schoe [erl—el
qual posteriorment va tenir una fe-
cunda carrera com a impressor i va
fer servir tipus diferents. Ells foren
els qui van aportar la idea i la van
desenvolupar. El negoci muntat es de-
ia Das Werk der Bucher, i de fet, va
constituir la primera impremta tipo-
grafica moderna de la qual Fust va ser
solament I’element capitalista.

La impressio de la célebre Biblia
de 1282 pagines de 42 linies, cone- Johannes Gensfleisch zur Laden zum

guda com la Biblia de Gutenberg —de Gutenberg
la qual es van fer 135 exemplars en Maguncia (Alemanya), [1398 -
paper i 45 en pergami, dels quals es 3 de febrer de 1468

conserven, respectivament, 48 i 12—

s’inicia el 1452. Era una versié llatina de la Vulgata de Sant Jeroni i s’hagueren
de fondre gairebé cinc milions de tipus. L’any 1455, tot just acabada I’edicio, la
societat es va desfer i Schoe [erli Fust van portar Gutenberg a un plet: els dos
es van quedar amb els materials d’impressio i van continuar imprimint altres
obres.

A lItalia, I'edicio de llibres s’inicia I'any 1464 i fou introduida per un es-
panyol de Valladolid, Juan de Torquemada (1388-1488), el qual era abat del
monestir de Subiaco, a prop de Roma. El primer llibre editat a Italia, datat I'any
1465, fou un Donato, del qual no queden ni rastre ni exemplars, quelcom logic
si tenim en compte que era un llibre de text per aprendre gramatica llatina.
Després s’edita el De oratore de Cicer6, sense data, i d’altres.

El llibre més antic a la peninsula Ibéerica del qual es té noticia, impreés
el 7 d’octubre de 1468, és Pro condendis orationibus justa grammaticas, leges,
literatissimi auctoris de Bartomeu Mates. Va ser impres en una premsa ambulant,
a Barcelona. | potser la impremta fixa més antiga establerta a Barcelona fou
la de Joan de Salzburg i Paul Hurus (o Pau de Constanca). El 12 de desembre
de 1475, s’hi edita els Rudimenta grammaticae de Perotti. | la primera persona
del pais que tingué taller tipografic propi fou el prevere Pere Posa, que fou
també llibreter i signa colofons des del 1482. Fou I'editor de la Suma de la art
de arismetica de Santcliment.
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A Valéncia, el primer editor fou el flamenc Lambert Palmart, deixeble de
Gutenberg, i el primer llibre impres fou Les obres o trobes dauall scrites les
quals tracten de lahors de la sacratissima Verge Maria, de 1474, escrit en una
llengua diferent del llati. Un any més tard s’establia el taller de Jacob Vozlant
on, el 23 de febrer de 1475, s’imprimi el Comprehensorium de Johannes.”!

4.9 Aillament de les influéencies de I'islam

Observem finalment que, a la darreria de I'edat mitjana, I'islam es troba ja
en una situacio de total decadéncia, tant politica com cultural. Les derrotes
sofertes pels musulmans a la peninsula Ibérica a mans dels reconqueridors, els
quals I'any 1492 van aconseguir d’expulsar-los definitivament de la peninsula,
i les derrotes davant les tropes bizantines, els pobles del nord d’Europa i,
finalment, els turcs, van aconseguir de minar la seva puixanga, provocant
escissions i lluites internes que finalment van anorrear I'islam, com a element
decisiu de la historia dels segles xiv i xv. D’altra banda, les croades, amb tot el
que havien tingut de positiu per a Occident amb I'intercanvi de mercaderies,
costums i coneixements de tota mena, feia ja més d’'un segle que s’havien
acabat.

Europa s’havia quedat, doncs, aillada de les influéncies orientals i el seu
futur depenia del propi esforg, i havia de trobar dintre seu I'impuls necessari
per fer un pas endavant tant politicament com socialment i cultural. Aquest
pas endavant és el Renaixement, un periode en el qual els pobles d’Europa i,
en particular, els d’'ltalia, Francga, Alemanya i els Paisos Baixos, aconseguiren
consolidar les ciéncies i les arts, la medicina, la navegacio, I'art de la guerra, la
filosofia, el dret, la literatura, etc. Aquesta naixenga es veura alimentada per
les obres classiques llatines, pero sobretot per les de la Grécia classica, molt
més desconegudes. S6n obres que, I'any 1453, amb I’emigracio provocada per
la caiguda de Constantinoble en mans dels turcs, arriben parcialment a Europa.
Moltes s’havien perdut definitivament i irremissiblement.

Pero precisament a les acaballes de I'’edat mitjana, pel que fa a les matema-
tiques, es farien uns passos molt importants, alguns vinculats a la matematica
grega —com el redescobriment dels textos d’Arquimedes, Apolloni i Diofant—
i d’altres, en canvi, independents d’aquesta influéncia. Un dels passos alié a
la influéncia grega consistiria en la consolidacié del sistema de numeraci6
indoarabic, quelcom que era una assignatura pendent des del segle xiii. | les
aritmetiques comercials del segle xv foren, en aquest afer, decisives.

5 L’'aprenentatge de l'art de I'algorismia

La crisi economica del segle xiv va portar a una reestructuracié i reorganitzacio
del sistema comercial i bancari. Aixi, per exemple, Cosimo Medici (1389-1464)
aconseguia aixecar un imperi comercial i industrial basat en el model nou.

51 Autor de qui s’ignora el cognom.
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Aquest model consistia fonamentalment en el fet de substituir les companyies
amb sucursals per companyies amb filials. Aixo significa que un mateix grup
capitalista —que, com abans, és essencialment un grup familiar— controla
companyies que, des d’un punt de vista juridic, sén independents: és el que
avui anomenem un holding. El sistema resultava més flexible en el sentit que un
fracas local no comportava necessariament la fallida del conjunt.

Pero la complexitat dels negocis obligava a mantenir una correspondéncia
i comptabilitat importants. A més, els capitals que s’arriscaven s’havien d’as-
segurar. Aixo féu que apareguessin les companyies d’assegurances que, amb
el pas del temps, forcarien I’'estudi estadistic aprofundit de certs fenomens
naturals —la vida i la mort, les tempestes i els naufragis dels vaixells, els riscos
de robatoris, les pérdues accidentals i les minves de tota mena en els llargs
viatges a que es veien sotmeses les mercaderies— i de les possibilitats d’exit i
fracas en qualsevol mena d’empresa —I’establiment d’un negoci, la realitzacio
de viatges transoceanics, I'eventualitat de la victoria o de la derrota en una
guerra, etc.>?

5.1 Luca Pacioli

Tot aixd comporta que, a la darreria de
I’edat mitjana, els contractes d’asseguran-
ces tinguessin un creixement notable alhora
que apareixia un sistema nou per dur els
comptes: la comptabilitat per partida doble.
En aquesta técnica comptable, cada opera-
ci6 té dues entrades; en una es colloca allo
que es té —és I’haver— i, en l'altre, allo
que es deu —és el deure. Cal que el saldo
sigui sempre nul. Una de les originalitats de
I'aritmética de Luca Pacioli, Summa de arith-
met_lca, geometrla,, proportioni e_t proportio- Luca Pacioli

nalita (149_4_), no és pas el conelxe_ment de sansepolcro (Italia), 1445-1517

la comptabilitat de partida doble, siné el fet

d’introduir una técnica més que secular en el seu manual, adrecat fonamental-
ment als comerciants, com una nova eina de calcul imprescindible. Dins del
sistema comercial de I'’época feien falta formes de pagament, i aixo féu que les
grans companyies comercials italianes i, més tard, les holandeses, fonamental-
ment, fossin alhora companyies bancaries dedicades al préstec i a I'intercanvi.
Cal tenir present la diversitat de monedes i de llengies a Europa a la darreria
de I'edat mitjana. Aquest fet féu que entressin en joc les lletres de canvi amb
I'objectiu de fixar la devolucié, en una data, lloc i moneda determinats, d’'un

52 Recordem que el primer tractat propiament estadistic fou elaborat per John Graunt (1620-
1674), I'any 1662. Es el tractat classic Natural and Political Observations Made upon the Bills of
Mortality, un text en el qual, de I'analisi de les partides de defuncié de la ciutat de Londres i la
seva rodalia, Graunt aconsegueix establir algunes conclusions sobre I’esperanca de vida.
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préstec fet en un moment anterior, en un altre indret i amb una moneda dife-
rent. Aixi doncs, les lletres de canvi esdevenen alhora una forma de canvi de
moneda, de transferéncia bancaria i de credit.

Un exemple de lletra de canvi és:

En el nom de Déu, el 18 de desembre de 1399, per aquesta lletra de venciment,
pagareu a Brunancio di Guido i Cia., al seu venciment, CCCCLXXII lliures amb
X sous de Barcelona. Aquestes 472 lliures i 10 sous, que valen 900 escuts a
10 sous i 6 céntims per escut, m’han estat pagades per Ricard degl’Alberti i Cia.
Pagueu-les de bona gana i de forma correcta i poseu-les al meu compte. Que
Déu us guardi. Ghuiglielmo Barbieri. Salut des de Bruges.>3

[5, edicio castellana de 1991, p. 228]

5.2 Leonardo da Pisa, Fibonacci

Aquest nou sistema economic, de préstec i
mercat, necessitava I'escriptura i també un
coneixement clar de les técniques de calcul.
Aix0 darrer ho proporcionava I'art de I'al-
gorismia o art de I'algorisme. Calia dominar
I'art de «les lletres i les xifres». Era un ofici
que calia aprendre i que, per tant, calia ense-
nyar. I, malgrat que el pare de Leonardo da
Pisa ja s’havia adonat d’aquesta necessitat
a final del segle xii i havia fet tot el que ca-
lia per tal que el seu fill I'aprengués, podem
afirmar que fou una preocupacio aillada que
no trobaria el resso degut fins als segles xiv Leonardo da Pisa, Fibonacci

i Xv, quan I'edat mitjana es trobava ja a les Pisa (Italia), 1170-1250
acaballes.

No obstant aix0, Fibonacci va elaborar un text, el Liber abaci, que pretenia
satisfer aquesta necessitat i alhora omplir un buit existent a ’'Europa llatina de
I’época. Fou, pero, un text massa elaborat i complex per a I’época en qué fou
escrit, amb més de sis-centes pagines. A més de la introduccié a I'algorismia in-
dia, oferia una quantitat enorme d’aplicacions en forma de problemes concrets,
i tancava el text amb un capitol dedicat a I'algebra.

A l'obra de Guglielmo Libri (1838) hi podem llegir:>*

53 El venciment d’una lletra era el termini habitual del seu cobrament d’un lloc a un altre. Al
segle xv, entre Bruges i Barcelona, el venciment habitual era de trenta dies. Una lletra de canvi
com la que descriu P. Benoit servia per satisfer operacions de canvi de moneda: la moneda era
entregada en una ciutat amb la moneda propia d’aquella ciutat i, en un altre lloc, hom cobrava
un valor equivalent a I'entregat pero amb la moneda local. També servia per fer transferéncies
i era una eina adequada per establir crédits. Es converti en un dels instruments essencials del
comerg italia de final de I'’edat mitjana.

54 Vegeu [30, volum ii, p. 289-290]. Aquest index el podem comparar amb I'index de I’Arismetica
de Santcliment que es troba detallat a la introduccié de na Joana Escobedo. Es interessant
d’observar I’enorme semblancga de I'un amb I'altre fins que arribem als capitols 14 i 15 del Liber
abaci. Com ja he indicat abans, I’obra barcelonina no els conté pas. La rad, com he dit també, és
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Leonardo Fibonacci, o Leonardo da Pisa, va escriure el seu Liber abaci I'any 1202.
La seva obra, similar pel seu contingut als tractats dels segles xiv i xv, esta
escrita en llati.

index del Liber abaci de Leonardo da Pisa (1202)

1. Les nou figures de I'india, les xifres i la numeracio

2. La multiplicacié dels enters

3. L’addicio

4. La sostraccio

5. Ladivisi6

6. La multiplicacié d’enters, la introducci6 de les fraccions, i la multiplicacio
de fraccions

7. L’addicid, la sostraccid, la divisié d’enters i fraccions i la reduccié a comu

denominador

8. Les compres i les vendes

9. Les barates (intercanvis)
10. Les societats
11. El canvi de moneda
12. La soluci6 d’'un bon nombre de problemes
13. Laregla de Chatayn que permet de resoldre problemes diversos.
14. L’extracci6 d’arrels quadrades i cibiques i les operacions amb arrels.
15. La geometria i les questions de I'algebra

La comprensio del text «exigia dels mercaders una formacidé massa eleva-
da».5% Era, no em cansaré de repetir-ho, una obra notable. Fou precisament
la seva propia valua, excessiva per als estandards del segle xiii, alldo que la
va perjudicar. El Liber abaci no tingué el resso que li corresponia i els seus
continguts restaren gairebé oblidats del tot, malgrat que, com indica Beaujouan,

L'obra del pisa no seria superada fins als anys 1556-1660, amb la publicaci6 del
Trattato de Niccold Tartaglia.>®

Aixo0 va fer que se n’efectuessin resums en italia que afavorien la difusio i
comprensio dels apartats fonamentals que, als segles Xiv i Xv, eren estrictament
algorismics. Les questions algébriques superaven amb escreix els interessos
immediats dels calculistes i dels mercaders. Pero, en canvi, nasqué tot un
sistema de formacio dels futurs mercaders italians de Pisa, Génova, Venécia
i, sobretot, Floréncia. Als set anys, els nens entraven en una escola en la qual,
en dos o tres anys, aprenien a llegir, a escriure i les parts més rudimentaries
de la gramatica. Després, un cop assimilat aquest primer aprenentatge, venia
I'estudi de I'abac, entenent amb aquesta paraula I'art de calcular.

Ens trobem, doncs, que la paraula abac va adquirir precisament el significat
que Fibonacci li havia atribuit, ironicament, al Liber abaci. L’abac no és ja

perqué no hi ha gens ni mica d’algebra, tal com I'he descrit a la secci6 3.3.

El més notable de tot, pero, és el fet que entre el Liber abaci del pisa i I'’Arismetica del barceloni
han passat 282 anys. Es moltissim temps, fins i tot en aquella época en qué els avengos eren més
lents i molt menys espectaculars del que ho serien a partir del segle xvii fins ara. La precocitat del
Liber abaci és quelcom realment sorprenent. La seva analisi aprofundida i comparada —també
ho he repetit a bastament— aclariria moltissim els lligams que hi ha entre uns textos i els altres.
55 Vegeu [4, edici6 castellana de 1988, p. 675].

56 Vegeu [4, edicio6 castellana de 1988, p. 675].
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la técnica de calcul basada en el giny fisic conegut com a abac. Es 'art de
I'algorisme, basat en I'escriptura i en les xifres indoarabigues. S’ensenyava,
doncs, I'aritmética i, també, tot alld que «era Gtil per al comerc».

5.3 Les escoles de l'abac

Aquest ensenyament el duien a terme preceptors o mestres, perdo sempre a
grups reduits. Paul Benoit ofereix una descripci6 forca detallada i clara de la
situacio. La reprodueixo ara i aqui in extenso:

Nicolas Chuquet, abans de ser qualificat d’«algorismista» en els llibres fiscals
de Li6, apareix com a «escriptor», un nom que s’acostumava a donar a Li6
als que ensenyaven als fills dels patricis i dels grans comerciants. Luca Pacioli
(1445-1517), autor d’'una Summa Arithmetica impresa a Venécia I'any 1494, va
comencar la seva carrera com a preceptor dels fills d’Antonio Rompiani, un
mercader venecia ric.

Pero a les ciutats italianes els futurs comerciants passaven gairebé tots per
I’escola. A Florencia, segons el cronista Giovanni Villani, I'any 1338, «[...] els
nens que estaven aprenent I'abac i I'algorismia a sis escoles eren de mil a mil
dos-cents». Unes xifres realment impressionants per a una ciutat amb menys de
cent mil habitants i, probablement, excepcionals a causa de la importancia de
Floréncia com a ciutat mercantil i com a centre intellectual. Per0, I'any 1345, a
Lucca hi havia escoles publiques de I'abac; a Mila, I'any 1452, trenta-set homes
de negocis van enviar una peticié al duc per tal que financés I’ensenyament de
la comptabilitat dels seus fills; I'any 1486, a Génova, I’Art de la Llana, agrupaci6
de productors i comerciants de productes téxtils de llanes, va obrir una escola.

Les escoles florentines sén les més conegudes a causa, sens dubte, de la
importancia de la ciutat, pero també perqué I’ensenyament de les matematiques
hi tenia un lloc especial. Adhuc els venecians, competidors de Floréncia i sovint
enemics seus, reconeixen la superioritat de la ciutat toscana pel que fa a aquesta
materia. D’acord amb el que sabem, sembla que les escoles florentines, les
botteghe dell’abbaco, les botigues del calcul, eren privades. A mitjan segle xiv,
Maestre Paolo dell’Abbaco era propietari de la seva escola. La va llegar a un amic
i collega seu. L’heréncia comprenia un local i el material Util per a 'ensenyament.
Aquest testament, millor que cap altra font, mostra amb claredat la vida d’un
matematic florenti del segle xiv. Redactat I'any 1367, probablement poc temps
abans de la seva mort, mostra un home acomodat, propietari de dues cases a
la ciutat i d’'una tercera, al camp, amb un capital estimat d’'uns 1000 florins,
aproximadament, en una época en queé un servent guanyava anualment 10 florins,
un paleta, 40, i un notari, aproximadament, 300. Una fortuna gens menyspreable.
Entre els marmessors del seu testament, hi figura un mestre de I’abac i també
un ric mercader de sedes. Els documents posen de manifest que Paolo no era
pas una excepcio entre els seus collegues. Amb menys fortuna que els grans
mercaders que freqlentaven, els mestres de I'abac amb renom posseien rendes
superiors a les dels artesans, un fet que els collocava entre els rics de la classe
mitjana.

D’altres, al contrari, tenien un nivell de vida inferior [...] Un contracte
de 1517 mostra les condicions de contractacié d’un jove docent per part d’'un
mestre de major renom, Francesco Galigai, que necessitava un adjunt: la condici6
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del que comenca és d’allo més mediocre. El sou minim que se li garanteix és el
d’un ped de la construccio. A Floréncia hi ha un grup de professors professionals,
que viu de les matematiques i, més concretament, del calcul. La seva posici6
és reconeguda i estimada a la ciutat. A final del segle xv, un florenti, Luca
Landucci, en definir els homes «més notables i valuosos» de la seva ciutat, cita,
al costat de Cosimo Medici, set artistes, dos bisbes, pero també dos mestres de
calcul. [5, edici6 castellana de 1991, 229-230]

No ens ha de sorprendre, doncs, que, durant els segles xiv i xv, les aritméti-
ques per a mercaders proliferessin d’una manera tan espectacular. L’any 1340,
Paolo Dagomari dell’Abbaco en va escriure una —no fou pas I’Gnica ni molt
menys—, que seria amb diferéncia la més celebre. I, amb I’'aparici6é de la im-
premta, les aritmetiques van ser considerades prioritaries a I’hora d’editar
obres matematiques. Eren socialment i culturalment atractives pero, a mes,
resultaven economicament rendibles per als editors.

5.4 Les primeres edicions de textos matematics

Tot aquest procés ens permet de justificar la taula 1 i la necessitat i la impor-
tancia de les aritmétiques comercials del segle xv.

El primer llibre de matematiques que es va imprimir va ser un tractat d’arit-
mética comercial, publicat a Treviso, Italia, I'any 1478,57 seguit d’'un degoteig
constant durant la segona meitat del segle xv d’edicions d’aritmétiques mercan-
tils, un fet que posa de manifest la consideracié que se’ls va concedir. Segons
consta al Catalogue of Books Printed in the Fifteenth Century,>® de la trentena
de llibres d’aritmética impresos abans del 1500, 14 foren editats a Italia, 11
a Alemanya, 2 a Franga, 1 a Espanya i un altre als Paisos Baixos. La majoria
d’aquests llibres eren d’aritmetica mercantil i anaven adrecats als comerciants.

L’aritmeética de Treviso s’edita a la petita ciutat de Treviso, situada a un
dia de cami de Venécia. Domenico Maria Federici Manzolino va establir-hi
tres impremtes i féu nombroses edicions. Entre aquestes es troba la famosa
aritmeética anonima, de la qual es conserven encara vuit exemplars. De fet, les
edicions d’aquesta mena d’obres aritmeétiques esta vinculada a les «ciutats
més riques i economicament més desenvolupades, és a dir, a les ciutats del
nord d’'ltalia i a les d’Alemanya, que sén les ciutats en queé treballen els autors
més notables d’aquest periode» [32, p. 47]. Algunes de les obres aritmétiques
més notables d’aquest periode les he posat de relleu a la taula 1 i, com ja he
indicat abans, he marcat amb un [Cadjuelles que no foren editades. Se n’han
conservat, pero, els manuscrits. No obstant aix0, uns i altres —com ara la
Triparty de Nicolas Chuquet— sén textos que he considerat d’interés per la
seva notoria importancia i la seva qualitat expositiva i de continguts.

Aquesta obra conté la regla dels primers o les belleses de I'algebra. Hi llegim
textualment:

57 La primera edicié dels Elements d’Euclides no tingué lloc fins quatre anys més tard. Es
publicaria a la impremta de Ratdolf de Venécia.

58 El lector interessat pot consultar també I'obra de D. E. Smith [51], on trobara una descripcid
de les aritmétiques comercials del segle xiii al segle xvi de la Plimpton Library.



La «Suma de la art de arismetica» de Santcliment. Primera part 73

Com diu Boeci en el seu llibre primer o capitol primer, la ciéncia dels nombres
és molt gran i, entre les ciéncies del quadrivium, és de la que tot home n’ha de
ser, si se li pregunta quelcom, diligent. En una altra banda diu que la ciéncia
dels nombres s’ha de preferir per ser adquirida com a coneixement abans de
qualsevol altra, tant per la necessitat que d’ella es té com pels grans secrets i
altres misteris que sén propis de les propietats dels nombres. Totes les ciéncies
tenen relacié amb ella i, en canvi, ella no precisa de cap altra ciéncia. | per
aixd és una ciéncia d’una gran utilitat i d’'una gran necessitat. Es util tant als
clergues com als laics. Molts savis I’han estudiada per arribar a les subtileses
meravelloses i enormes que posseeix. S’han establert moltes lleis una de les
quals és la regla de tres, que és la dama i senyora de les proporcions dels
nombres. Es tan recomanable conéixer-la que alguns fildsofs I’'nan anomenada la
regla daurada. De manera semblant, de la regla d’una posicio, per la qual es fan
tants comptes bonics i delitosos, és dificil d’estimar-ne la valua. També la regla
de les dues falses posicions, que serveix per inquirir coses molt pregones i d’'una
subtilesa tan gran que cap de les regles abans esmentades pot assolir. | de forma
semblant hi ha la regla d’oposicié i remocié. Hi ha també la regla dels nombres
intermedis, de la qual séc, des de fa poc temps, I'inventor i mitjancant la qual
he fet algun calcul que, amb el métode de les dues posicions, no podia fer. De
totes aquestes regles he fet mencio a la primera part del llibre. Perd damunt
de totes aquestes regles meravelloses, per excelléncia hi trobem aquesta regla
dels primers que fa el que les altres fan i, a més i sobrepassant-les, comptes
innombrables d’una profunditat inestimable. Aquesta és la clau i I'entrada i la

porta dels abismes que hi ha a la ciéncia dels nombres.
[33, les emfasis s6n meves]
Val la pena remarcar que en aquesta exposici6 es barregen questions relati-
ves a l'aritmética de les propietats dels nombres naturals en la linia dels llibres
vii, viii i ix dels Elements, questions de logistica, qiiestions d’algorismia i
comercials i, finalment, les més importants, glestions d’algebra. Recordem que
la darrera part —és a dir, la tercera part— es titula concretament Comment la
science des nombres peut servir au fait de merchandise. Aixo palesa la voluntat
explicita de I'autor d’aconseguir que el text fos util als qui estudiaven I'art del

comerg.>®

5.5 Les dues influéncies geografiques possibles

Notem que moltes d’aquestes obres estan escrites en llengua vulgar i no en
llati, a diferéncia de la literatura cientifica precedent i, fins i tot, de gran part de
la que es publica a la segona meitat del segle xv. Aixo posa de manifest que no
estaven pensades per anar adrecades al public universitari, coneixedor del llati,
ni tampoc als erudits, sind a un public per al qual conéixer i saber no es confon
amb conéixer i saber la cultura heretada de I'antiguitat. De fet, el manuscrit de

59 La primera aritmeética purament mercantil [vegeu la nota 8 de la pagina 47], Qvesto e el libro
che tracta di Mercatantie et vsanze de paesi, fou editada tres anys després de la de Treviso. El
seu autor fou, segons sembla, Giorgio Chiarino, del qual no se sap res. L’'obra és una simple
compilaci6 de les mesures i dels usos dels canvis de moneda. Esta desenvolupada d’acord amb
les necessitats dels comerciants de Floréncia i no fa cap mena de referéncia a altres questions.
Es possible que Pacioli n’adoptés parts notables.
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1430 esta escrit en occita, i aquest i el text posterior de Pellos sén les Uniques
aritmetiques escrites, durant el segle xv, en llengua d’oc antiga. Es una de les
raons que m’han induit a incloure’ls a la taula 1. Segons diu Sesiano, «hi ha
quatre tractats que tenen alguns trets en comu amb aquesta aritmeética». Tres
d’aquests son els de Pellos, Santcliment i Chuquet. A més, el darrer, malgrat
haver estat editat I'any 1484, fou escrit I'any 1460, és a dir, vint-i-dos anys
abans de la publicaci6 del text de Santcliment.

Entre la major part de les obres esmetades a la taula 1 hi ha interrelacions
clares. El problema sorgeix quan es planteja si hi ha una o dues vies d’influéncia:
una de francesa —que podria tenir els origens a I'Occitania— i I'altra italiana.®®
Entre les obres franceses hi ha lligams evidents que podem constatar perqué
alguns dels problemes i métodes de resoluci6 es repeteixen. Els dos textos
escrits en llengua d’oc influiren, sens dubte, Santcliment. Els textos italians
estan influits pel de Treviso i pel de Chiarino (nota 59), pero el de Luca Pacioli
té, en canvi, influéncies de la Triparty, d’arrel francofona.?* Tampoc no hi ha
cap estudi comparatiu aprofundit que estableixi les dependéncies amb el Liber
abaci de Fibonacci que, com ja he indicat, s’havia avangat un segle i mig. De fet,
el Liber abaci esta més a prop dels textos de Santcliment, Chuquet, Pellos, o
Pacioli que no pas dels textos de Sacrobosco i Villedieu, que son els de la seva
epoca. El Liber abaci conté moltissimes aplicacions aritmetiques i geometriques.
Sense cap mena de dubte, havien d’influir d’alguna manera —i ho van fer— en
les aritmétiques ulteriors.%?

5.6 Els dos ambits de la matematica

Tots aquests llibres, pero, eren escrits amb finalitat practica. Nicolas Chuquet
volia aplicar la ciéncia dels nombres al comerg. Jehan Certain ambicionava que
el seu text fos «guia, ensenyament i aclariment per als comerciants en el saber
de I’'art de comptar...». Borghi escriu que pretén elaborar una obra adrecada
«als joves que volen dedicar-se al comer¢». Francesc Santcliment, si bé no fa
cap manifestacio d’aquesta mena, ho deixa ben clar des de bon comencament
quan enumera les quinze parts de qué consta I'obra. De fet, el tronc d’aquestes
obres és comu. Tanmateix, pero, entre les unes i les altres trobem diferéncies
essencials. N’hi ha algunes que es limiten a I'aritmetica en el sentit més estricte
de la paraula. Per resoldre els problemes més diversos, recorren solament a
la regla de tres i a les regles de falsa posicié i de doble falsa posici6. Aquestes

60 En aquest sentit podem llegir detingudament les opinions de Malet, a [47], i la introducci6 a
I’'edici6 facsimil de Joana Escobedo, a [48]. Malgrat que hi ha una certa coincidéncia, no sempre
defensen les mateixes opinions. Aquesta diferéncia d’opinions és, com sempre, el que fa que la
questio sigui realment interessant i el seu estudi necessari.

61 Al meu entendre, malgrat els treballs existents, cada cop més copiosos, manca un estudi
comparatiu aprofundit de les interrelacions de totes les aritmeétiques europees d’aquest periode,
una tasca forca interessant pero no pas tan simple i elemental com pot semblar en una primera
valoracié.

62 Val a dir que, a les obres [15, 27, 50], s’hi poden trobar alguns del lligams que hi ha entre
aguests textos i el Liber abaci.
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regles son, de fet, els recursos de I'aritmética quan s’evita 'algebra.3 No els
cal, doncs, introduir ni el llenguatge ni les técniques de I'algebra.

Aix0, no obstant, no impedi que d’altres introduissin I'algebra de les incog-
nites —una técnica que havien introduit i consolidat els matematics arabs— i
la seva manera de resoldre els problemes fos, en esséncia, diferent de la dels
problemes d’aritmetica comercial, com ja he indicat a la seccié 3.3, quelcom que
obligava els seus autors a introduir una simbologia més idonia a la resolucio
algébrica. Sera precisament gracies a aquesta recerca de simbols adequats com
anirant apareixent els signes algébrics actuals. Per exemple, els signes + i —
els trobem per primera vegada a I'aritmeética de Johann Widman ( [I460). No
tenen el significat d’operadors aritmetics, sind que sén simples abreujaments
tipografics que indiquen I'excés o defecte de determinades quantitats de mer-
caderies. El signe per indicar les arrels s’introdueix a I'obra Coss (1525) de
Christo [CRudol [{IIT409- [15KU5). Els signes per a les incognites sofreixen diver-
ses variacions —cada autor adopta un simbolisme propi— fins que finalment,
amb Francois Viéete (1540-1603) i René Descartes, es consolida el simbolisme
actual. El simbol = per designar la igualtat fou introduit, I'any 1557, per Robert
Recorde (1510-1558) de Cambridge en el primer tractat d’algebra anglés, The
Whetstone of Witte. Usa aquest simbol, diu, «perqué no hi ha res més igual que
dues linies paralleles iguals».

El cami de I'algebra s’inicia, doncs, a la fi del segle xv i es consolida I'any
1637 amb I'aparicié de La géométrie de René Descartes, sense oblidar les
aportacions de Pierre de Fermat (1601-1665).

I, malgrat que les aritmétiques comercials s6n, considerades des del punt
de vista de la profunditat matematica, forca elementals, la seva importancia
historica a final del segle xv —com ha quedat ben palés— fou notable. A més
eren textos vinculats a una llengua concreta i, en el cas de la Suma de la art
de arismetica de Santcliment, a la nostra: el catala. Aixo féu que —cada una
d’elles en el seu ambit linglistic— consolidessin una certa terminologia que ja
no s’abandonaria.

Val la pena, doncs, dedicar una estona a analitzar-ne els continguts, tant els
simplement aritmetics i algorismics, com els d’indole més aplicada. Aixo és el
que proposo —i que faré— en la segona part d’aquest article, que es publicara
properament en aquest Butlleti.

63 En aquest sentit és d’interes [32]. En aquesta publicacid, el titol de la qual és prou suggerent,
els autors pretenen fer una presentacio6 historica dels origens de I'algebra simbolica a Europa.
Aixo els porta a fer una analisi succinta d’alguna d’aquestes aritmetiques i a veure que s’estableix
una clara diferenciacié entre aritmetiques com ara la de Santcliment —encara no hi ha I'Gs
explicit de I'algebra— i la de Chuquet —on I'dlgebra té un paper clau.
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