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Els treballs d’Hercules o els de Sisif?
Una visi6 renovada del fenomen de la incompletesa
en logica matematica

Bernard R. Hodgson

Resum L’original anglés [5] d’aquest article® es va preparar per al concurs «Raising
Public Awareness of Mathematics» de la Societat Matematica Europea (EMS), i esta
basat en material aparegut en francées a [9]. Es va publicar al nimero de marg de
2004 de la Newsletter de la EMS. L’autor hi exposa algunes versions modernes del
teorema d’incompletesa de Godel, on el fenomen de la incompletesa s’observa en
alguns contextos matematics ordinaris, en comptes del context metamatematic, més
formal, que és el dominant en les versions tradicionals.
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1 Introducci6

Hercules o Sisif? L’heroi dotat d’una forga excepcional, capa¢ de proeses formi-
dables? O l'infortunat predestinat a una tasca sens fi, condemnat a arrossegar
muntanya amunt una roca que tan bon punt arriba al cim torna a esmunyir-se
pendent avall? Quin d’aquests dos personatges de la mitologia grega ens ve al
cap espontaniament quan pensem en alguns problemes matematics dels quals
no sabem a priori si la seva solucié representa una tasca realitzable per bé
que colossal o, per contra, una tasca totalment inassolible? Considerem per
exemple la possibilitat que, per a un exponent n més gran que 2, I'’equacio
X" +y"™ = z" tingui solucions senceres no nulles. Una proposicié famosa,
deguda a Pierre de Fermat (1601-1665), afirma precisament que un exponent
aixi no existeix. Fins que el matematic britanic Andrew Wiles, el 1994, va obte-
nir definitivament? una demostracio satisfactoria d’aquest «darrer teorema de

1 Agraim a l'autor i als editors de la EMS Newsletter el permis per a publicar aguesta traduccio,
deguda a Josep Maria Font.

2 La prova anunciada per Wiles el 1993 contenia un error que va ser finalment corregit 'any
seguent.
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Fermat», molts tenien la sensaci6 que aix0 podria molt bé ser un cas tipic de
situacio «sisifiana». O potser hauriem de dir «doblement sisifiana», ja que no
solament havien fracassat els oponents de la tesi de Fermat en els seus intents
d’identificar valors concrets de n que donessin solucions, siné que també
havien vist decebudes les seves esperances els que, al llarg dels anys, havien
cregut tenir a I'abast una demostracio de I'afirmacié de Fermat. Ara sabem,
gracies a Wiles, que la solucié d’aquest problema representa més aviat una
tasca hercdulia: d’'una dificultat extrema, perd malgrat tot assolible. Els darrers
anys s’han descobert altres situacions de naturalesa aparentment sisifiana pero
que de fet son herculies. El que és forga sorprenent és que s’han establert
lligams entre alguns d’aquests problemes i el fenomen de la incompletesa del
formalisme matematic descobert a comengament dels anys trenta del segle
passat pel logic austriac Kurt Gédel (1906-1978). Aix0 ha fet observar, contra
I'opinié d’'un gran nombre de matematics i epistemolegs, que la incompletesa
no gira Unicament al voltant d’afirmacions més o menys esotéeriques sense
relacié amb la practica diaria del matematic. La recerca recent ha mostrat que
la incompletesa és sempre present i pot apareixer inopinadament en multi-
tud de contextos matematics. Diguem adéu, doncs, a la comoda indiferéncia
dels matematics envers les consideracions «metamatematiques»! Pero en qué
consisteix exactament aquest important canvi de perspectiva?

2 Godel a I'abast de tothom

La metamatematica estudia la matematica tal com es practica i, en particular,
el que fa referéncia a la naturalesa i la funcié del raonament formalitzat.
L’empresa metamatematica tingué les seves arrels en la «crisi de fonaments»
desencadenada a comengament del segle xx pel descobriment d’inconsisténcies
en alguns racons del paisatge matematic (vegeu el requadre La paradoxa de
Russell, p. 33), i assoli el seu apogeu en I'anomenat programa de Hilbert,
en referéncia al gran matematic alemany David Hilbert (1862-1943), que va
intentar provar rigorosament la no contradicci6 de la matematica formalitzada.

La idea de traslladar el raonament a un marc formal introduint un simbo-
lisme apropiat i unes regles deductives es troba ja en Leibniz (1646-1716). |
quan Hilbert proposa el seu programa, ja s’ha progressat considerablement
vers aquest objectiu, especialment des de mitjan segle xix. Pero el 1931, coup
de théatre: Godel sacseja la comunitat cientifica amb la publicacié dels seus
famosos teoremes d’incompletesa, que revelen unes estrictes limitacions in-
herents al formalisme matematic i al mateix temps donen un cop mortal al
programa de Hilbert.

El primer d’aquests teoremes estableix que, en qualsevol sistema formal
que satisfaci unes condicions molt generals —per exemple, ha de contenir la
teoria aritmetica elemental de la suma i el producte, requeriment realment
minim si hom vol fer qualsevol mena de matematica—, existeix una afirmacio
veritable pero indemostrable en aquest sistema.
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La paradoxa de Russell (1902)

Designem amb C la colleccié de tots els conjunts X que compleixen la
propietat segient: X no és un element de X. Pertanyer a C es redueix,
doncs, a que sigui veritat la propietat que la defineix; en altres paraules, X
és un element de C si i només si X no és un element de X. Si considerem en
particular I'afirmacioé «C és un element de C», deduim que aquesta afirmacio
és veritat si i només si una segona afirmacio és veritat, concretament
I'afirmacié «C no és un element de C». Aquesta situaci6é contradictoria ens
porta a concloure que la propietat que defineix C no és acceptable.

Aquesta paradoxa, descoberta pel matematic i filosof britanic Bertrand Rus-
sell (1872-1970), mostra que la teoria de conjunts intuitiva és inconsistent,
de manera que no podem treballar amb conjunts sense introduir alguns
mecanismes reguladors. L'objectiu de les diverses formalitzacions de la te-
oria de conjunts que s’han desenvolupat durant el segle xx és precisament
el de restringir les regles de formacié de conjunts de forma que s’evitin les
inconsisténcies. En un sentit més ampli, la recerca metamatematica pretén
enfortir els fonaments de les matematiques i assegurar un entorn de treball
per al matematic on no hagi de témer trobar-se una contradiccio en cap
moment.

Pel que fa al segon teorema d’incompletesa de Gddel, presenta un exemple
especific d’una tal afirmacio6: en concret, I'afirmacié que expressa la consisténcia
del sistema formal mateix. | no serveix de res intentar arreglar aquestes defici-
encies simplement adoptant aquestes afirmacions indemostrables com a nous
principis basics (axiomes), ja que immediatament sorgiran noves afirmacions
veritables i indemostrables.

Les reaccions als resultats de Gddel van ser molt variades. Mentre que a
alguns els fascinava aquest nou reconeixement de les limitacions intrinseques
del formalisme, els matematics normals i corrents —en concret, els matematics
que no es preocupaven de giestions epistemologiques— veien el fenomen
de la incompletesa com a alié a la seva feina. O bé (segon teorema) perque
ho consideraven I’'expressié d’'una limitacié molt raonable —una prova de
consistencia d’un sistema formal que tingués lloc a dins del mateix sistema
dificilment seria creible— o bé perque percebien I'afirmacié indemostrable
construida per Godel en el seu primer teorema, una enginyosa variacié sobre la
paradoxa del mentider (vegeu el requadre L’afirmacié no demostrable de Godel,
p. 34), com a molt poc susceptible de tenir connexions amb els problemes que
«normalment» s’estudien en matematiques. Aquest és precisament I'aspecte
en qué recentment les coses han canviat d’'una manera drastica. | aqui és on
trobem Hercules i Sisif.
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L’afirmacié no demostrable de Godel

Des de temps antics hom sap que les afirmacions que es refereixen a si
mateixes poden dur a situacions estranyes. Un exemple és I'afirmacio «la
present afirmaci6 és falsa», atribuida al fildsof grec Eubulides (segle iv ac):
si I'afirmacio és veritat, aleshores esdevé falsa, i, reciprocament, si és falsa
aleshores esdevé veritable. L’afirmaci6 de Gddel, que també es basa en la
nocié d’autoreferéncia, es pot mirar com una variant de la paradoxa del
mentider; simplificant, diu que «la present afirmacié no és demostrable».
La formulacié detallada de I'afirmacio de Godel requereix un cert nombre
de construccions técniques bastant serioses, perd no és gaire dificil de
veure per que és veritat i indemostrable alhora. Si I'afirmacié de Godel fos
demostrable, el que diu seria veritat, ja que el formalisme s’ha muntat de
tal manera que només demostra afirmacions que son veritat. Pero qué diu
I'afirmacié? Que ella mateixa és indemostrable. Per tant, si fos demostrable
aleshores seria indemostrable, una situacié contradictoria. Hom conclou,
per tant, que I’'afirmaci6 ha de ser indemostrable, i per consegient, ha de
ser veritat, ja que el que afirma és la seva indemostrabilitat. De tota manera,
per a molts I'afirmacidé de Gddel és una mena de joc amb el llenguatge
sense connexié amb la practica matematica real.

3 On Heércules troba I'hidra

El segon dels dotze «treballs» imposats a Hércules va ser una lluita contra
I’hidra de Lerna, un monstre de nou caps, 0 més segons alguns autors, que es
regeneraven tan bon punt eren tallats —en algunes versions cada cap tallat
era substituit per dos. La llegenda explica com Hercules va guanyar finalment
I’hidra, ajudat pel seu nebot lolaos, que anava cremant les ferides de cada cap
tallat, per impedir que tornés a créixer.

Els logics Laurie Kirby i Je [Paris van idear fa alguns anys una hidra encara
més diabolica per a enfrontar-la a Hercules, ja que el nombre de caps que
sorgeixen va augmentant a mesura que la batalla es va desenvolupant (vegeu
el requadre Les regles de la batalla, p. 35). Malgrat la seva aparent innocuitat,
les regles que defineixen la batalla tenen un efecte realment dramatic, ja que
al cap d’uns pocs passos Hércules s’esta enfrontant a una hidra increiblement
frondosa. Podra Hércules dominar I’hidra, malgrat tot? Dit cruament, es com-
portara com I'Hércules mitic, o es trobara embolicat en una tasca interminable,
com el patetic Sisif?

La resposta és que Hércules sempre guanya la batalla, sigui quina sigui I’hi-
dra a qué s’enfronti i I'estrategia que faci servir per anar tallant caps (confirmant
aixi la seva reputacio). Aquest resultat de Kirby i Paris, molt impressionant, es
basa en un remarcable teorema numeéric del logic Reuben L. Goodstein (1912-
1985) [3], i contradiu totalment la intuicié que s’adquireix considerant unes
quantes batalles concretes, que semblen senzillament inacabables —proveu-ho,



Els treballs d’Heércules o els de Sisif? 35

Les regles de la batalla

Una hidra és un arbre, és a dir, una configuracié de punts cadascun
connectat per un Unic cami a un punt especific anomenat arrel. Un cap és
qualsevol punt situat al final d’'un cami, llevat de I'arrel. En el pas n-ésim
de la batalla, Hércules talla un cap (indicat a la figura per un trag inclinat)
i a continuacio I'hidra es regenera fent créixer en el punt situat dos nivells
per sota del tall (cap a l'arrel) n copies de la secci6 restant de I'arbre,
que contenia el cap tallat, a partir d’aquest punt. En canvi, si el cap és
connectat directament a I'arrel, no passa res. Hercules guanya la batalla
quan aconsegueix tallar tots els caps de I'hidra, fins a I'arrel.

A A 7%

® _ arrel [ J o o o
Una hidra Pas 1 La nova hidra Pas 2 La nova hidra
amb 4 caps

i ja ho veureu. En la seva batalla contra una hidra, Hércules necessitara tallar
un nombre increiblement gran, pero finit, de caps. Encara que la disposici6 dels
caps s’eixampli, no es fara més alta, ja que va formant un arbre que roman
a prop de terra, com un bonsai, i amb les branques connectades més i més
a prop de l'arrel. Amb paciéncia Heércules anira reduint I’hidra a un conjunt
de caps connectats directament a I'arrel, i aleshores només haura d’ocupar-se
d’aquests caps un a un, sense que en surti cap més.

La batalla d’Hércules amb I’hidra, encara que superficialment sembla sisifia-
na, és de fet una tasca genuinament herculia: una tasca d’un abast absolutament
fabulds, pero malgrat tot realitzable.

4 Algunes successions explosives

Deixem Heércules amb la seva hidra, i considerem un altre context amb treballs
herculis que a primera vista semblen sisifians. Podriem imaginar Hércules
canviant I'espasa per un llapis, a fi de calcular els termes d’una successi6
numerica.
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El nombre 3- 2402653211 _3 &5 yn nombre geganti® que va fer la seva aparicio
a la literatura matematica fa alguns anys. Aqui teniu la seva historia.

El 1944, Goodstein va inventar un procés per a generar successions de
nombres naturals que, contra tota expectativa, acaben inevitablement en el 0.
El nombre 3 - 2402653211 _ 3 g5 precisament el nombre de passos que li calen a
la successio de Goodstein amb valor inicial 4 per assolir el valor 0!

Una versio restringida del procés de Goodstein s’obté a partir de la re-
presentacio dels nombres en una base determinada. Donat un nombre na-
tural b = 2, qualsevol enter m es pot escriure com la suma de multiples
de poténcies de b; quan b = 10 aix0 doéna simplement la notacié usual:
266 =2-10%2+6-10'+6 - 10°.

Ara modifiquem aquesta representacié de m en base b canviant sistemati-
cament b per b + 1, i després restem 1 al resultat obtingut. Aixo produeix un
nou nombre, al qual li podem aplicar el mateix procés, canviant b +1 per b +2
i tornant-li a restar 1 (vegeu el requadre Successions de Goodstein febles, p. 37).

Els nombres produits successivament d’aquesta manera semblen créixer
més i més. Per0d aixd és una observacié enganyosa, ja que el fenomen és
temporal: qualsevol d’aquestes successions acabara inevitablement en 0. Sens
dubte aix0 és un resultat molt sorprenent, que reflecteix el fet que malgrat
I'increment de la base, la substraccié d’1 «es menja» gradualment tots els
termes que apareixen en les expressions successives, un darrere I'altre.*

El procés estudiat per Goodstein és més general, de fet, i hi apareixen nom-
bres molt més espectaculars. Es basa en la nocié de representacié completa® en
base b d’'un nombre natural: com en el cas anterior, escrivim el nombre com a
suma de multiples de potencies de b, pero després fem el mateix amb els ex-
ponents que surten a la representacio, i també amb els exponents d’aquests
exponents, etc., fins que la representacio sencera s’estabilitza. Per exemple, la
representacio completa en base 2 de 266 (= 28 + 23 + 21) és 22°™ 4+ 22+1 4 21,

El procés de Goodstein consisteix a canviar també totes les ocurréncies
de b per b + 1 en la representacié completa en base b d’un enter, i després
restar-li 1. El creixement que podrem observar en els primers termes de les
successions resultants (vegeu el requadre Successions de Goodstein, p. 38) és
senzillament fenomenal comparat amb el de les successions febles, i els termes
de la successi6 esdevenen rapidament d’'una grandaria realment aclaparadora!

També aqui, malgrat la fantastica explosié que podem observar, un hércules
que vagi calculant els termes de la successio no podra evitar d’obtenir finalment
el 0. Cal reconéixer que aquest fet va totalment contra la intuicié. Goodstein [3]
va provar justament que totes les successions de Goodstein arriben a 0 —pero

3 Aquest nombre és de I'ordre de 10121210695 j |5 seva representaci6é decimal usual té més
de 121 000000 xifres. Si escrivissim aquestes xifres a radé de 100 xifres per linia i 50 linies per
pagina, tindriem un llibre de més de 24 000 pagines!

4 Fixeu-vos que, encara que alguns dels calculs de vegades augmenten el nombre de termes
—vegeu el pas de m3z a m4 al requadre Successions de Goodstein febles, p. 37—, els exponents
es van fent més petits. Aix0 ens recorda els caps de I'hidra, que augmenten en nombre pero
inexorablement van quedant més a prop de l'arrel.

5 També anomenada representacio en superbase b en algunes obres de divulgacio. [N. del t.]
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Successions de Goodstein febles

Sigui b un enter positiu = 2 (la base). Tot nombre natural m es pot escriure
(d’'una Unica manera) en la forma

m=Kk;-b® +ks,-b22+...+kp- b,
on els exponents az, ay, ..., an SON enters positius estrictament decreixents
(a1 = az = - - - > ap)iels coeficients ki, Ko, ..., Kn sOn «xifres» en la base b

—per tant, cada coeficient és un nombre natural menor que b. Per exemple,
amb b =2im =266 tenim:

266=1-2824+0-274+0-26+0-25+0-24+1-234+0-22+1-21+0.20
=28 +23 4+ 21

La successio de Goodstein feble amb valor inicial 266 es defineix aixi: el seu

primer terme mg és 266. Per a obtenir my, el segon terme de la successio,

prenem la representacié anterior, incrementem la base en una unitat, pas-
sant de 2 a 3, i després restem 1 al resultat:

m; =38 +33+31-1=38%+3%3+2=6590.
Per a calcular els termes seglients de la successi6 es procedeix analogament.
En cada pas la representacio es reescriu, si cal, com una suma de multiples
de la base corresponent —vegeu el calcul de m4 més avall. Aquests son els
primers termes de la successio de Goodstein feble amb valor inicial 266:
mo = 28 + 23 + 21 = 266
m;=38+33+31-1=6590=3%+33+2
m, =48 +43+1=65601
m3 = 5% + 5% = 390750
my;=62+63—-1=1679831=68+5-62+5-6>+5
ms=72+5-72+5.7'+4=5765085

en general trigaran molta estona! Per exemple, si comencem amb m = 4, I'index
del terme m, on la successio arriba finalment a 0 és precisament el nombre
r = 3 .2402653211 _ 3 de| qual hem parlat abans.® L’efecte encara és més
fantastic si prenem com a valor inicial de la successié un enter més gran.
Tenim aqui un altre cas d’'una tasca que aparentment és de tipus sisifia,
pero que en realitat és herculia: el calcul dels termes d’'una successié de
Goodstein sembla una feina inacabable, i és veritat que sera molt llarga, pero
és inevitablement finita ja que sempre arribarem a 0... si tenim prou paciéncia!

6 Aquest resultat no és gaire dificil d’establir i es fa en un exercici dirigit a [4].
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Successions de Goodstein

Donat un nombre natural m, la successié de Goodstein amb valor inicial m
és la successi6 d’enters mg, m1, my, ... definida com segueix:

L] mozm;

e mj s’obté de mg substituint cada 2 de la representacié completa de
Mg en base 2 per un 3, i després restant 1;

= m; s’obté de m3 substituint cada 3 de la representacié completa de
mj en base 3 per un 4, i després restant 1;

* etc.

i el procés s’atura si un terme pren el valor 0.

Els primers termes de la successié de Goodstein amb valor inicial 266 s6n
aquests:

mo = 22" + 2271 + 21 = 266,
my =37 #3314 31 1 =33" £33+ 42
= 443426 488243037 769 948249630 619 149892886 = 108,
m, = 44" + 441 4+ 1 =100,
ms = 55°"* 4 g5+1 — 110921 ,

6+1
my = 66 + 66+1 -1

=6% +5.6+5.6°+5.63+5-62+5-6'+5
~ 10217832

6+1

ms=7""+5.7+5.74+5.734+5.72+5.71 4+ 4
~ 104871822

Donar una explicaci6 senzilla de I'estrany comportament de les successions
de Goodstein no és facil. De tota manera, cal remarcar que, encara que la
part exponencial del procés de Goodstein sembla que origini una veritable
explosié numeérica, aixd només és un fenomen limitat, ja que aquest creixement
illimitat només ho és en aparenca. Com en el cas feble, la substraccié d’'una
unitat acabara empassant-se els nombres gegantins que resulten dels canvis
successius de la base —pero pot ser que aix0 no passi fins després d’un viatge
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molt llarg, a causa dels nombres monstruosos trobats pel cami. Per exemple,
observem I'impacte del —1 sobre la successié de Goodstein de valor inicial 3,
que és excepcionalment curta:

mo = =3=21+1.20
m=31+1.30-1=3=1.31
my=1-4'—-1 =3=3.40
m;=3-50-1 =2=2.580
my;=2-69—1 =1=1-6°
ms=1-7°-1 =0.

Fixem-nos que el terme my = 3 - 49 = 3 és, per dir-ho d’alguna manera,
independent de la base 4; aix0 fa que els termes seglients no es vegin afectats
pels canvis ulteriors en les bases, de manera que, senzillament, la successio
decreix cap a 0. En cada successio de Goodstein es dona exactament el mateix
fenomen, pero potser a partir dels termes d’index molt més alt: per exemple,
és remarcable que la successio de Goodstein de valor inicial 4 sigui moltissim
més llarga que la de valor inicial 3.

El comportament de les successions de Goodstein també recorda les batalles
d’Hércules amb I’hidra. En ambdés casos hom afronta una situacié que sembla
que explota incontroladament. Pero la veritat és que, encara que ambdds
contextos s6n extraordinariament complexos, tenen relacié amb processos
finits, ja que realment acaben després d’un cert temps —extremament llarg!
Encara que aparentment sisifianes, les tasques corresponents sén genuinament
herculies.

Pero encara hi ha més: la dicotomia herculi-sisifia, tant en el context de
I’hidra com en el de Goodstein, adquireix un regust nou si ens la mirem des d’'un
altre punt de vista, el que posa en primer pla el fenomen de la incompletesa.

5 Qué passa amb la incompletesa?

La quantitat de caps tallats per Hércules durant una batalla és absolutament
enorme: finita, perd no hi ha dubte que excedeix la imaginacié més delirant. Per
exemple, encara que Hercules eliminés caps al ritme endimoniat d’'un per segon,
la lluita amb una hidra modesta, amb només uns pocs caps al comencament,
duraria tant que el nombre de segons que han passat des del Big Bang semblaria
trivial! | és precisament en aquest aspecte de la situacio on rau la incompletesa.

Situant-nos en el marc de I'aritmética elemental, com he suggerit abans,
tenim el segiient fenomen doble: d’'una banda, és possible simular les batalles
d’Hercules en aquest marc, a través de complexos calculs numeérics: és una
questid técnica pero no gaire dificultosa (cal associar a cada hidra un codi
numeric adequat). Pero d’altra banda és impossible demostrar en aquest marc
que Heércules sempre guanyara: la prova rigorosa d’aquesta imbatibilitat neces-
sita un marc més ric, com és la teoria dels ordinals transfinits. De fet, es pot
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trobar una fita per a la rad de creixement de les funcions tractables dins de
I'aritmética elemental, i la funcié que déna la durada de les batalles justament
supera aquesta fita: creix molt més de pressa! De manera semblant, la funcié
que expressa la longitud de les successions de Goodstein, és a dir, el nombre
de termes necessaris per a trobar 0, sempre pren valors finits, pero el seu
creixement també supera el marc de I'aritmética elemental.”

Mentre que un matematic normal i corrent tendira a considerar artificial
I'afirmacié construida per Godel, percebra la lluita entre Hércules i I’hidra o el
calcul de les successions de Goodstein com a problemes matematics genuins —
pertanyents a la branca de les matematiques anomenada combinatoria. Aquest
matematic sap demostrar, amb les eines apropiades, que les batalles sempre
acaben amb la victoria d’Heércules, i que totes les successions de Goodstein
convergeixen a 0, pero no ho pot fer amb I'aritmética elemental, que d’altra
banda és el marc natural per a la combinatoria. Per tant, s’enfronta a una
proposicié que és veritat, perd que és indemostrable en el marc de la teoria a la
qual pertany. Malgrat que les lluites amb les hidres o els calculs estil Goodstein,
de fet, son herculis, semblaran sisifians a qui prengui I'aritmética elemental
com a «sistema de referéncia». La situacio es tenyeix d’'una mena de relativitat:
la tasca apareix com a inacabable per a un observador situat «a dintre» de
I'aritmeética elemental, pero en realitat és finita —per bé que colossal—, cosa
gque es pot veure observant-la «des de fora» de I'aritmética, en un marc formal
més potent.

El darrer teorema de Fermat també pertany a I'aritmética elemental, pel
que fa al seu contingut; pero la prova donada per Wiles es basa en eines
matematiques d’alt nivell, superant ampliament el marc tedric de I'aritmética
elemental. Hi ha alguna esperanca que algun dia es pugui demostrar que
I'afirmacié de Fermat, encara que herculia, es vegi com a sisifiana quan es
considera des del punt de vista de I'aritmética elemental? Un tal resultat
seria molt revelador, ja que ens donaria una mena de mesura de la dificultat
intrinseca d’aquest teorema. Encara que no podem excloure aquesta possibilitat,
cal dir que la recerca en logica matematica no ha assolit encara aquest estadi.

Per anar més enlla

Hofstadter [6] presenta una exposicié popular dels resultats de Gédel i desen-
volupa una analogia amb la musica de Johann Sebastian Bach (1685-1750) i els
dibuixos de I'artista holandés Maurits Cornelius Escher (1898-1972). Les nos-
tres analogies mitologiques tenen el seu origen en I'article técnic [8], on Kirby i
Paris van presentar els seus resultats, i en I’exposicié popular de Gardner [2].
La distincié entre les successions de Goodstein generals i les febles es pot
trobar a Cichon [1]. L’article [7] explora la possibilitat d’emprar propietats de
les successions de Goodstein per a definir marcs formals on es pugui demostrar

7 En canvi, I'aritmética elemental si que permet demostrar que les successions de Goodstein
febles sén sempre finites. El procés és forgca complicat, pero a la practica molt menys que el de
les successions de Goodstein generals.
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el caracter finit d’alguns processos algorismics que s’estudien en informatica
teorica.
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