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Flux de Hamilton-Ricci en varietats tridimensionals
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Mais cette question nous entrainerait trop
loin.

H. Poincaré, 1904

Resum Expliquem els treballs de Perelman, que ha resolt la conjectura de Thurston,
i en particular la conjectura de Poincaré, mitjancant el flux de la curvatura de Ricci
introduit per Hamilton.
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1 Introduccio

A final del segle xix i principi del xx, Poincaré publica una série d’articles de
gran influéncia per al desenvolupament posterior de la topologia. En particular,
I'article «Cinquieme complément a I’'analysis situs» (1904) acaba plantejant la
pregunta [30]:

L’esfera és I'Gnica varietat tridimensional tancada que té grup fonamental
trivial?

La resposta afirmativa a aquesta quiestio es coneix com a conjectura de Poincaré.
Ell, pero, no ho conjectura mai, en realitat va escriure «mais cette question nous
entrainerait trop loin». Ja que van caldre cent anys i la solucié d’'una conjectura
molt més amplia —la de geometritzacié— per respondre, la seva clarividéncia
en aquesta questio és innegable.

La conjectura de Poincaré fou un motor per a la recerca en topologia durant
tot el segle xx. L’activitat en topologia, juntament amb la interaccié amb la
geometria de Riemann i les equacions d’evolucid, en permeteren la solucid final.
Entre els resultats més rellevants, cal citar el de H. Kneser [21] el 1928 i els de
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W. Jaco i P. Shalen [17] i K. Johannson [18] el 1979 sobre les descomposicions
canoniques de varietats, que explicarem més endavant. El treball de W. P. Thurs-
ton durant la década dels setanta el va portar a enunciar la conjectura de
geometritzacio [39], que afirma que cada tros de la descompaosicié canonica
és geomeétric, és a dir, admet una metrica de Riemann localment homogeénia.
Cal dir que els treballs de Thurston revolucionaren el camp de les varietats
tridimensionals, ja que introduien la geometria com a eina fonamental.

A principis de la década dels vuitanta, R. S. Hamilton féu una contribuci6
substancial en provar que la conjectura de geometritzacio és certa per varietats
amb una métrica de curvatura no negativa, introduint el flux de Ricci a I'espai
de meétriques [12, 13]. El nom del flux ve del fet que és la solucié d’una equacio
d’evolucioé que fa intervenir la curvatura de Ricci. Hamilton va desenvolupar
un programa per provar la conjectura de geometritzacié sencera [15], pero
aquest flux té unes singularitats massa complicades, que no li permeteren
tancar-lo. G. Perelman va resoldre el problema introduint la nocié de k-no
enfonsament i certs funcionals en I’espai de métriques [28], alguns d’aquests
amb interpretacions fisiques, com sol passar en geometria.

Aquest article intenta oferir una breu visio de tots aquests treballs. El lector
interessat també pot consultar els textos [2, 5, 22, 25].

L’article esta dividit en tres parts. Fins a la seccio 3, es comenta la conjectura
de geometritzacio i algunes propietats métriques que tenen a veure amb la
topologia i seran rellevants més endavant. A la segona part, de la secci6 4
a la 6, s’exposen els treballs de Hamilton, i en la tercera, de la seccid 7 en
endavant, s’expliquen les contribucions de Perelman.

2 Varietats tridimensionals

En aquesta secci6 s’explica breument la conjectura de geometritzacié. L’au-
tor no deixa escapar l'avinentesa per suggerir un article propi dedicat a la
conjectura, publicat al Butlleti de la Societat Catalana de Matematiques [31].

2.1 Descomposicio topologica i antecedents historics

La suma connexa de dues varietats consisteix a treure’n una bola oberta i
enganxar-les per les esferes de la vora (figura 1).

M, M, M# M,
&)

Figura 1: Esquema de la suma connexa.
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La suma connexa amb una esfera S™ no canvia la varietat, perqué una esfera
és el resultat d’unir dues boles per la vora. Diem que una varietat és primera si
no és suma connexa de dues varietats diferents de I'esfera.

El primer pas per a la descomposicié canonica el demostra Kneser, treballant
amb les triangulacions de les varietats [21].

1 Teorema (Kneser 1928) Tota varietat tridimensional tancada, orientable i tri-
angulada M3 es descompon com a suma connexa M3 = M1# - - - #My de manera
que cada M; és primera. A més, els factors M; son Unics, llevat d’homeomorfismes
combinatoris.

Posteriorment, durant els anys trenta, H. Seifert [34] va estudiar i classificar
una familia de varietats, actualment conegudes per varietats fibrades de Seifert.

Una fibracié de Seifert és una particid en cercles que és una fibracio (lo-
calment un producte) excepte en un nombre finit de fibres singulars, on té el
seglient model local. Considerem el producte D2 x[0, 1] fibrat per intervals, i
identifiquem D?x{0} amb D?x {1} mitjancant una rotaci6 d’ordre finit. La fi-
bracié per intervals indueix una particio per cercles del tor solid, que és una
fibracio excepte a les fibres singulars {0} < S, on {0} denota el centre de D?.

Figura 2: Model per a les fibres singulars: enganxem les cares superiors
i inferiors per una rotacié d’angle 21'[%, amb % Q

La década del 1950 al 1960 fou una nova etapa amb aportacions rellevants
en la conjectura de geometritzacio. Deixem Alemanya, Kneser i Seifert, pels
Estats Units, on, de manera independent, E. Moise [23] i R. Bing [4] demos-
traren que tota varietat tridimensional admet una triangulacio, que és Unica,
llevat d’equivaléncia. Aixd0 permeté aplicar el resultat de Kneser a les varie-
tats topologiques. Pocs anys més tard, J. Munkres [27] prova que les varietats
tridimensionals admeten una estructura diferenciable, també Unica llevat de
difeomorfismes. Aix0 ens permet treballar sense problema en la categoria dife-
renciable, i aplicar les téecniques de geometria i d’equacions d’evolucié. Aquests
resultats de triangulabilitat i diferenciabilitat que semblen intuitius sén certs
també en dimensié dos perd son falsos en dimensié superior.

Els anys setanta, W. Jaco i P. Shalen i K. Johannsonn descobriren de ma-
nera independent 'anomenat teorema de la subvarietat de Seifert maximal
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0 caracteristica. La versiéo que en donem és la que ens convé més per a la
geometritzacio.

2 Teorema (Jaco-Shalen i Johannson 1979) Sigui M® una varietat tridimen-
sional primera, tancada i orientable. Existeix una familia de tors incompressibles
encaixats i disjunts T12, e ,Tf que tallen M2 en peces que sén o bé fibrades de
Seifert, o bé simples. La familia de tors és canonica si és minima amb la propietat
anterior.

Expliguem algunes definicions. Candnica vol dir Unica llevat d’isotopia:
donades dues families de tors minimes existeix un homeomorfisme que porta
una a I'altra i aquest homeomorfisme es pot deformar per una familia continua
d’homeomorfismes fins a la identitat (aix0 és la isotopia). Un tor T2 s’anomena
incompressible si el grup fonamental s’injecta 111 (T2) CId(M?3). Una varietat
M3 s’anomena simple si no és fibrada de Seifert i tot subgrup Z [ Zk 11;(M)
correspon a un subgrup de la vora dM. La vora dM pot ser buida o una unié
disjunta de tors T2, ja que hem tallat al llarg de tors.

Aquesta descomposicio es designa per les sigles JSJ.

Figura 3: Esquema de la descomposicié de JSJ en tors.

2.2 Geometritzacié

Després del teorema de Jaco-Shalen i Johannson, les varietats que quedaven per
comprendre eren les que anomenaven simples (posteriorment les van anomenar
atoroidals). La conjectura de Thurston, ara demostrada, es pot enunciar com
segueix:

3 Conjectura (Thurston) Les varietats simples sén hiperboliques.

Una varietat s’anomena hiperbolica si el seu interior admet una metrica de
Riemann completa de curvatura constant —1.

Thurston demostra la conjectura en certs casos, a més de donar metodes de
construccions de varietats hiperboliques, de les quals hi havia pocs exemples
fins aleshores.

La conjectura de geometritzacio inclou la de Poincaré: una varietat amb grup
fonamental trivial no pot ser hiperbolica ni contenir tors incompressibles, per
tant, ha de ser fibrada de Seifert. Segons ja havia demostrat el mateix Seifert,
I'Ginica varietat de Seifert amb grup fonamental trivial és I'esfera S3.
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La conjectura de geometritzacio es coneix millor de la manera seglient, que
és molt elegant:

4 Conjectura (Thurston, segona formulacié) Tota varietat compacta de
dimensio tres es descompon de manera candnica en peces geometriques.

Diem que una varietat es geométrica si el seu interior admet una metri-
ca localment homogenia. Una métrica és localment homogeénia si dos punts
qualssevol tenen un entorn isometric, és a dir, que les propietats métriques
d’un entorn son les mateixes per a cada punt (pero les globals no necessaria-
ment). Les métriques de curvatura constant s6n un cas particular de métriques
localment homogeénies.

Evidentment, la descomposicié canonica vol dir fer primer la de Kneser per
suma connexa, i despreés la de Jaco-Shalen i Johannson per tors.

L’equivaléncia entre les dues formulacions de la conjectura ve de la proposi-
cio segient:

5 Proposicié Una varietat de dimensio tres tancada és geométrica si i només si
és una dels seguents:

< hiperbolica,
« fibrada de Seifert,
< un fibrat sobre el cercle S1 amb fibra un tor T?2.

Observem que si un fibrat en tors sobre el cercle no és fibrat de Seifert,
aleshores el tor de la fibra ens déna la descomposicié JSJ, ja que en tallar
obtenim el producte d’'un tor amb un interval.

Aquesta proposicio utilitza la classificacié de metriques homogeénies en va-
rietats tridimensionals feta per L. Bianchi I'any 1897 [3], que tenia motivacions
cosmologiques.

2.3 Exemples

Exemple La métrica usual de I'esfera S és homogenia, i I'esfera admet diverses
fibracions de Seifert. La més coneguda, pero, és la fibracié de Hopf, que no té
cap fibra singular. Si veiem S2 com I'esfera unitat de C?,

S® ={(z1,22) CCt|z1Z1 + 252, = 1},

la fibracio6 de Hopf esta formada per les orbites de S = {0 [CCl| ww =
1} per multiplicacio per I'esquerra. Altrament dit, les fibres sén els cercles
(e'®z,,e'®z,) parametritzats per 8 [[D,27t], i I'espai d’orbites és la recta
projectiva complexa CP*.

Exemple Considerem ara els espais lenticulars L(p, q), on p, q [Zko6n enters
primers entre si, p = 2. Seguint la notacié de I’'exemple anterior, L(p,q)
és el quocient de S2 per I’accié del grup ciclic d’'ordre p engendrat per la
transformacio6

(z1,22) C(ef™"Pzy,e2™1/Pz,).
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Aguesta acci6 clarament preserva la métrica de S3, per tant, indueix una métrica
de curvatura constant en L(p, q). A més, I'accié commuta amb la multiplica-
ci6 de la fibraci6 de Hopf, i envia Orbites a orbites. En realitat permuta Orbites,
menys dues que sén invariants: {(0,z,) | zo [S1}i {(z1,0) | z1 St} Aixo
implica que L(p, q) admet una fibracio de Seifert amb dues orbites singulars
d’ordre p.

Es pot demostrar que tots els quocients de S3 per a un subgrup finit de
SO(4) (que tenen una metrica localment homogénia de curvatura constant)
admeten una fibraci6 de Seifert, induida per la fibracié de Hopf [33].

Exemple El tor T® = S x S x ST admet una métrica homogeénia de curvatura
constant zero i diverses fibracions en cercles.

Exemple Considerem Fg x S1, el producte d’'una superficie tancada de génere
g = 1 amb el cercle. Com que la superficie Fg admet una meétrica de curvatura
constant, la métrica del producte Fg % St és localment homogeénia (0bviament,
és fibrada de Seifert).

Exemple Considerem el grup de Heisenberg:
I I Y 1

X z
Heis = 1y |x,y,z [R]
01

O O

amb una meétrica invariant per multiplicacié per I'’esquerra i el subgrup
I I Y 1

X z
r= 1y | X,y,z CZ.
01

O O

El quocient N\Heis admet una meétrica localment homogeénia, induida per la
metrica de Heis. A més la projeccio a les coordenades (X, y) dona una fibraci6
per cercles sobre el tor

S - Heis/r - T2=R%Z72
xy,z) LXvy)

Exemple El nus de vuit (figura 4) és I'exemple més senzill de nus (amb comple-
ment) hiperbolic. Primer de tot pensem que I’espai ambient R3, el completem
afegint un punt a l’infinit i obtenim I'esfera S3. Si a I’esfera li traiem el nus, ob-
tenim una varietat no compacta, que és hiperbolica (amb meétrica de curvatura
constant —1) i té volum finit.

La primera demostracio de la hiperbolicitat de I'exterior del nus de vuit la
va donar R. Riley [32], tot i que Thurston [38] en dona una de més senzilla que
esdevingué molt més coneguda.

Una cirurgia de Dehn en un nus a S3 consisteix a treure’n un entorn (ho-
meomorf a un tor solid D? x S1) i a tornar a enganxar un tor solid D? x S?
pero canviant la identificacio de la vora 0D? x S1 [CTf. Aquest procés permet
construir una infinitat de varietats diferents, i Thurston demostra que totes
menys un nombre finit sén hiperboliques.
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(&

Figura 4: El nus de vuit.

Exemple L’exemple segiient també és I’exterior d’un nus a S% i té una descom-
posicio de JSJ no trivial. De fet, el nus de la figura 5 és un satellit, perqué esta
contingut en un entorn tubular del nus de vuit. La vora d’aquest entorn tubular
és un tor T2 que dona la descomposicio JSJ de I’exterior del nus a S2. A fora
de T2, tenim precisament I'exterior del nus de vuit, que és hiperbolic. A dins de
T2, el que tenim és una varietat de Seifert, car podem interpretar aquesta part
com el resultat de treure d’un tor solid la fibra d’un model com a la figura 3.

Figura 5: Un satéllit del nus de vuit. A la dreta dibuixem el tor T2 de la
descomposicio de JSJ.

3 Radi d’injectivitat, curvatura i topologia

En la conjectura de geometritzacio, distingim essencialment les varietats de
Seifert de les hiperboliques. L’objectiu d’aquesta seccid és veure les propietats
metriques que ens poden fer decidir si una varietat és d’un tipus o d’un altre.
Les propietats que ens interessen son la curvatura, el radi d’injectivitat i el
volum.
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Donada una varietat de Riemann M i un punt x M el seu radi d’injectivitat
es pot pensar com

inj(x) =sup{r >0 | B(x, r % és homeomorfa a una bola topologica [O%r<r}.

Cal aclarir que la definicié de radi d’injectivitat és més complicada (es demana
que l'aplicacié exponencial sigui un difeomorfisme). En aquest article, ens
quedarem amb aquesta nocié més intuitiva.

Per a un radi prou petit, les boles meétriques a la varietat sén homeomorfes
a una bola métrica de R". Si anem augmentant el radi de la bola, aixo pot fallar:
inj(x) és el primer valor pel qual la bola métrica deixa de ser homeomorfa a
una bola de R". La qualitat inj(x) també és la meitat de la longitud del llac
geodésic més curt centrat en un punt (és infinit si aquest lla¢ no existeix).

Més endavant definirem amb precisio les diferents nocions de curvatura;
de moment recordarem la idea de curvatura seccional. Suposarem coneguda la
nocio de curvatura de Gauss d’una superficie. Donats un punt x d’una varietat
i un pla tangent a X, se’ls associa una superficie que consisteix en la unié de
totes les geodeésiques que surten del punt x i s6n tangents al pla donat. La
curvatura de Gauss d’aquesta superficie és 'anomenada curvatura seccional
del pla tangent a x. De vegades s’utilitza la notaci6 sec(x) sense especificar el
pla, quan per exemple volem donar una cota per a la curvatura seccional de
tots els plans tangents a X.

En certes situacions es pot utilitzar el volum per controlar el radi d’injectivi-
tat. Per exemple, el lema de I’hélix de Cheeger [7] ens relaciona el volum i el
radi d’injectivitat, suposant que la curvatura i el diametre estan acotats.

6 Lema Donada una constant Dg, per a una varietat de Riemann M3 amb
diam(M?3) < Dg i | sec| < 1, una cota per vol(M?) equival a una cota per inj en
tot punt de M3,

3.1 Teoria de Cheeger-Gromov per a enfonsaments

El radi d’injectivitat pot esdevenir arbitrariament curt mitjangcant una homote-
cia, pero aleshores la curvatura seccional sec(x) pot esdevenir arbitrariament
gran. Estem interessats en els enfonsaments: quan inj(x) esdevé arbitraria-
ment petit i sec(x) esta acotada.

Enunciem la versio tridimensional del teorema de Cheeger i Gromov [8, 9].

7 Teorema (Cheeger-Gromov 1986-1990) Existeix una constant universal € >
0 tal que, per a cada varietat de Riemann M2 de dimensio tres, el subconjunt

{x CM |inj(x) <€ i|sec(x)| < 1}

és una varietat de Waldhausen.
A més, per a tot € > 0, qualsevol varietat de Waldhausen admet una metrica
amb |sec(X)] = 1iinj(x) < € en cada punt.
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Utilitzem la notacio | sec(x)| < 1 per dir que la curvatura seccional en tots
els plans tangents al punt x esta majorada per 1 en valor absolut.

8 Definicid® Una varietat de Waldhausen és una varietat tridimensional forma-
da per la uni6 de varietats de Seifert al llarg de la seva vora.

Cal observar que els tors d’aquesta definicié no sGn necessariament els tors
de la descomposici6 JSJ (la descomposicid del teorema 2), perqué poden no ser
incompressibles (incompressibles vol dir que el grup fonamental s’injecta) o
perque la varietat podria ser una suma connexa. Un teorema de Waldhausen
[40] de 1967 ens assegura que una tal varietat és suma connexa de varietats
que només tenen trossos fibrats de Seifert en la descomposicié de JSJ.

3.2 Lema de Margulis

El lema de Margulis ens descriu la part prima (amb radi d’injectivitat petit) de
les varietats i ens garanteix un minim universal per al radi d’injectivitat en
almenys un punt de cada varietat hiperbolica.

Per a una constant € > 0, definim la part e-prima d’una varietat hiperbolica
com:

M7 (g) = {x CM | inj(x) < &€}.

El seu complement M*(g) = M \ M~ (g) s’anomena part e-gruixuda.

La versi6é que enunciem del lema de Margulis es pot consultar a [38].

9 Teorema Existeix una constant universal g > O tal que, peratot0 <e <
i tota varietat hiperbolica tridimensional M, M*(g) # [idada component de
M~ (¢€) és fibrat de Seifert.

Aqguestes descripcions de la part gruixuda i de la part prima ens guiaran
quan tinguem una meétrica per buscar la part hiperbolica i la part fibrada de
Seifert en la descomposicio de JSJ.

4 Flux de Ricci

Abans de la definicé del flux, recordem les diferents nocions de curvatura,
comencgant pel tensor R(-,-)-. Donats tres camps X, Y i Z en una varietat,
R(X,Y)Z és el camp:
R(X,Y)Z = GJAZ — B31Z = G- A - O Z.
La curvatura de Ricci n’és la traca
Ric(X,Y) =Traca(Z [CRQX,2)Y),

i, per tant, una simplificacié. La curvatura de Ricci és un tensor simeétric dues
vegades covariant (del mateix ordre que la métrica). Es a dir, en cada punt p de
la varietat M, Ric és una forma bilineal simétrica de I’espai tangent a M en p:

ToM xTpM - R
(u,v) —Ric(u, V).
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La curvatura escalar R és la traca de la curvatura de Ricci, i ja no és un
tensor, sind una funcié, per tant, molt més senzilla de manipular i d’interpretar.

A més tenim les curvatures seccionals. Donats dos vectors ortonormals u i
v, la curvatura seccional en la direcci6 del pla que generen [, v [&s:

sec(,vDIl= g(R(u,v)v,u),

on g denota la meétrica de Riemann.

En dimensié tres, tant la curvatura seccional com la curvatura de Ricci
determinen el tensor de curvatura. Aix0 no és cert en dimensions superiors per
a la curvatura de Ricci.

4.1 El flux

Definim el flux de Ricci com la solucié de I'equacié d’evolucio

%9 = —2 Ric,

ot
on g denota la métrica de Riemann i Ric, el seu tensor de Ricci corresponent.
Es tracta d’'una equacio6 en derivades parcials en I'espai de tensors de la varietat
que son dues vegades covariants i simétrics. Aquest tipus d’equacions s’anome-
na d’evolucio, ja que la meétrica de la varietat anira canviant al llarg del temps
segons aquesta equacio.

En coordenades (x?,...,x™), 'equacié s’escriu:

0gij
ot

= —2Rjj,

on gij = g(%, 37) i Rjj = Ric(%, 37). Podriem intentar escriure el terme R;j
i j 1 '
en funcid dels g;j i les seves derivades parcials, pero ens quedaria un sistema
massa complicat.
Observem que el flux és invariant per a difeomorfismes: si @ : M - M és un

difeomorfisme i g; satisfa ?Tt = —2 Ric, llavors
008" _, pic
ot

perqué si Ricg és el tensor de Ricci de g, es compleix Ricyrg = ¢ "Ricg.

4.2 Existéncia i unicitat en temps curt

El primer pas per aplicar la teoria és demostrar I’existéncia i la unicitat per
temps positiu.

10 Teorema (Existéncia i unicitat en temps curt) Si M és una varietat com-
pacta amb metrica go, aleshores I'equacié del flux de Ricci amb condicio6 inicial
Qo té una Unica soluci6 definida en temps t [0, T) percert T > 0.
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Aquest teorema d’existéncia no és gens trivial, i en molts casos no tenim so-
lucions per a temps negatiu. De fet, la métrica esdevé analitica immediatament
(per a tot temps t > 0) i, per tant, si comencem amb una métrica no analitica
esta clar que no podem anar endarrere en el temps.

L’existéncia i la unicitat per temps curt va ser demostrada primer per
Hamilton [12], mitjancant un teorema de la funcié inversa de Nash-Moser, i poc
després DeTurck [11] va donar-ne una demostraciéo molt més senzilla trencant
la invariancia per difeomorfismes.

S’ha demostrat I’existéncia i la unicitat per varietats no compactes sem-
pre que les métriques siguin completes i tinguin curvatura acotada [6, 35],
condicions que a més de ser suficients s6n necessaries.

4.3 Heuristica

Per entendre per qué aquesta equaci6 pot ser util per la conjectura de geome-
tritzacid, observem que en coordenades harmoniques (i. e. A(x"') = 0) I'equacié
del flux de Ricci s’escriu:

00ij
ot

4 0
= A(gij) + Qij (g7, i

on A(gij) és el laplacia de la funcié escalar g;j (no el tensor) i Qjj és una
expressiod quadratica. Aquesta és una equacio de reaccio-difusio. El terme del
laplacia és el de difusio, la seva contribucid a I'equacio6 s’interpreta que tendeix
a repartir la métrica de manera uniforme. Es un comportament semblant
al de I'equacié de la calor: en un cos on hi ha zones fredes i calentes, la
temperatura flueix de les parts calentes a les fredes per tendir a uniformitzar-
se. El terme quadratic Q;j és el de reaccio, perque s’entén que contribueix
a crear singularitats, per analogia amb les equacions que descriuen certes
reaccions quimiques. En conseqiiéncia podriem pensar que I’heuristica del
programa de Hamilton és la segiient

O bé g(t) convergeix cap a una metrica localment homogénia o bé
crea singularitats que corresponen a una descomposicié canonica.

Evidentment, les coses no seran tan senzilles. Hi haura singularitats que
donaran sumes connexes pero potser sumes topoldgicament trivials (amb esfe-
res). A més, les parts de Seifert en la descomposicié de Jaco-Shalen i Johannson
s’enfonsaran d’'una manera semblant a la de Cheeger-Gromov (teorema 7), pero
amb diferents cotes de curvatura.

4.4 Exemples

Comencem amb I'exemple més senzill possible: suposem que la métrica inicial
Jo té curvatura seccional constant K, la qual cosa vol dir que el tensor de Ricci
és un multiple constant del tensor métric:

Ricg, = (N — 1)K go,
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on n és la dimensid. Aleshores, sabent I'existéncia i la unicitat de solucions,
ens restringim a metriques homotéetiques

gt = T(t)go

i trobem solucions d’aquest tipus. Com que el tensor de Ricci és invariant per a
homotecies, Ricg, = Ricg, = (N — 1)K go, I'equacio esdevé:

= —2(n— 1)K,
per tant, la solucio és
gr = (1 —2K(n — 1)t) go.
Tenim tres tipus de comportament segons el signe de la curvatura seccional K
inicial:
e Per a K =0, la soluci6 és constant.

* Per a K <0, la solucid s’expandeix durant un temps infinit, i la curvatura
s’acosta a zero.

e Per a K > 0, la soluci6 es contrau fins a collapsar en un temps finit

_ 1 . . PP
T= K (n=1)" | la curvatura tendeix a infinit.
Els solitons ens donen una altra familia d’exemples:

11 Definicidé Una solucié g¢ és un solit6 si

gt = At @00,

on @¢ és un difeomorfisme i A¢ és un parametre constant a la varietat, ambdés
depenents de t.

Un cas particular el tenim quan ¢ és el grup uniparameétric associat a un
camp gradient ( CEjber a una funci6 T), és a dir,

d @

i (P) = CEUp(P)).

En aquest cas, diem que g¢ és un solitd gradient i I’equaci6 del flux esdevé
equivalent a una equacio en temps zero:

Ric+Hess(f) +cgo =0,
on ¢ = A0)/2 és una constant. En particular, quan ¢ = 0, la constant és Ay = 1.
Exemple El solit6 del cigar és la métrica de R?:

_ dx2+dy?
1+ x2+y?2]
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En coordenades polars, la métrica del solité del cigar és
g =dr?+tanh®r d62.

Observem que asimptoticament tendeix a la metrica del cilindre, perque
tanhr - 1 quan r - oo, i la métrica del cilindre s’escriu dh? + d8?, on h
és l'algada i ©, el parametre circular. La curvatura seccional és 2 i, per tant,

cosh?r
Ric = Cosiz 9. Facilment es comprova que ¥ = —2logcoshr satisfa I'’equacio

del solité de camp gradient

Ric +Hess(f) = 0.

O

Figura 6: Solit6 del cigar. Ens interessara el seu producte amb R, que és
tridimensional.

Exemple El cilindre S? x R amb la métrica estandard (producte de métriques
usuals a S? i R) és un solit6 contractant, perqué la curvatura constant i positiva
de S2 es contrau pel flux. La métrica collapsa en la direccié de S2 en un temps
finit.

Figura 7: El cilindre. El factor S? es representa verticalment.

Els dos exemples tenen un paper molt diferent en el programa de Hamilton
per a la demostracio de la conjectura, en particular per a I'analisi de les singu-
laritats. El cilindre i el producte del cigar amb R s6n exemples de solucions del
flux de Ricci amb curvatura no negativa, completes i definides des de temps
—oo, Hamilton va provar que les solucions amb aquestes propietats apareixien
com a limits de singularitats del flux de Ricci en varietats tridimensionals,
després de fer homotécies a la successid de temps del flux que s’acostaven a la
singularitat.

Els cilindres s6n el model apropiat, el que correspondra a una suma con-
nexa de varietats. Per evitar el producte del cigar amb R, Perelman introdui
la nocié de k-enfonsament, que explicarem més endavant. D’aquesta manera,
Perelman exclogué les singularitats que Hamilton no sabia com evitar.
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5 Evolucio6 de la curvatura

L’evolucio de la curvatura té un paper central en I’estudi del comportament del
flux de Hamilton-Ricci. Comencarem per la curvatura escalar, que es defineix
com la traca de la curvatura de Ricci: R = tr(Ric) = R;jgY.

12 Lema L’evoluci6 de la curvatura escalar durant el flux de Hamilton-Ricci és:

oR
~— = AR + | Ric|?.
" | Ric|
Aquest tipus d’equacio ens permet aplicar principis del maxim. Per exemple,

el principi feble del maxim aplicat a aquesta equacio ens doéna:

13 Corollari En una varietat compacta M, miny R és creixent (potser no es-
trictament).

En realitat, apliquem el principi al minim de R en M per a un temps donat t,
que denotem Rmin(t). Com que en el minim AR = 0, I'’equacié d’evolucio6 de la
curvatura ens dona

aRmin(t)

ot
i en consequéncia Rmin(t) creix amb el temps.
El principi fort del maxim a la mateixa equacié ens diu:

= |Ric|?> =0,

14 Corollari En una varietat compacta M, siperauntempst=0,R=0a
tot arreu i R > 0 per a algun x [CM], aleshores R > 0 a tot arreu quan t > 0.

Els dos principis del maxim també s’apliquen a les altres curvatures. Per
fer-ho cal una versio tensorial, és a dir, localment en diverses variables. Ens
centrarem en el cas tridimensional.

5.1 Evolucié de la curvatura en dimensio tres

Quan la dimensi6 de la varietat és tres, I'operador de curvatura és més facil de
descriure que en el cas de dimensié superior. Denotem A2TM =TM [IM el
producte exterior de I’espai tangent a M amb si mateix. En el cas tridimensional,
A?2TM3 és un fibrat trivial de dimensio tres. Les propietats de simetria del
tensor de curvatura ens diuen que, en cada x [CM, la forma bilineal

N°TxM [CAFTxM - R
(u jw D) [ g(R(u,v)t,w)
esta ben definida i és simétrica. L’operador de curvatura n’és I’endomorfisme
associat A°TM - A2TM (equipem A2TM amb una métrica induida per g, la
métrica de TM).
En dimensi6 tres, I'operador de curvatura diagonalitza (en una base orto-

normal) de la forma: 1 1
o 0O O
Fol @ o

0 0 a3
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on els aj s6n funcions en M. Els valors a;j/2 sén curvatures seccionals, la
curvatura de Ricci és:

i o o 1
rio= Ep wzm o
0 0 G tos

2

i la curvatura escalar R = a; + oz + as.
Les equacions d’evolucio dels a; son

O— 2
= Aa +af + aza3

O_ 2
%z = Ao + a5 + aza;
O_ 2
3 =Adz + 035+ 0100,

Si els apliquem el principi feble del maxim per tensors obtenim:

15 Corollari Per varietats compactes tridimensionals, Ric = 0 i sec = 0 s6n
invariants pel flux.

Per les curvatures seccionals, com que si a; = 0 aleshores (xi + asa3 = 0,
el minim dels a; augmenta. De la mateixa manera, I'’equacio per 0(15+ azz'es
reescriu com:

1 1
o+ oy’= A(og + o) + 5(0(1 + o)[(a1 + az) + (o2 + az)] + 5(0(1 —az)?

i podem aplicar el principi del maxim per a Ric = 0 (és a dir, quan Ric és una
forma bilineal semidefinida positiva en cada punt).

Les estimacions de Hamilton-lvey [15, 16] s6n un altre exemple de I'aplicaci6
del principi del maxim per tensors. Sigui @: [—1, +) - [1,+0) la inversa de

x [CIog x — x.
16 Teorema (Estimacions de Hamilton-lvey) Les condicions
R=-1 i aj,0z,03=—-@(R)

son invariants pel flux de Ricci.

Observem que, donada una metrica qualsevol, les condicions del teorema es
poden satisfer si li apliguem una homotécia adequada. Per tant, a partir d’ara,
suposarem sempre que la métrica inicial del flux les compleix (i direm que la
condici6 inicial esta normalitzada). Com que R = aj + a + dg, en deduim:

17 Corollari Per a una métrica en una varietat tridimensional que evoluciona
amb el flux i té condici6 inicial normalitzada, es compleix, en cada punt i cada
temps:

R+2@(R) = 0y, 02,03 = —@(R).
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Aquest corollari ens diu que amb la curvatura escalar R controlarem tota la
curvatura en les explosions (quan la curvatura sigui molt gran).

Concretament, per a R I dormalitzarem la métrica per tenir curvatura
escalar 1, de manera que els nous valors propis de la curvatura a; = o;/R
compliran:

1+2¢T(R)26i2

_eR)

R
i és important observar que, per construccio, limy _ +c % = 0. A lasecci6 6.4
ens interessarem per les explosions: limits de métriques per les quals R - oo,
normalitzades de manera que la nova curvatura escalar és R = 1. Amb aquests
limits obtindrem uns models locals que, per I’equacié anterior, compliran la
cota de curvatura 1 = a; = 0.

5.2 Primers resultats de Hamilton sobre el flux

Els anys 1982 i 1986 Hamilton publica els articles [12, 13] en els quals introdui
el flux. Els principis del maxim ja hi tenen un paper important.

18 Teorema (Hamilton 1982) Si una varietat compacta tridimensinal M admet
una metrica amb Ric > 0, aleshores el flux de Hamilton-Ricci convergeix, després
d’homotécia, cap a una métrica de curvatura seccional positiva.

Si s’aplica el principi fort del maxim per tensors, s’ha de considerar que
en algunes o en totes les direccions tinguin curvatura de Ricci estrictament
positiva o bé zero.

19 Teorema (Hamilton 1986) Si una varietat compacta tridimensinal M ad-
met una métrica amb Ric = 0, aleshores tenim tres possibilitats:

1. La métrica és plana (curvatura constant zero).

2. Ric > 0perat > 0i, per tant, el flux convergeix a una meétrica de curvatura
constant positiva, després de renormalitzar-la.

3. La métrica és localment un producte g = g; + dx3. En aquest cas la
varietat és S x S1 0 un quocient seu compatible amb el producte.

En conclusi6, I'any 1986 Hamilton havia demostrat que una varietat tri-
dimensional que admet una metrica amb Ric = 0 compleix la conjectura de
geometritzacio. Aquest fou el punt de partida per desenvolupar un programa
per provar la conjectura de geometritzacié mitjancant el flux de Ricci. El com-
portament per métriques en general és forca més complex, i les singularitats
presentaran una problematica que no es resoldra fins als treballs de Perelman.

6 Singularitats del flux

Per estudiar les singularitats es fan explosions: és a dir, es fa una homotécia
d’un factor que tendeix a infinit de manera que el limit sigui un nou flux,
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que utilitzarem per estudiar la singularitat. Cal triar bé el factor d’homotecia,
i I'eleccid té a veure amb la curvatura, car primer de tot veurem que on es
desenvolupa una singularitat, la curvatura escalar tendeix a infinit.

Escollim una successio de punts on la curvatura escalar R tendeixi a infinit,
fem una homotecia per tenir R = 1 i prenem el limit. Per fer-ho ben fet, veurem
les homotécies paraboliques, que son les que ens preserven el fet de ser solucié
del flux, i un teorema de compacitat de fluxos. El problema principal sera
controlar el radi d’injectivitat del punt base, i aqui és on entrara la contribucié
de Perelman.

6.1 La curvatura controla les singularitats

20 Teorema (Hamilton 1995, [15]) Si el flux esta definit en un interval de temps
semiobert [0, T) i la curvatura esta uniformement acotada en aquest interval,
aleshores es pot estendre I'interval de definicié a [0, T +¢€), € > 0.

Per justificar aquest teorema observem que la cota de la curvatura implica
una cota de la curvatura de Ricci i, per tant, la derivada temporal del tensor
metric Z—i’ esta uniformement acotada. La curvatura mateix controla les deriva-
des espacials de la métrica, i raonaments estandard sobre limits de varietats de
Riemann ens permeten estendre la soluci6 a I'interval tancat [0, T]. L’existéncia
local ens déna [0, T +¢€).

En conclusié, quan tenim una singularitat del flux en un temps T (és a dir,
quan [0, T) és un interval maxim de definicid), aleshores

lim sup [Séc(X,t)[F +co,
t-T™ v
on [séc(x,t)Cdenota la norma de la curvatura seccional en x [CM en el
temps t.
En el cas tridimensional, pero, per les estimacions de Hamilton-Ivey (corol-
lari 17 [15, 16]) la curvatura escalar ens déna tot el control:

21 Teorema Sigui M una varietat tridimensional. Suposem que [0,T) és un
interval de definicié maximal, amb T > 0. Aleshores

lim supR(X,t) = oo,
t-T7 v

on R(X, t) és la curvatura escalar en x en el temps t.

Observacid Aquest teorema també és cert sense suposar que M sigui una
varietat completa, la qual cosa ens permet localitzar les singularitats als punts
onR - oo,

6.2 Homotecies paraboliques

Per analitzar les singularitats, hem de fer una homotécia en les direccions
temporals i espacials alhora, per tal de seguir tenint una solucio del flux.
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22 Definicidé Una homotécia parabolica de les metriques g(t) que evolucionen
per g—tg(t) = Ric és
g(t) = Ag(t/n),

per cert, A > gl.iEs a dir, multipliquem el temps per un factor A (E = At) i la
distancia per A.

El tensor de Ricci és invariant per a homotécies, per tant, despreés de fer
una homotécia parabolica, la familia de metriques segueix satisfent I'’equacio

.g(t) =Ric.

6.3 Un teorema de compacitat per fluxos

Un flux marcat és (M, g(t), x), x CMli g(t) una métrica en M que evoluciona
pel flux de Ricci en un interval de temps.

En els enunciats segluients suposarem que (a,b) és un interval de temps,
possiblement infinit, que conté O (per simplificar la notacié suposarem que
t = 0 és el temps de referéncia).

23 Definicioé Diem que una successio de fluxos marcats (Mg, gk(t), Xk) defi-
nits per t (A, b) convergeix a (Me, oo (t), Xco) Si:

= Existeix una successio d’oberts Uy [M. que contenen Xk i tals que
qualsevol compacte de M esta contingut en tots els Ux menys un nombre
finit.

= Existeix una successi6 de difeomorfismes Wi : Uk - Vi Mk que porten
X @ Xk | els tensors HJK‘EL convergeixen a g« uniformement en tot
compacte de M, % (@, b), aixi com totes les seves derivades espacials i
temporals.

Observem que permetem que la varietat canvii. Tipicament, quan prenem
un limit d’una explosié, obtenim una varietat no compacta.

24 Teorema (Hamilton 1995, [14]) Sigui (Mg, gk(t), Xk) una successioé de flu-
X0s marcats en l'interval de temps donat (a, b), a < 0 < b. Suposem que:

e Peratotr > 0i tot interval compacte de temps O LTI (&, b), la curvatura
de B(Xk, r) per la métrica gx(t) i t [T ésta acotada uniformement respecte
akit 11

= El radi d’injectivitat de xx per gk(0) esta uniformement minorat per una
constant positiva.

Aleshores una successi6 parcial de (Mg, gk(t), Xk) convergeix a un flux.

La idea de la demostracié consisteix a aplicar els teoremes classics de
convergéncia per geometria riemanniana per al temps base t = 0. Els «efectes
regularitzadors del flux de Ricci» [36] ens permeten controlar les derivades
de gk(0) i obtenir un limit tan regular con vulguem. De fet, amb les mateixes
tecniques obtenim que gk(t) és equicontinua i acotada.
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6.4 Explosions

Les explosions s’utilitzen per estudiar qué passa quan tenim una singularitat
que es desenvolupa en temps T en un flux de Ricci (M, g). Escollim una succes-
Si0 Xj itji - T tal que R(Xj, tj) = maxx mnR(X, tj), i fem una translaci6 en
el temps tal que t; passi a ser zero. A més fem una homotecia parabolica de
manera que la nova curvatura escalar en x; sigui 0. Es a dir, substituim g(t)
per

- 1 ~
gi(t) = ag(Qi(t +1t;)), on Qi =R(x;, ti).
1
Per analitzar la singularitat, estudiem la successi6 de fluxos marcats:
(M, i, Xi).

Aquesta successi6 té una parcial convergent. Per aplicar el teorema de compa-
citat (teorema 24), necessitariem saber que el punt base per la nova métrica té
radi d’injectivitat acotat lluny de zero. Aquesta dificultat és la que Perelman
va resoldre amb la nocié de k-enfonsament de la qual parlarem més endavant.
Suposem de moment que tenim la cota inferior positiva del radi d’injectivitat
pel punt base x; amb la métrica g;j(0), aleshores tenim una parcial convergent
i el limit és un flux (Me, g (1), Xs) amb les propietats segients:

El temps de definicid conté (—oo, 0].

La metrica és completa en tot temps.

La curvatura seccional és positiva o nulla en tot temps.
« R>0.

La primera propietat ve d’analitzar el temps de definicié de la successio, i la
tercera, de les estimacions de Hamilton-lvey (corollari 17). El fet que R > 0 ve
pel fets que la curvatura és no negativa, que R = 1 en un punt i del principi
fort del maxim.

Aquestes solucions ens serviran de model per estudiar les singularitats.
Observem que, entre les solucions que tenen les propietats anteriors, hi ha
I'esfera, el cilindre i el producte del cigar per R. L’esfera i el cilindre son models
que ens convenen, perque si tenim una esfera ja sabem quina varietat és, i si
tenim un cilindre pot correspondre a una suma connexa, com mostra I’exemple
seglient. En canvi, el cigar per R posa un problema, pero la nocié de k-no
enfonsament ens I'eliminara.

Exemple Apliquem el flux a I'esfera S amb una métrica que té un coll. Aixo vol
dir que és una metrica en la qual I'equador és molt més estret que els tropics
(cf. figura 8).

Veiem el coll com S2 x |, de manera que per a cada valor de x [Lkenim
una métrica a I’esfera S2 x {x}. Escollim una métrica tal que I’esfera del centre
tingui un diametre molt més petit que les esferes de la vora del coll. Si a més
escollim la longitud de I'interval molt llarga, aix0 es pot fer de tal manera que
el diametre de I’esfera del centre tendeixi a zero abans, atés que un diametre
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‘ )
coll
Figura 8: S® amb un coll.

molt petit correspon a molta curvatura seccional, i com que I'interval és molt
llarg, en les altres direccions gairebé no hi ha curvatura [1]. Aixd0 s’anomena

una punxada (figura 9).

Figura 9: S punxada.

Si escollim una successio de temps tj que convergeix al temps de la punxada
i un punt %; de I'’equador, és a dir, en el punt de maxima curvatura escalar
Qi = R(Xj, tj), aleshores I’explosio corresponent (és a dir, la successi6 de fluxos
amb punt base (S3, &g(Qi(t+ti)), Xi), on Qj = R(X;, t;)) tendeix a un cilindre
definit en temps (—o0, 0].

(0 =

Figura 10: L’explosié de la singularitat ens fa un zoom just abans de la
singularitat.

7 Els funcionals de Perelman

Quan un flux és el gradient d’'un determinat funcional tenim més eines per
estudiar-lo (per exemple, si el funcional es monoton). El flux de Ricci no és
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el gradient de cap funcional de I’espai de meétriques (cf. [26]) perd una de les
primeres contribucions originals de Perelman [28] va ser presentar el flux com
si fos un flux gradient, considerant I’espai adequat.
Més concretament, donada una varietat de Riemann (M, g) i una funcio
diferenciable f: M - R, definim el funcional:
(-

F(g,f)= (R+|CF)e dvol.

Si ens limitem al conjunt de meétriques g i funcions f tals que Etle‘fd vol=1,
el gradient del funcional F ens indueix les equacions:
g _ . . of _
Frai 2(Ric+Hess(f)) i Frai R + AT,
Canviem la métrica g(t) per una familia de difeomorfismes, és a dir, §(t) =
@(t) Tglt), on @(t) és el grup d’un parametre que surt d’integrar el gradient
¥ 1es equacions esdevenen:
0§ _ . . of
5 = 2Ric i o= R+ AF + | CF[4.
Aquestes equacions en general no tenen solucid, atés que I'equacié de f és
una equacio6 de la calor retrograda (amb el temps canviat de sentit). Si que ens
serveix, pero, per estudiar el flux de Ricci: si tenim una solucié en un interval
[0,T], resolem I'equacié enrere a partir del temps T, i donem condicions
finals en lloc d’inicials per a f. El funcional F és monoton per a una familia
(g(t), F(t)) que compleix les equacions anteriors, i fins i tot estrictament
monoton, excepte quan es compleix Ric+Hess(f) = 0, que és I'equaci6 del
solité gradient estatic.

Perelman introdueix molts altres funcionals a partir d’aquest. En aquest
article no hi ha prou lloc per exposar-los, per la qual cosa recomano referéncies
al lector interessat: I'article original [28], les notes sobre la demostracié global
[20], [24] i [6], i el llibre [26].

Aquest i altres funcionals serveixen per demostrar els resultats seguents.

8 Els k-enfosaments de Perelman

25 Definicié Diem que una varietat de Riemann (M2, g) és k-no enfonsada a
I'escala rg > O si per a tot radi ro = r > 0 tal que |sec| < r 2 en tot punt de
B(X,r), es compleix
vol(B(x,r)) = K
r3

Per entendre aquesta definicid, i en particular per qué es diu no enfonsada,
cal tenir en compte que les desigualtats s6n invariants per homotécies: si
fem una dilatacié de factor A > 0, les distancies (en particular el radi r) es
multipliquen per A, el volum per A% i la curvatura seccional per A2, L’escala
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correcta és r < ro maxim que compleix |sec| < r~2. Si fem una homotécia
de factor 1/r, llavors ens queda una bola de radi 1, B(x,1), amb |sec| < 1
volum vol(B(X%, 1)) = k. En curvatura acotada, el lema 6 ens diu que el radi
d’injectivitat a B(x, 1) esta acotat inferiorment lluny de zero. En resum:

Si fem una homoteécia tal que la curvatura esta acotada en una bola
de radi 1, aleshores el radi d’injectivitat esta minorat lluny de zero.

Enunciem un resultat de Perelman sobre la no existéncia dels k-enfonsa-
ments en el flux. Aquest resultat és el que ens garantira que el radi d’injectivitat
esta minorat, si treballem a una escala en la qual la curvatura estigui acotada.

26 Teorema (Perelman 2002) Donada una varietat riemanniana (M", g(0))
de dimensio6 N, existeixen un K > 0i un ro > 0 amb la propietat seglient. Suposem
que la metrica g(t) evoluciona pel flux de Ricci en I'interval [0, T). Aleshores
per a tot temps t [[1,t), (M, g(t)) és k-no enfonsada a escala menor que ro.

Observem que es demana que t = 1 (és a dir, que el flux de Ricci ha corregut
durant un cert temps).

Recordem que la nocié de k-no enfonsament s’aplica quan fem una homo-
técia per la curvatura. La curvatura R pot ser arbitrariament gran, pero quan
R [Oks curvatures seccional i escalar sobn comparables (corollari 17), i si
normalitzem a R = 1 tindrem un bon model que ens descriu un entorn del
punt.

Observem que la constant k > 0 del teorema depeén de les condicions inicials
(M, go). Si es normalitzen les condicions inicials (en particular si la métrica
inicial (M, go) compleix R = —1, cosa facil de fer amb una primera homotécia),
aleshores es pot trobar k uniforme.

8.1 k-solucions

Hem vist que per estudiar les singularitats del flux ens interessa mirar explosi-
ons. Quan fem les explosions, treballem amb una homotecia que ens garanteix
curvatura acotada, i com hem dit abans, el teorema 26 ens garanteix que el radi
d’injectivitat del punt base esta minorat lluny de zero.

Aix0 diu que podem aplicar el teorema 24 i trobar un limit, que tindra les
propietats que recull la definicié seglient:

27 Definicié Una k-soluci6 és una solucio al flux amb les propietats seglients:

El temps de definicid conté (—oo, 0].

La meétrica és completa en tot temps.

La curvatura seccional és no negativa i acotada en tot temps.
R > 0.
K-no enfonsada a totes les escales.
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A la secci6 6.4 hem justificat aquestes propietats, llevat del k-enfonsament.
Quan fem una explosid, com que abans de fer homotécies teniem k-no enfon-
sament per a escales menors que rg, en fer les homotécies i prendre limits,
I'escala tendeix a infinit.

Observem que el producte del cigar C amb R és k-enfonsat. Escollim una
successio de punts (Xj,0) [CIx R que tendeixi a infinit. Com que la curvatura
de X; tendeix a zero i el radi d’'injectivitat tendeix a 1, si normalitzem per
tenir curvatura 1, aleshores el radi d’injectivitat tendeix a zero. Equivalentment,
podem trobar una successio rj - oo tal que a la bola B(Xj, r;j) la curvatura és
menor que r; 2 i, com que vol(B(x;, ri)) és de I'ordre de r?, vol(B(Xi, ri))/r
tendeix a zero. Observem que l’escala d’enfonsament r; tendeix a infinit.

En canvi, el cilindre no és k-enfonsat a cap escala. Considerem S2(rp) I'esfera
de radi ro i el cilindre S2(rp) < R. Com que la curvatura seccional de I’esfe-
ra S2(rp) és ro_z, la condicio sec < r% no es compleix per ar = ry, i facilment
es troba una cota inferior per volB(x,r)/r~3 quan r < rg.

Les k-solucions ens donen informacio sobre la singularitat i, tot i no estar
completament determinades, se’n coneixen moltes propietats. De fet, a partir
de les k-solucions es pot provar un teorema d’estructura local (teorema 29
dels entorns canonics) per als punts on R és molt gran i, per tant, susceptibles
d’esdevenir singularitats del flux.

L’'espai de K solucions, llevat d’homotecies, és compacte.

8.2 Entorns canonics

Les propietats de les k-solucions, que sén el resultat de fer explosions quan
la curvatura tendeix a infinit, ens permetran donar entorns canonics quan la
curvatura és molt gran. Abans, pero, necessitem unes quantes definicions.

28 Definicid Dues varietats de Riemann (M1, g1) i (M2, g2) sén e-properes si
existeix un difeomorfisme ¢: M, - M; tal que @ gl i g estan e-a prop per la
topologia C:. Dit d’'una altra manera, [dgl—gz]<cei|Xqitgl — [*gb| <=
per k < % on [Xdenota la derivada covariant iterada d’ordre k.

La definicid per a varietats riemannianes s’estén a fluxos, i no és més que
dir que totes les seccions temporals son properes.
Definim un g-entorn canonic com un entorn g-proper a un dels seglents:

a) Un cilindre S? x (—1/¢, 1/¢) que evoluciona en temps [—%,O] ient=0
té R = 1, llevat homotécia parabodlica.

b) Una bola oberta amb un final cilindric com la secci6 en temps zero de a)
(anomenat caputxa), cf. figura 11.

¢) Una varietat difeomorfa a I'esfera S2 o I'espai projectiu RPS.
d) Una varietat de curvatura seccional positiva.

A més, la definicid requereix propietats métriques, que no especifiquem aqui,
perd que essencialment consisteixen a dir que si normalitzem per tenirR =1
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en un punt del model local, aleshores tenim cotes unifomes per a la nova
curvatura escalar, les derivades temporals i espacials de la curvatura escalar, i
el diametre.

Figura 11: Una caputxa.

29 Teorema (Perelman 2003) Donada una varietat (M, go) existeixen r >0 i
€ > 0 amb la propietat seglent.

Sit>1ix [N, ge) satisfa R(x) = r% aleshores x pertany a un entorn
canonic.

Aquest teorema utilitza les propietats de les k-solucions, perque els punts
gue tenen molta curvatura n’estan a prop.

Volem utilitzar els entorns canonics de tipus a) per descompondre en
suma connexa la varietat. D’aquesta operacié en diem cirurgia, i en la propera
subseccié ho fem analitzant globalment tota la varietat.

9 Flux amb cirurgia

Sigui (M, g¢) una familia de métriques que evoluciona pel flux de Ricci en un
interval de temps [0, T), amb T maximal. Denotem R(X, t) la curvatura escalar
de x per la meétrica g(t). Tenint present el teorema 29 definim:

Qp ={x EMI|R(x,t)sé quant - T}.

iQ= Ip:>(|) Q. Pel teorema 24, a Q tenim una métrica limit, perdo M \ Q pot ser
un conjunt forga salvatge.

Sit = T, cada punt de M \ Q té un entorn canonic com al teorema 29.
Utilitzant les propietats metriques d’aquests entorns podem demostrar:

>O—~——@

Figura 12: Pel teorema 30, el complement de Q,, té una topologia senzilla.
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30 Teorema (Perelman 2003) Existeix un &g >0talquesi0O<d<dpip =rJ,
aleshores M\ Q,, és difeomorfa a una unio finita de cilindres, caputxes o varietats
amb curvatura positiva. A més, els punts de la vora de Q, sén el centre de
cilindres S2 x (—1/3, 1/5).

No suposem que la varietat sigui connexa, perqué pot ser que després de
la cirurgia es crein nous components, per tant, alguns components poden ser
varietats de curvatura positiva (i, per tant, geometriques).

Observem que el teorema 30 ens permet tallar al llarg d’esferes de ma-
nera que controlem topologicament el complement de Q,; a més controlem
métricament la vora de Q. Realitzem, doncs, la cirurgia, que topoldgicament
consisteix a enganxar boles a la vora de Q,. Métricament, enganxem la unio
d’un cilindre molt llarg amb la bola unitat:

S2 < [0,10] CBY,

on S2 x {10} s’identifica amb dB2 (figura 13). Regularitzem la métrica a la vora
de S? x {10} = 9B® sense canviar gaire les cotes de la curvatura i fem una
homotécia de factor p, per tenir el mateix diametre que les esferes de 0Q,.

© 6 O

Figura 13: El tros que afegim a la cirurgia.

o4 > O

Figura 14. La varietat després de fer cirurgia (cf. figura 12).

La idea ara és continuar el flux i demostrar una versié per al flux amb
cirurgia dels resultats que hem utilitzat per al flux sense cirurgia, per poder
iterar el procés. No el descriurem en detall sin6 que en farem unes quantes
observacions rellevants:

1. Pot haver-hi una infinitat de temps de cirurgia, perd no poden acumular-
se, per una questié de volum. Més concretament, el creixement del volum
de la varietat segueix la formula:

[

d = —
aVoI(M,g(t)) = " R.
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Com que el minim de la curvatura escalar és creixent, el creixement del
volum de (M, g(t)) esta controlat. D’altra banda, es pot calcular el volum
que es perd a cada cirurgia, i la conclusi6é és que amb un nombre prou
gran de cirurgies en un interval de temps acotat el volum esdevindria
zero.

2. Les constants & i r de la cirurgia varien, perque després d’aplicar la
cirurgia tornem a fer correr el flux pero amb condicions inicials diferents.
De fet, cal veure que per a qualsevol interval de temps finit, podem trobar
unes constants positives per les quals s’apliquen els resultats anteriors.

3. L’elecci6 de parametres & i r influeix en el flux, per tant, no tenim unicitat!

4. La cirurgia es fa al llarg d’esferes metriques, que topoldgicament poden
ser trivials (figura 15).

5. Un cop controlem els parametres, podem continuar després de cada
cirurgia, sempre que Q, no sigui buit.

B:(:(8:(
CLOAXD

Figura 15: Sumes connexes topologicament trivials produides pel flux.

9.1 Comportament a llarg termini

Convenim que el flux s’atura quan a I’hora de fer alguna cirurgia tenim Q, =

[_Eh aquest cas, pel teorema 30, la varietat és suma connexa de varietats
de curvatura constant 1 i de S x S, En particular satisfa la conjectura de
geometritzacio.

Suposem, doncs, que el flux es pot continuar durant un temps infinit.
Denotem My la varietat en el temps t, que pot haver canviat topologicament
per culpa de la cirurgia.

Volem descompondre la varietat en una part hiperbodlica i en una part de
Seifert. Si mirem el teorema de Cheeger i Gromov (teorema 7), la part de Seifert
hauria de correspondre a una part amb radi d’injectivitat petit respecte a la
curvatura (part prima). El lema de Margulis (teorema 9) ens assegura que les
varietats hiperboliques tenen radi d’injectivitat uniformement minorat (part
gruixuda).

Per a temps t molt grans, volem descompondre la varietat en part prima i
part gruixuda. Cal utilitzar com sempre definicions que siguin invariants per a
homotecies.
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Per a cada temps t [T definim n(x,t) com el suprem
1
n(x,t) =sup{r >0| labolaB(x,r) Mk té curvatura = ﬁ}'

Fixem una constant w > 0. Direm que x M} (w) si
vol(B(x, N(x, 1)) < wn(x,1)°.

31 Definicié Anomenem M (w) la part w-prima i M{ (w) = M \ M{ (w) la
part w-gruixuda.

Perelman demostra que, per a tot w > 0, la part w-gruixuda esdevé estable
(no afectada per cirurgies a llarg termini) i de curvatura asimptoticament
constant (llevat d’homotecies). En aquest cas el flux homogeneitza aquesta part
de la varietat sense cap singularitat. Es pot yeure facilment que la curvatura
limit, després de fer una homotecia de factor t tendeix a una constant negatiya
(si fos positiva, el flux no podria continuar fins a infinit). Aquest parametre t
és el mateix que apareixeria si apliquéssim el flux a una varietat de curvatura
constant —1 (cf. el primer exemple de 4.4).

9.2 Enfonsaments

La part prima hauria de ser una varietat de Waldhausen (unié de varietats de
Seifert), de manera analoga a la teoria de Cheeger i Gromov. Observem que
la teoria de Cheeger i Gromov no es pot aplicar, perqué no tenim una cota
superior de la curvatura.

En aquest punt ens hem de referir a un article de Shioya i Yamaguchi
[37], on demostren que la part prima és de Waldhausen. La seva demostracio
utilitza resultats sobre els espais d’Alexandrov, que sén espais metrics que
satisfan les mateixes propietats de distancia que les varietats de Riemann amb
una cota inferior de curvatura. Malauradament, la seva demostraci6 utilitza
altres resultats no publicats de Perelman, de dificil comprensié, a més de
generalitzacions dels mateixos resultats de Shioya i Yamaguchi.

Per aquest motiu treballo en una demostracié més elemental, que no uti-
litza resultats tan complicats pero que només s’aplica si la varietat té grup
fonamental infinit. Aixo és suficient, perqué la seccio seguent explica que no
cal estudiar el comportament a llarg termini quan el grup és finit.

9.3 Drecera per Poincaré

Perelman va escriure un tercer article [29] on prova que per la conjectura de
Poincaré no cal el comportamnent a llarg termini.

32 Teorema (Perelman 2003) Si la varietat inicial té grup fonamental finit o
trivial, aleshores el flux amb cirurgia s’atura en un temps finit.
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Recordem que el flux s’atura quan Q, = L1

Tot i que Perelman va donar una demostracié amb llacos, seguirem I'a-
proximacié de Colding i Minicozzi [10] amb aplicacions de I’esfera. Ambdues
demostracions utilitzen que si 11 (M) és finit aleshores 1t3(M) #Z 0.

Idea de la demostracid. Considerem I'espai d’aplicacions continues S2 - M3
que tenen diferencial amb quadrat integrable:

0:=L2(s%, M3 ncCO.

Observem que, mitjancant I'aplicacié constant, podem veure M com un sub-
conjunt de ©: a cada x M li fem correspondre I'aplicacio que envia tot S? a
X. Per tant, té sentit considerar el grup fonamental relatiu:

(0, M3),

que és el conjunt de classes d’homotopia d’aplicacions de I'interval [0, 1] en ©,
tal que els extrems estan a M2 (és a dir, son aplicacions constants).

Com que el grup fonamental de M3 és trivial o finit, el teorema de Hurewicz
aplicat al seu recobridor universal ens diu que T13(M3) [Z1Observem que aixo
implica que 1t1(©, Q) # 0, perqué si tenim una aplicacié ¥: S% - M que no és
homotopicament trivial, i suposem que F és de classe C?, aleshores considerem
la funcié altura sobre S3 [CR*, que és una funcié de Morse, i els seus conjunts
de nivell s6n una familia d’esferes S2, llevat els extrems que s6n un punt
(figura 16). Aixo ens dbéna de manera natural un cami a © parametritzat per
la funcio altura que té extrems a M [Q] i es pot veure que és un element no
trivial de 11, (©, M3), perqué prové d’un element no trivial de 13(M?3).

s=1 s

D ——

N —

gy
s=0

Figura 16: Construccio del cami a Q.

Denotem 6 [} (©, M) un element no trivial, Colding i Minicozzi defineixen:
1 1
W (g,0) = min max E >0, onE == Cdluge.
(9,6) T T (ys) (Ys) 2 o [dy;s Hs2
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Es a dir, donat un cami a Q amb extrems a M3, consideren el maxim de I'energia
pels diferents valors del parametre s [0, 1]. Després agafen el minim per a
tots els camins que representen la classe de 6.

Un teorema de Jost [19] assegura que W(g,0) >0 pera 6 [C1h(©,Q) no
trivial. Colding i Minicozzi demostren que, per a una métrica que evoluciona
segons el flux, es compleix:

S W(g),0) < —ar + W (g (1), 8),

3
4(t+C)

que se li pot donar un sentit fins i tot quan no és derivable (cal tenir en
compte que hi poden haver cirurgies).

Aquesta desigualtat implica que un temps finit to, W(g(tp),0) = 0. Com
gue aixo contradiu que W (g, 8) > 0, I'Gnica possibilitat és que el flux no estigui
definit en temps to.
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