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Compatibilitat en Algebra, en Logica i en Informatica

Josep Maria Font

Resum S’exposa una visié actual de I'estudi algebraic de la Logica, especialment de
les logiques no classiques, prenent com a eix alguns conceptes purament algebraics
com els de compatibilitat, congruéncia de Leibniz, i operador de Leibniz. Es mostra com
aquests conceptes permeten definir una jerarquia de logiques i classificar-les pel seu
capteniment envers la seva algebritzacio, és a dir, per les relacions que mantenen amb
els seus models algebraics, i per les propietats d’aquests models. Al final s’esmenten al-
gunes de les linies de recerca més recents, en el context del camp emergent actualment
anomenat Logica Algebraica Abstracta.
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1 Introduccio

Escriure sobre Logica per a lectors matematics generics és sempre dificil i com-
plicat. Fer-ho sobre Logica Algebraica Abstracta, encara més. Per aix0, he volgut
organitzar aquest article! des d’un punt de vista principalment algebraic, amb
la pretensié que resulti més accessible, malgrat el seu caracter forga abstracte i
especialitzat. No estic gens segur d’haver-ho aconseguit; m’agradaria creure
que quan acabi de llegir aquest article el lector almenys haura entes algunes de
les caracteristiques més prominents de la Logica Algebraica Abstracta, malgrat
que potser sera a partir d’'una exposiciéo un punt massa generica i superficial.
Podriem dir que la Logica Algebraica Abstracta (LAA), desenvolupada els
darrers vint anys, ha establert un nou paradigma, un nou punt de vista sobre
les relacions entre I'estudi de les logiques i el de les classes d’algebres que els

1 Aquest article és una versio expandida de la conferéncia plenaria donada per I'autor el 23 de
setembre de 2006 en el Segon Congrés Txec-Catala de Matematiques, organitzat per la Societat
Catalana de Matematiques i la Societat Matematica Txeca.
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son associades. L’estudi d’aquestes relacions ha estat sempre? I'objecte de la
Logica Algebraica. O bé es comenca estudiant una classe d’estructures matema-
tiques (normalment, estructures algebraiques),® o bé es comenca estudiant una
logica (normalment, una logica proposicional no classica).* Tant si la situacio
és la primera com la segona, hom intenta associar a I'objecte considerat inici-
alment un objecte de I'altre tipus, i hom intenta investigar tant les propietats
logiques que tenen un significat algebraic, com les propietats algebraiques amb
significat logic. Aquestes darreres so6n les que voldria destacar en aquest article.

Potser el tret més distintiu de la LAA, comparada amb la Logica Algebraica
més tradicional, és que no s’hi tracta cada cas particular separadament, sin6
gue hom intenta elaborar-ne teories generals. Es a dir, estudiar les propietats
i les relacions esmentades des d’una perspectiva més global, establint corres-
pondéncies entre propietats algebraiques i propietats logiques per a grans
grups de logiques, i si és possible en el marc d’una classificacié sistematica
de les logiques. Un dels objectius més genuins és trobar el que informalment
s’anomenen teoremes de pont (bridge theorems); hom anomena aixi els teo-
remes que estableixen que una logica gaudeix d’una determinada propietat
(tipicament logica) si i només si la classe d’algebres que li és associada gaudeix
de determinada propietat (tipicament algebraica). Pocs d’aquests teoremes sén
d’una generalitat extrema,; la majoria valen sota certes condicions, o per a les
logiques que pertanyen a determinada classe, i per aix0 és important establir
una jerarquia o classificacié. Pocs abans del final de la seccié 10 n’esmentaré
dos exemples.

L’'article comenca pel cantd algebraic; obviament és inevitable presentar,
d’entrada, una certa quantitat de terminologia i notacio, per fer-lo raonablement
autocontingut.®

2 Conceptes preliminars

Ja he parlat d’algebres i de classes d’algebres. Per una algebra entenc qualse-
vol estructura matematica A = [A, ... [formada per un conjunt o univers A
acompanyat d’un cert nombre (no necessariament finit) d’operacions internes

2 Des de la primera obra de Boole [12], publicada el 1847; vegeu també [13].

3 En els darrers anys la LAA ha estés el seu domini d’aplicacié a I’estudi logic d’estructures
relacionals, especialment d’estructures ordenades; vegeu [33, 49, 54].

4 La base sobre la qual s’ha desenvolupat la LAA és I'estudi algebraic de la logica proposicional
classica o ordinaria, la de les taules de veritat bivalorades, associada amb les algebres de Boole.
Com a teoria general que és, la LAA es pot aplicar a logiques de tota mena, de les quals la classica
n’és un cas extrem que funciona extremament bé. Per aquest motiu I'interés de la LAA prové de
la seva capacitat per a tractar altres logiques. També s’aplica a la logica de primer ordre, si bé el
grau de complicacié augmenta enormement; vegeu [8, apéndix C] i [30, secci6 6].

5 Pero ja d’entrada adverteixo que no sera possible definir totes les nocions que es mencionen
al llarg de Il'article, especialment cap al final: altrament, aquest article hauria esdevingut un
«tutorial», i la seva extensié hauria depassat els raonables limits dels articles del nostre Butlleti.
Per a un «survey» bastant actual i més detallat (perdo també més tecnic) de la LAA hom pot
llegir [30].
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en A. Aquestes operacions es classifiquen pel seu nombre d’arguments (finit), i
aquests nombres formen el tipus de similaritat, o simplement tipus, de I'algebra.

Aixi, per exemple, els grups es poden presentar com a algebres [G, -, 7,1
de tipus (2,1,0); aix0o vol dir que - és una operaci6 binaria (I'operaci6 del
grup), que ()~ és una operaci6 unaria (I'invers) i que 1, I’element neutre, és
un element distingit de I'univers, una constant.® Convé d’entrada fer dues ob-
servacions. Primera, el tipus no determina un grup; no tota estructura d’aquest
tipus és un grup, obviament caldra que compleixi els axiomes de grup. Segona,
no s’ha de confondre el tipus amb la notaci6; en I’'exemple anterior hem usat
la notacié multiplicativa, pero encara que hagués escollit la notaci6 additiva
[@Q, +, —, 0 T’estructura també seria de tipus (2, 1, 0).

Hi ha estructures que admeten més d’'una presentacio, és a dir, s’hi po-
den fer diferents eleccions de les operacions primitives (deixant de banda la
notacid). Un cas que ens interessa és el de les algebres de Boole. Es poden pre-
sentar com una certa classe d’anells commutatius amb unitat, que sén algebres
B, +, —, -,0,1dle tipus (2,1,2,0,0), o bé com una certa classe de reticles’
afitats i complementats, que son algebres B, [ 1I_F0, 1[de tipus (2, 2,1, 0, 0);
[Ci1_sdn les operacions reticulars (infim i suprem, binaris), “&s el complement,
i 0,1 s6n el minim i el maxim del reticle, que corresponen als neutres de I'anell
segons l'altra presentacio.

Normalment denotaré una classe d’algebres amb la lletra K. Quan parli en
general d’'una classe d’algebres qualsevol, la classe pot ser totalment arbitraria,
pero entenent que totes les algebres de K tenen el mateix tipus.

El tipus de similaritat d’'una algebra determina un llenguatge algebraic que
podem construir per a referir-nos als elements de I'algebra. Els termes d’aquest
llenguatge son les expressions (successions finites) que es poden construir amb
els simbols de les operacions i els elements d’un cert conjunt Var de variables,
que es denoten amb les lletres X, y, z, etc. Aqui tenim uns exemples de termes
per als llenguatges dels tipus mencionats abans:

t: x-(y™h
to: (X-y)-z
t3: (X -yH)+(z-y)+x+1

ty: x ¥y )7 72,

on t; és un terme del llenguatge dels grups, t> ho pot ser tant dels grups com
dels anells, mentre que t3 és un terme del llenguatge dels anells i t4 ho és del
llenguatge dels reticles complementats, és a dir, de les algebres de Boole en la
segona presentacio. Evidentment, no hi ha res especific dels grups, anells o les

@)

6 Es natural assignar el tipus O a les constants, ja que en una operacié o funcié constant
I'argument és irrellevant, per tant, es pot pensar com una funcié sense arguments (nombre
d’arguments = 0).

7 Un reticle és un conjunt ordenat on per a cada dos elements a, b existeix el seu suprem,
que es denota amb a [hJi el seu infim, a ChI1ElI complement és una operacié unaria al que

alat=1liarat=o.
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algebres de Boole en aquestes termes: son termes per a qualsevol estructura
algebraica amb el mateix tipus de similaritat. Noteu nogensmenys que a tz hi he
usat ungparell de gepvencions de caracter molt diferent: la primera és escriure
yeper (Y-y)-y ;aix0 és simplement una abreviacié notacional, que es pot fer
sempre, només cal definir-la. La segona és que[EB pressuposat I'ags@cigtiyitat
de 'operaci6 +; en tot rigor, caldria escriure  (x -y3)+(z-y) +x +1,i
podrem escriure’l com a (1) només quan ens proposem usar aquest llenguatge
per a estudiar estructures on + sigui efectivament associativa, ja que altrament
I'expressio tz seria ambigua.

Una idea util pot ser entendre els termes com una generalitzacid dels
polinomis de I'algebra ordinaria. Les variables fan el paper de les indeterminades.
Una diferéncia important és que a I'algebra ordinaria acostumem a treballar
amb polinomis sobre un conjunt concret (normalment un anell o un cos), i, per
tant, admetem coeficients, que s6n simbols per a elements concrets d’aquest
conjunt concret. Una altra diferéncia és que en els polinomis ens limitem a
expressions d’una forma molt concreta, per exemple a- (x3)+b-(x?-y)+c-x+e,
on a, b, c,d, e sén coeficients.

Els termes viuen en un context més general, on només es permeten variables
i simbols per a les operacions del llenguatge algebraic,® perd en canvi deixem
que aquests objectes es combinin de qualsevol manera. Aixi, per exemple, a
partir de dos termes t3, to qualssevol i una operacio binaria [Csdmpre podem
formar un altre terme t; [TJ En general, veiem que el conjunt de tots els
termes del llenguatge té una estructura algebraica del mateix tipus, és I'algebra
dels termes Te = [Tk, ... [ Es l'algebra lliure del tipus en questié® generada
pel conjunt de variables Var; aquest conjunt és infinit, i per a gran part de la
teoria és suficient suposar que és numerable, pero en alguns resultats es fan
servir conjunts de variables d’altres cardinalitats (infinites).

En un context logic, els termes s’anomenen formules. En aquest article parla-
ré sempre de termes, pero adoptaré el costum logic de denotar-los amb lletres
gregues mindscules com ara a, B, etc. Es costum escriure a(x, y) per a destacar
que en el terme a només hi poden apareixer (com a maxim) les variables X, y.
Els conjunts de termes els denotaré amb lletres gregues majlscules com ara
I, A; el significat d’expressions com A(X, y) és I'obvi.

Un cop tenim els termes, podem escriure equacions. Informalment, una
equacio és una igualtat entre dos termes a i 3; pero no una igualtat en el sentit
que siguin precisament el mateix terme (cosa que es denotaria amb a = [3),
sind en el sentit que és una possible igualtat del valor dels dos termes, que es
pot complir o no segons els valors que prenguin les variables que apareguin
en aquests termes. Formalment, doncs, una equacié sera un parell ordenat*®

8 Evidentment, si el tipus conté constants, entre aquestes «operacions» hi haura simbols per a
les constants.

9 Es a dir, I'algebra lliure de la classe de totes les algebres del mateix tipus; se I’'anomena
I'algebra absolutament lliure del tipus especificat.
10 En Logica i en Teoria de Conjunts hi ha la tendéncia a escriure els parells ordenats en la
forma [a@,bl@én comptes de (a,b). El motiu és que els paréntesis usuals (arrodonits) s’usen
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de termes [d, B[ _He manera que el conjunt de les equacions és Te x Te. Per a
fer-ho més intuitiu, escriurem I'equacié [d, BCén la forma a=[3; aixi no caldra
emprar el simbol =, que denota la igualtat entre expressions del llenguatge.

Els termes i les equacions sén objectes d’un llenguatge formal, i només
adquireixen un significat quan s’interpreten en una algebra concreta A. El
significat d’'un terme és el seu valor sota una interpretaci6. Una interpretacio
és una funcié a : Var - A que doéna valors en A a les variables. Denotaré
per a”(a) [Alel valor del terme o en la interpretacio a, i per a computar-lo
només cal donar a les variables els valors indicats per a, aplicar recursivament
les operacions de A indicades en a i anar obtenint els valors parcials dels
subtermes, fins a obtenir el valor final del terme. Informalment, diriem que és
«substituir les variables pel seu valor i operar». Técnicament, aixo és estendre
la funcié a a un homomorfisme entre les algebres Te i A gracies al caracter
lliure de I'algebra Te. El conjunt de totes les interpretacions és, doncs, el
conjunt de tots els homomorfismes Hom(Te, A). Si el terme és de la forma
a(x,y) aleshores el seu valor només depén dels valors de X i y; si aquests
valors sén a,b [Aldenotare el valogfinal amb a’(a,b), i semblaptinent per a
un A(X,y) T8 posaré A*(a,b) = a”(a,b):a(x,y) [A(X,y) .

El significat d’una equacié sota una interpretacio6 és el fet de si es satisfa
(compleix) o no, és a dir, si és veritat o no. Formalment, una interpretacié
a en una algebra A satisfa una equacié a=p quan déna el mateix valor als
dos membres de I'equacio; amb les notacions anteriors, quan a®(a) = BA(a).
Aix0 és una generalitzacio de la idea de si un element concret d’'una algebra
concreta és o no arrel d’un polinomi, és a dir, si fa que el polinomi adquireixi
el valor O quan es posa aquell element en el lloc de la indeterminada.

A partir d’aqui, i prenent totes les interpretacions en A, o totes les A de K,
es pot definir de la manera natural quan una equacio és valida en una algebra
A (totes les interpretacions la satisfan) o en una classe K d’algebres (és valida
en totes les algebres de la classe).

Ens interessa més una altra nocid: La conseqiiéncia equacional relativa a
una classe d’algebres K. Es tracta d’una relacié entre conjunts d’equacions i
equacions. Una equacidé a=p és una consequencia de © [Tk x Te relativa-
ment a K quan, cada vegada que totes les equacions de © sén satisfetes per
una interpretacio en una algebra de K, també a=[3 és satisfeta per la mateixa
interpretacid. En simbols:

O =B [LEiId*(@)=¢"(a) [d3e LAl aleshores a”(a) = pA(a),
per a tota a [CHbm(Te, A) i tota A [KI

Un exemple simple d’una d’aquestes consequéncies podria ser la llei cancel-
lativa: normalment la descriuriem com «a-b = a-c [I_b¥ c per tots a, b, c»;

per a massa coses diferents: delimitar I’'abast de les operacions en expressions simboliques,
com els termes de (1); indicar les variables d’'un terme, com en a(X, y); indicar la imatge d’un
element per una funcid, f(a); els intervals oberts de la recta real (a,b) [R] i, en general, com a
«separadors» en expressions simboliques potencialment ambigues.
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si I'escrivim aixi:
Xy =Xz kly=z

destaguem que es pot complir o0 no segons quina sigui la classe K, per exemple
si K és la classe dels grups es compleix, mentre que si K és la classe dels anells
no es compleix.

Es clar, doncs, que la relacié L ésta completament determinada per les
propietats de les algebres de la classe K. L’he anomenada conseqliéncia, i es
podria dir que és la logica intrinseca de la classe d’algebres K. Pero observeu
que no té res a veure, de moment, amb el que s’entén normalment per «logica»;
és una relacié purament algebraica.

3 Congruéncies, ideals i filtres

Una de les idees clau que m’agradaria destacar en aquest article és que

una de les principals forces que han dirigit I’evolucié de la recerca en
LAA ha estat I'estudi de la significacio logica de les congruencies de les
algebres de la Logica.

Les congruéncies son objectes tipicament algebraics, es defineixen i es mani-
pulen amb mitjans purament algebraics, hom pot usar trucs algebraics per
a computar-les, etc. El fet que puguin tenir una significacié logica, i que a
més aquesta significacio sigui la clau d’una certa classificacié de les logiques
que explica tant el seu capteniment algebraic com el metaldgic, constitueix
un dels descobriments importants del darrer quart del segle passat en Logica
Algebraica.

Deixeu-me aclarir que entenc per congruencia d’'una algebra A arbitraria
qualsevol relacié d’equivaléncia 8 en A que sigui compatible amb les operacions
de A, és a dir, que permeti definir de manera Unica les operacions en el
quocient A/6 i aixi esdevingui una algebra A/6 del mateix tipus de similaritat,
i la projeccié canonica 11 : A -~ A/0 sigui un epimorfisme (homomorfisme
exhaustiu). Un parell de notacions: si a [CAl, 11(a) = a/6 denota la classe
d’equivaléncia de a (que també s’acostuma a denotar amb [a]e 0 a); i COA
denota el conjunt de totes les congruéncies de A.

El fet que I'algebra A pertanyi a una classe K no garanteix que el quocient
A/B hi pertanyi, malgrat que sigui del mateix tipus. Tots sabem que si A és un
anell, qualsevol quocient A/6 també sera un anell, pero que si A és un domini
d’integritat, A/6 no sempre ho sera (només si 0 és la congruéncia associada a
un ideal primer). Més en general, ens pot interessar considerar algebres que
no siguin necessariament a K, i estudiar les congruéncies 0 tals que A/6 és a
K; pensant ara en cossos, sabem que no totes les congruéncies 6 d’un anell
converteixen A/8 en un cos (només les associades als ideals maximals). Com
veurem, quan es consideren models algebraics de logiques (secci6 7), en principi
s’admeten algebres totalment arbitraries, pero les congruéncies que interessen
soén les que donen un quocient dins una classe més restringida d’algebres, les
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que «corresponen» de manera més estreta a la logica en questio. Es, doncs,
important considerar aquestes congruéncies: per a una classe K qualsevol i una
algebra A qualsevol, no necessariament de K, les congruencies relatives a K sén
les que donen un quocient dins de K:

CokA = {6 [CbA:A/6 [K} @)

Observeu que si K és una classe d’algebres definida per equacions, com és el
cas dels anells, i A [K]aleshores tota congruéncia és relativa (CoxA = CoA), ja
que les equacions es conserven en la construcci6 dels quocients. Moltes de les
classes d’algebres associades a les ldogiques més conegudes, comengant per
les algebres de Boole, es poden definir usant exclusivament equacions. Aixo pot
explicar que durant bastants anys hom estudiés simplement les congruéencies,
i que només quan s’ha construit aquesta teoria més general I'atenci6é s’hagi
dirigit a les congruéncies relatives. Com veurem, sén aquestes les que poden
adquirir un significat logic.

Alguns dels lectors potser s’estan preguntant: per qué ens parlen de con-
gruencies, i no ens parlen d’ideals? Bé, doncs, parlem-ne. Es tracta d’'una
observacié empirica del segle passat: en cada algebra de les associades amb la
Logica, pero també en d’altres classes d’algebres, hi ha una relacié molt estreta
entre les congruéncies de I'algebra i un cert tipus de subconjunts especials,
que podem anomenar ideals o filtres de manera genérica. De fet, normalment la
relacio és una bijeccio que respecta I'ordre,'! és a dir, un isomorfisme d’ordre,
i en conseqiiéncia un isomorfisme reticular.

En alguns casos aix0 és un fet familiar. Tothom sap que en els grups les
congruéncies es poden «identificar» amb els subgrups normals, i en els anells,
amb els ideals. A més, la identificacié es fa a través de bijeccions que es
poden definir explicitament; per exemple si A és un anell les bijeccions son les
seguents: . O

ideals d’A [ oA
1 b a=b(l) I a+b 11 3
0/6 -0 e.

Aquest esquema també val per a les algebres de Boole, considerades com
a anells, perd en aquest cas hi ha esquemes alternatius, ja que tenim també
I’estructura reticular, i I'anterior bijecci6 es pot definir usant eines purament
reticulars:

1 1
ideals d’A [ ToA
| > a=b(l) [IIdilThmba [CckEb [l (4)
0/6 -0 6.

11 Entre cpAgruencies es considera la relacié [Cde&finida aixi: 61 63 =b (01) implica
a=b (02) . Aixd és una relaci6é d’ordre en CoA, que esdevé un reticle complet. El lectors més
«conjuntistes» hauran advertit que si identifiguem una relacié binaria amb el conjunt dels parells
d’elements que relaciona, aleshores aquest ordre [nd és res més que la inclusié conjuntista.



82 Josep Maria Font

La cosa es pot simplificar si ho dualitzem tot, i en comptes dels ideals conside-
rem els filtres.’? Aleshores queda:

1 1

filtres d’A [ ToA
F 0, a=b (F) A}l b CFI (5)
1/6 -0 6.

on X oy := (xX"3) CR D) és un terme definit a partir de les operacions
reticulars i el complement, un terme que, com veurem a la secci6 10, té una
interpretacio6 logica, tal com suggereix el seu simbol.

Situacions similars van ésser observades per molts investigadors al llarg del
segle passat. Per exemple, les podem trobar, si bé una mica emmascarades, en
la famosa monografia [56], i explicitament a [16]. La paraula filtre ha adquirit
vida propia en Logica Algebraica, ja que (5) expressa el contingut logic de
I'isomorfisme molt millor que (4).

Una caracteristica purament algebraica que podem observar en els anteriors
esquemes és que, com que es tracta de bijeccions, ens indiquen que en aques-
tes algebres cada congruéncia queda totalment determinada per una de les
seves classes d’equivaléncia, concretament per la classe d’un element destacat
de l’algebra (0 o 1). Aquesta propietat, que en Algebra Universal s’anomena
punt-regularitat, i la propietat més general que en una classe d’algebres les
congruencies siguin determinades per ideals/filtres, han estat molt estudiades
des del punt de vista purament algebraic, si bé amb influéncies de la Logica
Algebraica; vegeu per exemple [2, 10, 40]. Hom pot concloure d’aquestes inves-
tigacions que gairebé sempre que trobem una classe d’algebres amb aquesta
propietat, trobarem una logica associada a aquestes algebres de manera que el
seu capteniment logic ve determinat, en cert sentit, per aguest isomorfisme.

Per a veure com funciona tot aix0 he de parlar de la propietat esmentada en
el titol de I'article: la compatibilitat.

4 Compatibilitat

Aquesta és una propietat que relaciona una congruéncia amb un subconjunt
d’una algebra: Sigui A una algebra, sigui 6 CCbA, i sigui F [CAl Diem que 6 és
compatible amb F quan, per a qualssevol a,b [CA] es compleix que

si a=b (0), aleshores a CEILTWICF]

Es a dir, 8 és compatible amb F quan 8 no «trenca» F, no identifica mai un
element de dins de F amb un element de fora de F; dit d’'una altra manera, quan
F és saturat ﬁp és a dir, F és una unio de classes d’equivaléncia de 6, en
simbols F = ,=a/8. Aixo vol dir que, en fer el quocient per 8, no solament

12 Un subconjunt F # [éslun filtre quan si a,b [Flaleshores a [Chl[E]i si a [Flaleshores
b [FElper tot b [Cal Si es vol ser precis, hom els anomena filtres reticulars o implicatius per a
distingir-los dels filtres d’ordre, que només compleixen la segona propietat.
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poden passar al quocient les operacions de A, sind també el subconjunt F: si
definim F/6 := {&/6 : a [E}, la compatibilitat ens asssegura que per a tot
a [CAl a CE11—a46 [CEZX6.

Si es vol preservar el significat logic de certs subconjunts quan es cons-
trueixen quocients,’ cal treballar amb congruéncies compatibles. Si es volen
identificar el maxim d’elements de I'algebra sense «trencar» els limits del sub-
conjunt, cal treballar amb la més gran congruéncia compatible. Es possible? Si.
No és dificil demostrar [63] que per a cada F [CA] la congruéncia més gran de
A compatible amb F sempre existeix. Aquesta congruéncia es denota amb QaF
i s’anomena la congruéncia de Leibniz del parell [A, F b simplement de F, si
I'algebra esta clara pel context:

1 . 1
QaF =max 6 [CbA : 0 és compatibleamb F . (6)

La demostracio de [63] no ens diu res de com és aquesta congruéncia, és una
prova existencial pura; una descripcidé una mica més intuitiva ens la déna
el resultat segient de Czelakowski [15], basat en I'analisi més particular de
tos [44]:

O 1
1 Teorema Si A és una algebra, F [CAl i a,b [CAl] aleshoresa=b QaF si
i només si per a tota funcio polinomica P (unaria) sobre A es compleix que

P(a) CE1CCH(b) CE]

Una funcié polinomica sobre A és el que penseu: una funcié definida per
un polinomi amb «coeficients» en A. Ja he dit que els nostres «polinomis» son
els termes del llenguatge algebraic; per tant, una funcié polindmica sobre A és
una funcié P : A - A tal que existeix un terme a(X,y,z,...) i uns elements
b,c,... CAl(els «coeficients») tals que P(-) = a®(-,b,c,...).

Podem interpretar aquesta caracteritzacid en el sentit seglent: si llegim
«a [CEk com «F veu a», aleshores dos elements sén equivalents modul la
congruéncia de Leibniz de F quan F no els pot «distingir» ni amb I'ajut del
llenguatge algebraic de A; per aixo la congruéncia de Leibniz també s’anomena
relacié d’indiscernibilitat. Una altra manera d’entendre-la és dir que un dels
elements pot substituir I'altre en qualsevol expressié del llenguatge, sense que
F noti la diferéncia; és a dir, el que s’anomena relacié de sinonimia en linguistica.
En certa manera, és com una relaci6é d’identitat relativa. L’eleccié del nom de
Leibniz per a batejar aquesta congruéncia esta basada en consideracions en
aquestes linies,** i es deu a Blok i Pigozzi [8].

13 Per qué és important la construccié de quocients en Logica Algebraica, és una questié que
ens duria molt lluny, perd que potser s’aclarird una mica cap al final de la secci6 7. Per ara
diré només que, en el fons, construir quocients vol dir identificar elements que sén «idéntics o
indistingibles sota cert punt de vista», i que les anomenades «algebres de la Logica» s’obtenen
quan es factoritza I'algebra de termes eliminant al maxim les diferéncies irrellevants des del
punt de vista de la logica de que es tracti. Vegeu, per exemple, el teorema 8 i [30, secci6 2].

14 En el seu Discurs sobre Metafisica, el matematic, fildsof, jurista i diplomatic G. W. Leibniz
(1646-1716) va defensar I'anomenat principi de la identitat dels indiscernibles: la idea que si
dos objectes son diferents, s’han de poder distingir per alguna «propietat» que un d’aquests
compleixi i I'altre no. Restringint la idea al nostre cas, a [8, secci6 1.4] es prova una altra versié
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Com he dit, aix0 es pot fer per a qualsevol subconjunt d’una algebra A. Per
tant, tenim una funcié
Qa: P(A) . CoA

F @I QaF 0

que queda completament determinada per I'estructura algebraica de A. No
depen de res més. Si A és petita, o la seva estructura és senzilla, pot ser
relativament senzill computar aquesta funcid. Aixo sera forga util en la cerca
de contraexemples, com veurem a la seccid 9. D’altra banda, a la teoria general,
I'estudi d’aquesta funcié'® ha resultat central per a la construccio de la visio
de la Logica Algebraica que vull exposar en aquest article.

Pero abans d’entrar-hi, tal com apunta el titol de I'article, parlaré de la
Informatica.

5 Una curta excursio a la Informatica

L'aspecte més classic, i probablement més conegut, de les aplicacions de la
Logica en la Informatica Teorica és I'estudi de qliestions tedriques associades
a conceptes com algorisme, computacio, etc. Es la teoria de la decidibilitat,
la complexitat algorismica, etc. Perdo aqui em vull referir a un altre aspecte,
que té a veure amb la concepci6 de la Informatica com I'’estudi dels métodes
matematics per al tractament automatitzat de la informacié. Mentre que la
Logica Matematica tradicional estudia els processos deductius que permeten
obtenir conclusions valides a partir de premisses donades com a certes, les
aplicacions de la Logica a la Informatica a qué em refereixo tenen a veure amb
els processos d’extraccié d’'informacié a partir d’altres informacions donades.
En aquest context, la idea de indiscernibilitat apareix de manera natural.
Per a convertir grans masses de dades en informacio util, una de les tasques
és eliminar diferéncies irrellevants, i aixo porta a considerar algun tipus de
relacié d’indiscernibilitat: genéricament, dos objectes sén indiscernibles si no
els podem distingir amb la informacié que en tenim. Per exemple, aquesta noci6
és un dels conceptes més basics en la teoria dels conjunts aproximats («rough
sets») [50], que ha esdevingut una eina molt popular en aplicacions a la mineria
de dades, suport a la presa de decisions, sistemes experts, aprenentatge auto-
matic, etc., especialment en el tractament d’informacié imprecisa o incompleta.
Aqui, hom associa una relacié d’indiscernibilitat a cada atribut (propietat) o
conjunt d’atributs, i hom estudia les dependéncies entre conjunts d’atributs, i
n’extreu regles d’inferéncia, a partir de les seves relacions d’indiscernibilitat.
Una altra nocio d’indiscernibilitat la trobem a la teoria dels sistemes d’in-
formacio. Una manera corrent de modelar-los sén les algebres heterogénies,

del teorema 1, que diuque a=b IleAF |:Is:i i només si a i b compleixen les mateixes propietats
expressables en el llenguatge de primer ordre de I'’estructura [A, F [

15 En aquest article ens centrem en la funcié que assigna a cada subconjunt la maxima congruén-
cia compatible, pero la relacié de compatibilitat en si mateixa i la connexié de Galois que en resulta
també tenen el seu interés i les seves aplicacions, com es mostra en [31].
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que tenen diferents categories o tipus'® d’elements. En particular, es considera
el que s’anomena una algebra oculta (hidden algebra, [39]), una estructura
algebraica amb dos tipus d’elements (two-sorted), els ocults i els visibles. Una
possibilitat és considerar que els elements de tipus ocult sén els estats del
sistema, i els de tipus visible sén les dades, la informaci6é externa. Mentre
que les dades serien accessibles directament de manera totalment transparent
per a l'usuari, als estats nomeés es podria accedir a través dels resultats dels
programes. La noci6 d’indiscernibilitat rellevant aqui s’anomena equivaléncia
conductual (behavioural equivalence); en aquesta teoria, dos elements sén con-
ductualment equivalents quan tots els programes retornen el mateix valor en
executar-se amb aquests elements com a argument.

Una variant de I'anterior la trobem en una linia de recerca recent en I'estudi
de les especificacions algebraiques de la programacio orientada a objectes,
que ha rebut explicitament la influéncia de la LAA. En el paradigma orientat
a objectes, les interficies d’alguns sistemes encapsulen els estats locals dels
objectes i les operacions que els modifiquen, assignant-los al tipus ocult,
per tal de facilitar la modularitat i la revisié de les aplicacions, mentre que
els estats del sistema serien de tipus visible. La relacié amb la LAA apareix
quan aix0 es formalitza amb el que s’anomena estructures de dades ocultes,
que son parells [A,FalJon A és una algebra oculta en el sentit anterior, i
Fa [{dlements visibles} representa el conjunt d’estats acceptats pel sistema.
En aquest cas, dos elements s6n conductualment equivalents quan els dos
valors resultants de qualsevol programa, executat amb un o un altre element
com a entrada, mostren la mateixa conducta pel que fa a I'acceptaci6 pel
sistema, és a dir, o bé sén ambdds acceptats o bé cap dels dos no ho és. Si
acceptem que en aquesta modelacio algebraica el resultat d’un programa es
representa pel valor d’una funcié polindmica, i tenim en compte el teorema 1,
no se’ns fara gaire estrany que hom hagi provat [47]:

2 Teorema La relacié d’equivaléncia conductual d’'una estructura de dades
ocultes [A, Fa [Cdoincideix amb la congruéncia de Leibniz QaFa.

A més, a partir d’aquesta relacié d’equivaléncia conductual es pot definir
una altra relacio d’equivaléncia, anomenada equivaléncia conductual global, no
ja entre dades, sin6 entre estructures de dades ocultes, que generalitza la nocio
habitual d’equivaléncia entre automates. No la definiré aqui, només deixaré
constancia del resultat seglent [46]:

3 Teorema Dues estructures de dades ocultes [A, Fa [l [Bl, Fg [36n globalment
conductualment equivalents si i només si les algebres quocient A/QaFa i B/QgFg
son isomorfes.

Aixi, doncs, una nocié motivada per les aplicacions d’aquestes estructures
de dades ocultes es pot caracteritzar per una propietat netament algebraica (un
isomorfisme) on intervé la congruéncia de Leibniz. Els articles citats incorporen

16 En anglés, sorts; per aix0 es diu que les algebres sén many-sorted.
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d’altres eines de la LAA per a aprofundir en I'analisi algebraica d’aquests
conceptes.

Aix0o s6n només un parell de pinzellades, que persones més especialitzades
podrien explicar amb més solvéncia; m’ha semblat, malgrat tot, que era interes-
sant d’incloure-les aqui per a donar noticia que aquestes aplicacions de la LAA
a d’altres camps existeixen.

6 Logiques

Tornant a I'estudi de la congruéncia de Leibniz, arribem ara a un punt on
necessariament intervé la Logica.l” L’estudi de la funcié Qa definida en (7) se
centra en la seva restriccio a determinats subconjunts de I'algebra que tenen
un significat logic; concretament, als models d’una logica sentencial. Per tant,
millor que digui d’'una vegada queé és una logica en aquest context.

4 Definicid Una logica (sentencial) és un operador de clausura invariant sota
substitucions en l'algebra de termes. Es a dir, una funcié C : P(Te) - P(Te)
que compleix els coneguts axiomes de Tarski [59]:

1. ésexpansiva: I [CII), peratotll T4,
2. és monotona: ' CAII_CQr) CCIA), peratotsl ,A [T@,
3. és idempotent: C-C =C,

i és invariant per substitucions en el sentit que compleix la condici6 afegida
posteriorment per oS i Suszko [45]:

4. per a qualsevol o : Var - Te, si a [LCII) aleshores ca CCl{oTl).

Si[ [T18@, el conjunt C(I') és la teoria generada per I'. L'expressio «a [ CIT )»
es llegeix «a és una consequiencia de I' »; la funcio C també s’anomena I'operador
de consequiéncia (logica), i els termes a [CI [),dls seus teoremes.

En determinades situacions sera més grafic utilitzar la notacié més tradicional
de la Logica, i escriure ' [c_&x en comptes de a [CCIT); hom diu que [cés la
relacié de conseqiiéncia'® associada a la logica C.

Una substitucié, matematicament, és un endomorfisme de I'algebra de termes
Te, que per la llibertat d’aquesta és determinat per la seva restriccio al conjunt
dels generadors, que és una funcio arbitraria o : Var - Te. Aix0 justifica la
forma adoptada per a la condicié 4. El conjunt de totes les substitucions el
denotaré, per tant, amb End(Te).

17 A diferencia d’altres disciplines, el nom de la nostra matéria coincideix amb el seu principal
objecte d’estudi; podriem dir que la Logica és I'estudi de les logiques. De manera que posem en
minuscula el nom de I'objecte matematic, que té la seva definici6, la seva teoria general, els seus
exemples concrets, etc., i en majdscula el nom de la mateéria, i en general d’altres disciplines;
també per aixo diem la Logica, per una banda, i una logica, per I'altra!

18 La relacié [k 1ambé és una «relacié de consequiéncia», ja que compleix propietats similars a
les d’aquesta definicio, pero actua sobre el conjunt de les equacions en comptes del conjunt dels
termes.
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Les propietats 1, 2 i 3 defineixen la nocié de operador de clausura que
trobem en moltes arees de les matematiques (la clausura algebraica d’un cos,
I'adheréncia en topologia, el subgrup o subespai generat, etc.). Amb aixo ja
tenim les eines matematiques basiques per a treballar amb logiques. El que és
especific aqui és la propietat 4, la invariancia per substitucions, que ens diu
que la consequéncia respecta I’estructura formal de I'algebra de termes. Que
vol dir aixd? Recordem que aquesta algebra depén del llenguatge algebraic. En
una logica, les operacions algebraiques de I'algebra de termes representen les
anomenades connectives logiques, amb les quals es construeixen expressions
(férmules o termes, com vulguem) complexes a partir d’expressions més sim-
ples; per exemple, habitualment les operacions reticulars LI rdpresenten la
conjuncio i la disjuncio logiques. Aleshores, la condicié 4 ens assegura que les
variables fan, en la relacié de consequiéncia, exactament el paper que el seu nom
indica, és a dir, el de representar una expressio variable arbitraria: si per a una
logica val x [Ly1[c ¥ [X]aleshores també val a [B1c B [Ca]per a qualssevol
a, 3 [18; aixo és el resultat d’aplicar una substitucié (endomorfisme) tal que
o(x)=aio(y)=8B

Observeu que no he posat cap restriccié sobre com és definida la funcio
C. Per a comprendre I'aplicabilitat de la LAA és important de remarcar que
qualsevol funcié que satisfaci les quatre propietats de la definicio 4 és una
logica. Simplificant una mica, es podria dir que hi ha dos grans grups de
procediments per a definir logiques: els procediments sintactics, on es recorre
Unicament a la manipulacio de I'algebra de termes, i els procediments semantics,
on s’utilitza algun objecte extern al llenguatge, com les taules de veritat o les
seves generalitzacions (les matrius logiques), els arbres o les taules semantics,
els models relacionals (a I'estil «de Kripke»), els models algebraics, etc.

Gairebé tots els procediments sintactics es basen en alguna nocié de calcul
deductiu; el més conegut és el metode axiomatic. En el context de la Logica
moderna aquest métode també és anomenat «a I'estil de Frege o de Hilbert»,
encara que les idees basiques del métode es troben ja en Aristotil, de qui
les va adoptar Euclides per a sistematitzar els seus famosos Elements de
geometria. Hilbert va propugnar, amb éxit, aquest metode, convenientment
refinat, com a paradigma per a la fonamentacid de diferents branques de la
matematica, comengant per la geometria, a finals dels segle xix, i acabant per
la fonamentacio de la matematica en el seu conjunt.*® El métode consisteix a
designar determinats termes com a axiomes, i determinats procediments per
a manipular termes (essencialment, per a obtenir termes a partir d’'un o més
termes donats) com a regles de deducci, i definir o [_CII") si i només si existeix
una prova de a a partir de I' dins del sistema, és a dir, una successio finita de
termes que partint d’axiomes i de termes de I i utilitzant només les regles
de deduccio, arribi a produir el terme a. Un altre métode sintactic molt conegut
es basa en calculs de sequents (també anomenats «sistemes de Gentzen»). Hi

19 | en aquest darrer intent hauriem de dir que no va reeixir, o almenys no del tot, i no perqué
no fos prou habil, siné perqué el métode, aplicat a I'aritmeética dels nombres naturals, tenia unes
limitacions inherents que ho impedien, cosa que va descobrir Gddel, com és ben sabut.
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ha generalitzacions, com els calculs de sequents multidimensionals, els calculs
d’hipersequents, els calculs de seqients etiquetats, etc.

Cada metode intenta implementar matematicament una certa idea de conse-
qleéncia, que segons la logica de qué es tracti es basara en intuicions diverses.
Per a les logiques definides sintacticament, hom pretén identificar conseqién-
cia amb demostracid, i hom intenta formalitzar idees sobre com sén o haurien
de ser les demostracions fetes amb aquella logica, o quins haurien de ser els
seus teoremes; casos tipics d’aquest estil son la logica intuicionista, I'amplissim
grup de les logiques modals, i les logiques de la rellevancia, totes sorgides al
primer ter¢ del segle xx, i les logiques subestructurals, sorgides o sistematitza-
des al darrer terg. Per a les logiques definides semanticament, hom identifica
consequencia amb transmissio de la veritat i, per tant, hom construeix models
matematics de la noci6 de veritat de que es tracti i els utilitza de diferents
maneres per a definir la l10gica; la idea més utilitzada respon a I'’esquema se-
glent: a [CITI') si i només si en tot model on els termes de I siguin veritat,
a també és veritat. Els exemples paradigmatics d’aquest tipus de logiques
son la logica anomenada classica, definida per les conegudes taules de veritat
amb dos valors («cert» i «fals», representats matematicament per 0i 1), i les
logiques multivalorades, sorgides també al primer ter¢ del segle xx, pero que
no han estat estudiades seriosament fins al darrer terg, a causa de les seves
aplicacions.

Es natural que a partir d’'una de les definicions, es vulgui trobar una formu-
lacid equivalent de I'altre tipus, és a dir, buscar un calcul deductiu per a les
logiques definides semanticament, o buscar una semantica per a les logiques
definides sintacticament; si es troba, el teorema que prova la coincidéncia
s’anomena teorema de completesa.

Ara bé, tot el que he comentat als darrers tres paragrafs no és en el nostre
cas decisiu: a la Logica Algebraica ens ocupem precisament de les propietats
de les logiques que no depenen de la manera com estan definides.?°

7 Subconjunts especials amb significaci6 logica

Ara ja es poden definir els subconjunts amb significacio logica. S6n les teories
i els filtres. Breument: les teories son els conjunts de termes tancats sota la
consequencia de la l1ogica, i els filtres s6n subconjunts d’'una algebra amb
la mateixa propietat, pero a través de les interpretacions, ja que la conseqiiéncia
només opera sobre termes.

5 Definicid Sigui C una logicai T [T&.T és una teoria de C quan, si A [T]
també a [Tlper tot a CCIA).

Sigui A una algebra i F [CAl F és un filtre de C, o un C-filtre, quan si A*(a) [F])
també a®(a) [Elper a tot a [CCIA) i per a tota interpretacié a CHbm(Te, A).

20 Al contrari del que passa, per exemple, en altres branques de la Logica, com la Teoria de la
Demostracid. Curiosament, en aquesta hom ha trobat fa poc aplicacions dels métodes de la LAA,
vegeu, per exemple, [4].
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Notacio: ThC = {teoriesde C} i FicA = {F [AlL F és un C-filtre en A}.

El cas on és més facil visualitzar les teories i els filtres és aquell on C ve
definida per un sistema axiomatic: les teories son els conjunts de termes que
contenen els axiomes i sén tancats per les regles de deduccio, i els filtres
el mateix, modul les interpretacions: sén els subconjunts d’una algebra que
contenen totes les interpretacions dels axiomes i sé6n tancats per a totes les
regles de deducci6, degudament interpretades.

Es facil veure, gracies a la propietat 4 de la definicié 4, que FicTe = ThC.
Clarament, doncs, els filtres son la generalitzaci6 de les teories; informalment,
es podria dir que sén «teories sobre una algebra arbitraria». Tenim una altra
terminologia, més intuitiva:

6 Definicié Un model (algebraic) d’una logica C és un parell [A, F [(fal que F
és un C-filtre sobre A. Un model és reduit quan QaF = Ida, la identitat sobre
A, ésadir,quana=b (QaF) [T A&Eb.

Per tant, en un model reduit només hi ha una congruéncia compatible amb el
filtre, la identitat; no és, doncs, possible identificar dos elements sense trencar
el C-filtre F. Podriem dir que en un model reduit totes les identificacions que
respecten (el model de) la logica ja han estat fetes. Ara bé, recordem que la
compatibilitat i la congruencia de Leibniz només depenen de I'estructura
algebraica. Per tant, que un model [A, F [digui reduit o no ho sigui no depén
de quina logica C estem considerant; C només intervé per a determinar si
[A, F [8s model de C o no, és a dir, de si F és C-filtre o no ho és, perd no per a
determinar si és reduit, fet que només depén de A i F.

A partir d'up-model [A, F Lggglsevol, factoritzant modul la congruéncia de
Leibniz, s'obté A/QaF ,F/QaF , un model reduit de la mateixa logica. Es facil
entendre per qué es vol treballar amb models reduits. En un model no reduit,
per definicié tindrem elements que, malgrat ser diferents, son «equivalents»
des del punt de vista de la logica. Per exemple, si segons la logica els termes
x [yli y [XIs6n equivalents, un model on a [Chil= b [Calper tots els a,b [CAl
sera preferible a un on hi hagi a,b tals que a [Chl# b [@) malgrat que
a [bE b Al(QaF). Sempre prefeririem que el model fos reduit.

La primera aplicacio d’aquestes idees és poder donar una definicié general
de la classe d’algebres associada a una logica, el que s’anomena informalment
la contrapartida algebraica d’una logica. A la literatura podem trobar les
definicions de dues classes d’algebres (en principi diferents) que es poden
associar a cada logica, la tradicional Alg '€'[56, 63] i la més recent AlgC [28]:

7 Definicio Alg'€'= A: QaF = Ida per algun F CEicA .
1 1 1
AIgC = A:  OaF =Ida .
F[EicA

La definicié de Alg'€'és facil de visualitzar: és la classe de totes les alge-
bres sobre les quals hi ha algun model reduit de C. Semblen, doncs, les algebres
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que poden «funcionar bé» com a models algebraics de C. Es normal que fos la
primera definicié general que s’estudiés. Si C és la logica classica, Alg'€'és
la classe de les algebres de Boole, com era d’esperar, i sobre aquestes els
C-filtres son els filtres en el sentit algebraic de la paraula (concretament,
els filtres reticulars; vegeu la nota 12). Per a la logica intuicionista, obtenim
les algebres de Heyting, també amb els filtres reticulars. Per a S4, una de les
logiques modals més conegudes,?! obtenim les algebres de Boole topoldgiques
i els filtres que son oberts. Per a la ldgica amb infinits valors de tukasiewicz,??
les algebres de Wajsberg i els seus filtres implicatius, etc.

Pel que fa a la descripcié de AlgC, cal reconéixer que no és a primera vista
gaire directa.?® La intersecci6 de congruéncies de Leibniz que hi apareix no ha
de coincidir necessariament amb la congruencia de Leibniz d’un C-filtre concret,
i per aquest motiu en general només podem assegurar que Alg el [AlgC.

Es com referir-se a les algebres de Alg 'e'o de AlgC com a algebres de
Lindenbaum-Tarski de la logica C. EI motiu és que aquestes algebres es poden
obtenir a partir de I'algebra de termes Te per mitja d’'una construccié que
generalitza la que va fer Tarski [60], basant-se en idees de Lindenbaum, quan
va mostrar per primera vegada (1935) la connexio exacta entre la logica clas-
sica i les algebres de Boole. Deixem constancia del resultat precis, en la seva
formulaci6 actual:

8 Teorema Siguin C una logica i A una algebra qualssevulla. Aleshores:

1. A CAlg'e’si i només si A és isomorfa a una algebra de la forma Te/Qrel ,
essent Te l'algebra de termes generada per un conjunt de variables de
cardinal convenient, i T [T@& una teoria de C.

2. A [CAIgC si i només si A és isomorfa a una algebra de la forma Te/gJ;]Te ,
essent Te l'algebra fdl;e__ﬁermﬁﬁenerada per un conjpAt de variables de
cardinal convenient, Ol = QreA:A [CThC,I CAl,ilr I8 unateoria
de C.

No hi ha prou espai per a discutir aquestes definicions i aquests resultats i
emmarcar-los en el context teoric adequat. Deixeu-me només dir dues coses:

21 La logica S4 és una extensio de la logica classica amb dos operadors unaris addicionals, que
es denoten usualment amb O i ©. Va ser definida sintacticament, a comencaments del segle xx,
per motius filosofics (els operadors O i © representaven les idees «és necessari que» i «és possible
que»), perd el 1944 McKinsey i Tarski [48] van modelar S4 en I'algebra de subconjunts d’un
espai topologic, interpretant aquests operadors com la formacié de l'interior i I'adheréncia
d’un subconjunt, i van provar que aguesta logica és completa respecte de la topologia de la recta
real, o bé de la recta racional, o de I'’espai de Cantor, i també que és completa respecte de la
classe de tots els espais topologics. Per tant, la podriem considerar com la logica de la topologia.
Més endavant ha trobat d’altres aplicacions, la majoria relacionades amb la Informatica.

22 La logica multivalorada més famosa, que té com a valors de veritat tot I'interval [0, 1] real.
Va ser introduida als anys vint del segle passat, per motius purament especulatius, filosofics, i
posteriorment ha mostrat la seva utilitat en la fonamentacié de les anomenades logiques borroses,
que s’utilitzen a la intelligéncia artificial.

23 Una descripcié més intuitiva s’obtindria considerant models generalitzats, una nocié que no
apareixera en aquest article. S’ha demostrat [28, teorema 2.23] que AlgC també es pot obtenir
fent la clausura de Alg IE‘per productes subdirectes.
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una, que hi ha una evidencia empirica molt forta per a sostenir que AlgC és
la definicié correcta, amb la maxima generalitat, de la nocié de «contrapartida
algebraica d’una logica». S’ha comprovat que en les logiques estudiades tra-
dicionalment, on Alg '¢'funcionava bé 24 com les esmentades abans, resulta
que AlgC = Alg"€! mentre que en daltres casos on Alg '€'déna resultats no
significatius des del punt de vista ldgic, AlgC ha donat el resultat esperat.?®
L’'altra, que aquestes definicions, els conceptes en que es basen, i aquells a
qué donen lloc, han originat una teoria ben estructurada i amb resultats prou
complexos, d’abast més ampli que els que es poden obtenir treballant només
amb Alg'c!

8 L’operador de Leibniz i la jerarquia de Leibniz

Ja tenim tots els ingredients que calen per a progressar en I'analisi de la
congruéncia de Leibniz. Observeu que FicA és una familia de parts de A i, per
tant, és ordenada per la relacié6 [_Ek més, com a conjunt ordenat, FicA és un
reticle complet.28 Es facil veure que si F CElcA, aleshores QaF [CoaigcA. Pel
que fa a aquest darrer conjunt, que com tots els de la forma CokA és ordenat
(vegeu la nota 11), també és un reticle complet. Per tant, com us podeu imaginar,
el que ens interessa de la funcio (7), esmentada a la pagina 84, és la restricci6

Qn:FicA L COA|gcA.

Aquest és el que s’anomena I'operador de Leibniz en LAA. El seu estudi, pel
que fa a les propietats de I'ordre, reticulars, i la seva definibilitat, ha originat
una classificacié de les logiques en diferents classes, sota diferents criteris,
organitzades en el que s’anomena la jerarquia de Leibniz.

A la figura 1 trobem representades les classes més importants. La fletxa
indica inclusio entre classes. En comento algunes. La més petita de les que hi
mostro és la classe de les logiques implicatives, descrita i estudiada amb els
metodes tradicionals per Rasiowa en [56]. També el 1974, Prucnal i Wronski
[53] van introduir les logiques equivalencials, que van ser estudiades a fons per
Czelakowski el 1981, en dos articles, [16], que comporten un canvi metodologic
en la Logica Algebraica. La revolucié més important, pero, es va produir amb
I'aparicio de les logiques protoalgebraiques el 1986 i de les logiques algebritza-
bles el 1989; ambdues van ser descobertes per Blok i Pigozzi [7, 8]. Les logiques

24 Aix0 de «funcionava bé» es podria precisar, no és una simple vaguetat, pero I'espai ho déna
per a més. Vegeu, per exemple, el teorema 9.

25 Aquests casos no s’han comencat a identificar fins al final de la decada dels vuitanta del
segle passat. El primer, i exemple paradigmatic per la seva simplicitat, va ser el fragment de
la logica classica amb només conjuncié i disjuncié [32], que déna lloc a la classe dels reticles
distributius. Per citar només dos exemples més: al fragment de la logica intuicionista sense
implicacio [58] li correspon la classe dels reticles pseudocomplementats, i a la ldgica a quatre
valors de Belnap [5, 25] li corresponen les algebres de De Morgan. En tots aquests casos, Alg o
resulta una classe d’algebres massa petita, que no té un significat logic especific.

26 Un reticle és complet si qualsevol subconjunt té suprem i infim.
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Figura 1: Les principals classes de la jerarquia de Leibniz.

feblement algebritzables van ser introduides el 1996 a [28], i van ser estudiades
a fons a [19].

La classe més gran de la jerarquia és la de les logiques protoalgebraiques,?’
que és considerada la classe de logiques més gran on els métodes basats en
I'estudi dels filtres a través de I'operador de Leibniz funcionen raonablement
bé. Per exemple, a [28] es demostra:

9 Teorema Si C és una logica protoalgebraica, aleshores Alg lel= AlgC.

El nom de jerarquia de Leibniz prové del fet que, encara que algunes d’a-
questes classes de logiques es van definir sense cap relacié amb I'operador
de Leibniz, posteriorment la majoria s’han pogut caracteritzar per diferents
propietats d’aquest operador, ja sigui sobre algebres arbitraries, ja sigui sobre
I'algebra de termes. Moltes, amb propietats referents a I’estructura d’ordre i
reticular com les seglents:

e Monotonia: F CGI (I_OAF [COKG.
e Injectivitat: F = G [I_MAF = QaG.

= Commutativitat amb substitucions: o e Qe = C Qe = C = 0, per a cada
o [CEmd(Te).

- Commutativitat amb homomorfismes inversos: Qa e h™ = h™! - Qg, per a
cadah:A - B.

27 Per aquest motiu, també es parla de la jerarquia protoalgebraica.
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o . . CI 11 1
< Commutativitat amb interseccions: Qa Fi = QaFi.

i i1
e Continuitat, és a ﬁﬁﬂﬂm@ivitat amb unions de families dirigides
superiorment: Qa Fi = QnFi.
i i (1

= Isomorfisme reticular: Qa : FicA [CbagcA.

(Els F, G, Fj son C-filtres sobre I'algebra A corresponent.)

Aquestes propietats es poden combinar de diverses maneres en les carac-
teritzacions d’algunes de les classes de la jerarquia. Podeu veure-ho al llibre
[17], que conté un estudi a fons de totes les classes de la jerarquia (incloent-hi
algunes que no surten a la figura) i recull tot el que se sabia en el seu moment,
i amb molts resultats inédits.

Cal dir que algunes d’aquestes classes tenen també caracteritzacions al-
ternatives sorgides de perspectives molt diferents; aixo ens indica que estem
davant d’una teoria realment rica i profunda.

9 Logiques algebritzables: isomorfismes

Com a exemple exposaré amb més detall un cas de conducta particularment
bona, el de les logiques algebritzables. Aquestes logiques s6n una generalitzacio
relativament natural de les logiques implicatives, i algunes de les idees sobre la
seva algebritzaci6 eren ja presents, implicites, en treballs més antics de Logica
Algebraica. El que va ser realment revolucionari, i que d’alguna manera va crear
el camp que ara s’Tanomena Logica Algebraica Abstracta (LAA), va ser la teoria
matematica que van construir al seu voltant, primer Blok i Pigozzi, i després
d’altres, com Czelakowski, Herrmann, Raftery, etc., i a la qual alguns logics
catalans hem aportat també la nostra contribucid.

A la secci6 seguent en donarem la definicid original. Per ara, considerem
diverses caracteritzacions, recollides en un sol resultat (qualsevol d’aquestes
es podria prendre com a definicio, és clar):

10 Teorema Si C és una logica, les propietats seglients son equivalents:
i) C és algebritzable.

ii) La funcié Qe és injectiva, monotona i commuta amb substitucions inverses.

iii) Qre : ThC [CToaigcTe és un isomorfisme reticular que commuta amb
substitucions inverses.

iv) Per a qualsevol algebra A, la funcié Qa : FicA [Cbaigc A és un isomorfisme
reticular que commuta amb homomorfismes inversos.

Els resultats d’aquest tipus sovint s’anomenen teoremes d’isomorfisme.

Les caracteritzacions iii) i iv) requereixen explicitament el coneixement de
la classe AlgC, i fan referéncia a les congruéncies relatives a aquesta classe,
segons la definicié de (2), pagina 81. En canvi, observem que ii) no ho requereix;



94 Josep Maria Font

per a comprovar-la només hem d’estudiar I’'operador de Leibniz sobre les teori-
es, és a dir, sobre I'algebra de termes. Per aix0 es diu que és una caracteritzacio
intrinseca. També és una caracteritzacio abstracta de I'operador de Leibniz, en
el sentit que, sota condicions raonables, Q. és I'inic operador entre les teories
i les congruéncies de l'algebra de termes que compleix les propietats de ii).

Possiblement, la condicié més interessant és iv), tant des del punt de vista
teoric com del practic. Un fet que cal remarcar és que I'isomorfisme entre
filtres i congruéncies relatives que s’hi postula no val només per a les algebres
de AlgC, cosa que seria la generalitzacié dels esquemes (3), (4) o (5) de la
secci6 3, sind que val per a qualsevol algebra A (evidentment, del tipus de
similaritat de que es tracti). A més, determina de manera Unica la classe AlgC:
Sota certes condicions, es pot demostrar que si C és una logica i existeix una
classe d’algebres K tal que per a tota A,

Qn : FicA [TbA (8

és un isomorfisme reticular que commuta amb homomorfismes inversos, ales-
hores per forgca C ha de ser algebritzable, i K = AlgC.

L’aspecte practic més important de iv) és que pot permetre provar que una
determinada logica no és algebritzable. Recordem que I'operador de Leibniz
esta determinat per l'estructura algebraica de I'algebra subjacent, i que si
C fos algebritzable iv) valdria per a tota algebra A. Aleshores, analitzant el
comportament de Qa sobre els C-filtres en una algebra petita o prou convenient,
podem veure si és 0 no un isomorfisme, i en el segon cas, concloure que la
logica no sera algebritzable.

En aquest sentit, la importancia de la definicié d’algebritzabilitat de Blok
i Pigozzi (posteriorment generalitzada en diversos sentits) i les seves
caracteritzacions, es pot comparar a la importancia del descobriment de
les definicions matematiques de la nocié de computabilitat a la década
dels trenta. Abans de 1989 hi havia una idea informal de queé volia dir
que una logica es pogués «algebritzar»; sobretot, el que hi havia eren
molts casos particulars on aix0 clarament es podia fer, en qualsevol
sentit raonable de I'expressi6. A partir de 1989, tenim una definicio
matematica rigorosa, que ha permes provar que certes logiques no es
poden algebritzar.

Perd és més, el teorema 10 pot permetre quelcom més insolit: provar que
una determinada classe d’algebres K no és la contrapartida algebraica de cap
logica algebritzable. Si fos K = AlgC per a una C algebritzable, s’hauria de
complir (8) per a tota A. Aqui el problema és que no partim de cap C, per
tant, no coneixem FicA. Ara bé, coneixem K i, per tant, CoxA per a qualsevol
A, i també Qa sobre P(A), i insisteixo un cop més que tots aquests objectes
sOn purament algebraics i no depenen de cap logica. Per tant, els podem
computar en algebres convenients. | en alguns casos ha estat possible de veure
que, fos com fos el reticle dels C-filtres, encara que no coneguem C, seria
impossible que Qa fos un isomorfisme sobre CokA i, per tant, no és possible
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que K correspongui a cap logica algebritzable. Exemples una mica sorprenents
d’aquesta situacié sén algunes classes d’algebres gens patologiques, com la
classe de tots els reticles distributius [32] o les algebres de De Morgan [25].28
De tota manera, aquestes aplicacions sén rares i requereixen trucs enginyosos.

Hi ha teoremes semblants per a d’altres classes de la jerarquia. Per exem-
ple, si s’eliminen del teorema 10 les condicions sobre commutativitat amb
substitucions o homomorfismes inversos, s’obté el teorema que correspon a
les l10giques feblement algebritzables [19, 28]. Si es canvia en ii) xmonotona i
commuta amb substitucions inverses» per «continua», es troben les logiques
finitament algebritzables; en aquest cas, si a més la logica C és finitaria,2° es
pot fer un canvi similar en iii) i en iv). Vegeu [17].

Aixi, doncs, el significat l0gic de les congruencies (relatives) és el de repre-
sentar les teories (i els filtres) de les l0giques associades a la classe d’algebres
de queé es tracta. Aquesta «representacio» es fa a través de I'operador de Leibniz.
Pel que fa a la practica, pero, veiem que aquest operador esta definit d’'una
manera bastant abstracta (6), i la caracteritzacio del teorema 1 involucra la
totalitat de les funcions polinOmiques sobre una algebra. Aixi no sembla facil
visualitzar com funciona aquesta «representacié». Per a veure-ho millor hem
de recorrer a un altre dels aspectes de I'operador que també s’estudien, la seva
definibilitat.

10 Logiques algebritzables: definibilitat i traduccions

En el cas de les logiques examinades a la seccid anterior, resulta que tant
I'isomorfisme Qa com el seu invers sén «definibles algebraicament», és a dir,
amb I'ajut dels termes i de les equacions del llenguatge algebraic:

11 Teorema Sigui C una logica algebritzable. Aleshores:

a) Existeix un conjunt A(X,y) [T@ de termes binaris (és a dir, on apareixen com
a maxim les variables X, y) tal que per a qualsevol A, qualsevol F CFElicA i
qualssevol a,b [CA]

O O
a=b OsF [I1A”%(a,b) CF] (9)

b) Existeix un conjunt d’equacions unaries E(x) [T& x Te, amb la variable x
com a maxim, tal que per a qualsevol A i qualsevol 8 [CCbaigcTe,

_ . [ .
F=Q'(0)= aCA:d(a)=¢"(a) 6 [d3Fc [E(x). (10)

28 Com hem vist a la nota 25, ambdues classes d’algebres sén de la forma AlgC, pero per a
logiques C no algebritzables, i de fet ni tan sols protoalgebraiques.

29 Una logica C és finitaria o compacta quan tota consequiéncia a partir de certes premisses es
pot obtenir a partir d’'un nombre finit d’aquestes: Si 3 [CII') aleshores 3 [CIA) per a algun A
finit, A [T1Les logiques definides per sistemes axiomatics (en el sentit usual de la paraula) ho
sén sempre.
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Es a dir, la congruéncia associada al filtre és definible a partir del filtre, usant
certs termes expressables en el llenguatge de les algebres associades. | recipro-
cament, donada la congruéncia, el filtre que li correspon és definible a partir
de la congruéncia ja que resulta que és el conjunt d’elements que «compleixen»
un cert conjunt d’equacions modul la congruéncia.

Pot ser interessant de saber que, de fet, la condici6 a) del teorema 11 carac-
teritza les logiques equivalencials. Una propietat similar, pero on el conjunt A
pot contenir parametres (unes altres variables a més de X, y), caracteritza les
logiques protoalgebraiques. Les logiques feblement algebritzables compleixen
b), i en cert sentit aquesta propietat les caracteritza dintre de les logiques proto-
algebraiques, pero cal reformular-la sense pressuposar que Qa és invertible.30
A la figura 1 apareixen també diferents classes de logiques que afegeixen el
qualificatiu finitament a una de les altres; la condicio que cal afegir és que, en
a), el conjunt A sigui finit.

Es facil adonar-se que les expressions (9) i (10) dels isomorfismes del teo-
rema 10 generalitzen els esquemes purament algebraics (3)—(5) vistos a la
seccio 3. En el cas de les algebres de Boole aix0 és molt clar, ja que tothom sap
que les algebres de Boole es corresponen amb la logica sentencial classica, de
manera que I'equivaléncia de termes sota una teoria o un filtre es defineix a
partir de I’'operacié o «connectiva» d’equivaléncia -, i que en tota algebra de
Boole el maxim 1 representa tots els teoremes de la logica classica, i els filtres
(de reticle) son els filtres de la logica classica (en el sentit de la definici6 5).
Veiem, doncs, que I'isomorfisme de (5) és, efectivament, el dels teoremes 10
i1l amb

A y) ={X -y} 1 EX)={x=1}. (11)

De fet, hi ha una gran quantitat de logiques algebritzables on els isomorfismes
es defineixen d’aquesta manera.3!

Els isomorfismes de (3), pagina 81, per al cas dels anells, semblen també
definibles prenent A(X,y) = {X —y} i E(X) = {Xx=0}: en efecte, ja sabem
que si Iljéﬁ.m ideal d’un anell A, i 8 és la congruéncia modul |, aleshores
a=b 6 [Ia-b [0 CIIA”(ab) [I)de manera que 6 = Qal. |
si © és ung-gongruencia qupsgvol i computem Q;l(e) segons (10) obtenim
Q;l(e) = alCA:a=0 6 =0/6, que és I'ideal associat a la congruéncia
segons (3). Per tant, I'isomorfisme habitual entre ideals i congruéncies en anells
es comporta igual que I'operador de Leibniz de les logiques algebritzables.
Es licit, doncs, sospitar que en els isomorfismes de (3) hi ha amagada una
logica algebritzable C tal que AlgC és la classe dels anells i els C-filtres son els
ideals, cosa que faria que (3) fos efectivament, un cas particular del teorema 10.

30 Concretament, una logica C és feblement algebritzable si i només si és protoalgebraica i
existeix un corjynt d’equacions unarigs|E(phtal que per a gef C-filtre F sobre una algebra A
arbitraria, F = a [CAl 3% (a) =¢”(a) OaF [B3c [E(X) .

31 La connectiva o operaci6 d’equivaléncia - no acostuma a ser primitiva; normalment, X o y
es defineix com (X - y) (M - X). Quan no hi ha la conjuncié [allllenguatge, es pren el conjunt

AXY)={X-y.,y - x}.



Compatibilitat en Algebra, en Logica i en Informatica 97

Realment existeix aquesta logica? Com es pot definir i axiomatitzar? Ho deixaré
per al final d’aquesta seccio.

La clau és que els termes A(X,Yy) i les equacions E(X) tenen encara un
altre paper en la descripcié de la relacioé entre les logiques algebritzables i
les seves algebres associades, un paper d’alguna manera més basic que el de
determinar I'operador de Leibniz i el seu invers: aquests termes i aquestes
equacions permeten d’establir traduccions entre equacions i termes, respecti-
vament, de manera que la logica sentencial C resulti equivalent, en cert sentit
precis, a la consequéncia equacional relativa a una certa classe d’algebres K, la
consequéncia que he denotat amb [ A la seccid 2; més endavant es veura com
apareix AlgC en aquesta situacio.

12 Definicioé Siguin E(x) 1@ x Te i A(X,y) [T@. Aleshores

a) La funcié T: P(Te) - P(Te x Te) es defineix, peraa [CT& il [T8:
1
T(a) == E(a) i () = T(a), (12)
ol

C1
on, per comoditat, escrivim tT(a) en comptes de T {a} .
b) La funcid p : P(Te x Te) - P(Te) es defineix, pera d=e [(TéxTei ® [1
Te x Te: 1
p(d=g) :=A(%,e) i p(O):= p(d0=¢), (13)
o=¢ [O]
. L Cl
on, per comoditat, escrivim p(d=¢) en comptes de p {d=¢} .

El paper d’aquestes traduccions queda reflectit en la definici6 més directa
i original®? de la noci6 de logica algebritzable, que tot seguit comentaré en
detall; aqui sera util la notaci6 relacional [c_@én comptes de I'operacional C per
a la consequéncia de la logica.

13 Definicié Una logica C és algebritzable quan existeixen una classe d’alge-
bres K i dues traduccions T i p, definides per conjunts de termes A(X,¥Y) i
d’equacions E(x) en la forma descrita a la definicié 12, que compleixen:

(Al) T & [ Gat(o)

(A2) O [kd=t [LPIO) [cp(d=¢)
(A3) o [Idp-t(x)

(A4)  3=¢ = T > p(5=¢).

32 De fet, la noci6 original deguda a Blok i Pigozzi [8] pressuposava que la logica és finitaria i
que els conjunts E(x) i A(X,Y) son finits. Aquestes limitacions s’han eliminat posteriorment,
cosa que ha permeés cobrir més casos, i bastir una teoria general més robusta. Per aixo ara de
vegades es parla de logiques «algebritzables en el sentit de Blok i Pigozzi» quan es pressuposen
les limitacions esmentades; malgrat aixo, pel que fa a les aplicacions hom observa una certa
vaguetat i manca de consisténcia en la terminologia, fet que no sorprén pas en una teoria tan
jove.
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També diem que les conseqliéncies [ [k 36n deductivament equivalents.

Els simbols [Id1 gk signifiquen, obviament, les simetritzacions de les
relacions respectives [c 1 [, Es a dir, la conseqiiéncia en tots dos sentits.

Es diu que les dues conseqiiencies son deductivament equivalents perque
cadascuna de les relacions de conseqiiéncia és equivalent, en un sentit precis
i molt fort, a l'altra; i I'equivaléncia té lloc a través de les traduccions. A
continuacié comentaré una mica cadascuna de les condicions.33

La condicié (Al) és una forma bastant general i abstracta del que nor-
malment s’anomena un teorema (algebraic) de completesa. Ens diu que una
consequiéncia entre termes (en la logica C) equival a una consequéncia entre les
eguacions resultants de la traduccié T (en la logica equacional relativa [)1Si
mirem qué passa en el cas de la ldgica classica i les algebres de Boole trobarem
fets prou coneguts. Aplicant (12) a (11), tenim que t(a) := {a=1}; per tant,
(Al) ens diu que un terme a és una consequéncia (classica) d’'un conjunt de
termes I si i només si en tota algebra de Boole, sempre que tots els termes de I’
valguin 1 en una interpretacio, a també valdra 1 en la mateixa interpretacio.
I en aquest cas es dOna una circumstancia menys comuna: no cal considerar
totes les algebres de Boole, n’hi ha prou considerant interpretacions en la
coneguda algebra de Boole de dos elements,3* I'algebra d’univers 2 = {0, 1}; en
definitiva, aix0 no és altra cosa que les nostres velles conegudes, les taules de
veritat bivalorades!

Si una classe d’algebres K compleix la propietat (Al) per a una logica C amb
una certa traduccio T, diem que K és una semantica algebraica per a C. Tro-
bar una completesa algebraica d’aquesta mena, i explotar-la, era I'objectiu
tipic dels estudis algebraics de les logiques fins a mitjan segle xx. Podem
trobar molts articles d’aquesta época on la relacié entre una logica i una classe
d’algebres es descrivia amb frases similars a aquesta:

pel que fa a la logica VY, la classe d’algebres Z té un paper similar al de
les algebres de Boole respecte de la logica classica,

i en realitat només es pensava en la propietat (Al). L'interessant és que aix0 no
és tot, ni de bon tros! El descobriment realment revolucionari de Blok i Pigozzi
a [8] va ser adonar-se que les relacions entre les algebres de Boole i la logica
classica, i entre altres exemples coneguts de logiques no classiques i la seva
contrapartida algebraica, van molt més enlla de la completesa algebraica, sé6n
molt més que simplement posseir una semantica algebraica.3® D’entrada, te-

33 Es facil provar que (A1l)+(A4) CI{BR)+(A3), de manera que cadascun d’aquests parells de
condicions ja defineixen I'algebritzabilitat. Pero tant per raons de simetria com pel seu significat,
és aconsellable tenir sempre en compte les quatre condicions alhora.

34 La propietat algebraica que hi ha al darrere d’aixo és que la classe de totes les algebres de
Boole esta generada, com a classe implicacional o quasi-varietat, per I'algebra de dos elements.
Aix0 vol dir, per exemple, que és la classe de totes les algebres que es poden obtenir a partir
de la de dos elements fent un nombre finit de vegades, i en qualsevol ordre, les operacions de
construir productes reduits, construir subalgebres i construir imatges isomorfes; vegeu [14].
35 De fet, en [11], un dels pocs articles dedicats a analitzar aquesta propietat despullada d’altres,
es mostra que una semantica algebraica pot ser molt poc natural; per exemple, les algebres de
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nim la propietat (A2), que és totalment simétrica de la (Al): ens diu que la
consequéncia [ @ds equivalent a la consequiéncia C modul I'altra traduccio p;
podriem dir que és una completesa a la inversa. Un cop conegudes les traducci-
ons, les condicions (Al) i (A2) permeten definir cadascuna de les conseqiiéncies
a partir de l'altra.

En el cas de la logica classica, segons (11), tenim T(a) ;= {a=1} i p(d=¢) =
{0 - €}. Aquestes dues traduccions, d’alguna manera, fan realitat, a la fi del
segle xx, el somni de Boole, que a partir de 1847 ja va mig intuir, en una
forma molt rudimentaria [12, 13], aquesta translacié del raonament de la logica
formal (la classica, I'Gnica que ell coneixia) al raonament amb equacions entre
variables (que, en la seva primera aproximacio, només podien prendre els valors
0i 1, veritat i falsedat). Efectivament, limitant-nos per simplificar al cas' = [
i ® = [[(Al) ens diu que un terme (férmula) a és un teorema de la logica
classica si i només si I’equacié a=1 és valida a totes les algebres de Boole, i (A2)
ens diu que una equacio d=t és valida a totes les algebres de Boole si i només
si el terme (formula) - € és un teorema de la logica classica. Amb un altre
llenguatge i en un altre context, Boole de fet va treballar a partir d’aquestes
premisses, per a ell evidents.

Finalment, tenim les condicions (A3) i (A4), que ens diuen que, a més,
aquestes dues traduccions son inverses l'una de l'altra relativament a les
consequéncies, és a dir, que les dues composicions p>T i Te p s6n equivalents
a la identitat (respectivament, sobre el conjunt de termes i el d’equacions)
modul les conseqiiéncies corresponents en cada cas (sobre els termes, la logica
C, i sobre les equacions, LJI1EN el cas de la logica classica, aquests dues
condicions ens diuen que o i a - 1 sOn termes classicament equivalents, i que
les equacions d=¢ i d~¢&=1 s6n equivalents dintre de la classe de les algebres
de Boole.

Es interessant de saber que si una logica C és algebritzable, hi pot haver
moltes classes d’algebres K que compleixin les condicions de la definicio 13;
clarament, totes les que engendrin la mateixa consequéncia [k IJHom pot
demostrar que una d’aquestes, i de fet la més gran, és la classe AlgC, que
aleshores rep el nom de semantica algebraica equivalent3® de la logica C.
Ref exemple, per a la logigg classica podriem prendre tant K = {2} com K+

algebres de Boole finites , perdo només K = totes les algebres de Boole té
realment sentit com a «contrapartida algebraica» de la logica.

Observem que I'operador de Leibniz, que en el cas de l'algebritzabilitat
estableix el lligam entre entitats logiques i entitats algebraiques en definir
I'isomorfisme entre teories (o filtres) i congruencies relatives del teorema 10,
no apareix directament a la definicié 13. Perd hi és amagat, ja que hom pot
provar [6]:

Heyting, associades de forma candnica amb la logica intuicionista, també formen una semantica
algebraica per a la logica classica.

36 Normalment s’aplica aquest qualificatiu a qualsevol de les classes K que compleixen les
condicions (Al)-(A4), pero Raftery, amb molt bon sentit, ha proposat de reservar-lo per a la més
gran, que esdevé, aixi, Unica.
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14 Teorema Sigui C una logica algebritzable a través de les traduccions p i T,
segons les definicions 12 i 13. Considerem p i T restringides als conjunts de les
teories®’ de la consequéncia Cadc i de C, respectivament. Aleshores, aquestes
funcions son residuades, i els seus residus sén respectivament I'operador de
Leibniz Qe i el seu invers, és a dir, Qe = p=i' Q72 =t

Si f: P(A) - P(B), el seu residu és una funcié f =P (B) - P(A) tal que

X CFEfY) CF(X) Y] (14)

per a tot X [CAli totY [BIEI residu existeix si i només si la funcié ¥ compleix
la condicié de commutar amb unions arbitraries,38 i esta determinat per (14).
En el nostre cas, la definicié 12 implica directament que p i T commuten amb
unions arbitraries.

Tots aquests conceptes i resultats mostren que els coneguts fets al-
gebraics (relacions entre ideals i congruéncies) tenen una indubtable
significacio logica. Aixo s’ha revelat en tota la seva forca quan s’ha bastit
un profund entramat teoric al voltant de la nocié de compatibilitat i les
que en resulten. La consequiéncia equacional, associada de manera intrin-
seca, purament algebraica, a la classe d’algebres, resulta equivalent en
un sentit molt fort a la conseqiiencia d’'una logica sentencial, i aquesta
equivaléncia té lloc a través d’unes traduccions definides pels matei-
x0s termes i per les mateixes equacions que defineixen les congruéencies
en termes dels filtres i reciprocament.

Aquestes relacions tan estretes entre teories (o filtres) i congruéncies, a
banda del seu paper en la teoria general, fan possible demostrar alguns dels
teoremes de pont que he mencionat a la introduccid. Com he dit, sén teoremes
gue estableixen que, sota certes condicions, una logica C gaudeix d’una propie-
tat tipicament logica si i només si la classe AlgC guadeix d’una determinada
propietat tipicament algebraica; després de tot el que hem vist, és natural que
aguestes propietats sovint tinguin a veure amb les congrueéncies.

Vistes les traduccions, hi ha teoremes de pont gairebé immediats; per
exemple, si C és algebritzable i K és definible per equacions, aleshores C és fini-
tament axiomatitzable si i només si K té una presentacio finita. Probablement,
el teorema de pont més famds és el primer que van demostrar Blok i Pigozzi,3°
que estableix que si C és una logica algebritzable, aleshores C compleix I'ano-

37 Una teoria de la consequéncia [k EBs un conjunt d’equacions tancat sota la relacié [ 1
analogament a la definicio 5.

38 Evidentment, aix0 és un cas particular del concepte general de residuacié per a funcions
entre conjunts ordenats, on la condici6 és la commutacié amb suprems.

39 El teorema es va provar a mitjan anys vuitanta, pero l'article original de fet encara esta per
publicar [9], malgrat que ha circulat molt en diferents manuscrits i ja ha tingut una influencia
decisiva en I'evoluci6 de la LAA. Segons explica Pigozzi a [51], va ser la necessitat de formular
aquest teorema amb el grau de generalitat adequat el que va portar a la formalitzaci6 de la nocié
d’algebritzabilitat i tot el que va venir al darrera. Vegeu també [17].
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menat teorema de la deducci6“? si i només si la classe d’algebres AlgC té les
congruencies relatives principals definibles equacionalment, una propietat molt
ben estudiada en el domini de I'algebra universal. Un altre grup d’exemples sén
els que relacionen certes formes de la propietat logica anomenada interpolacio
amb certes formes de la propietat algebraica anomenada amalgamacio; en les
seves formes més generals, s’han establert per a logiques equivalencials [20].

Cada classe de la jerarquia pot tenir els seus teoremes de pont, per aixo es
diu que la jerarquia classifica les logiques pel seu capteniment algebraic i l0gic,
i per aixo és important de classificar les logiques concretes dins d’aquesta
jerarquia. Sovint, les propietats algebraiques es coneixen molt bé, i hi ha eines
molt potents a disposicio per a esbrinar si una classe d’algebres concreta les
satisfa o no. Una de les coses que s’han aconseguit sén resultats de caracter
negatiu, és a dir, la demostracié que determinada logica no té una determinada
propietat, resultats que fa vint-i-cinc anys Porte [52] assenyalava com una de les
llacunes més notables que en aquell moment s’observaven en I'estudi general
del teorema de la deducci6.

He deixat pendent a la pagina 97 el tema de com obtenir la logica dels anells,
una logica algebritzable que aparentment, a partir de I'existéncia dels isomor-
fismes definibles entre ideals i congruéncies, sembla que ha d’existir i ser
equivalent a la conseqiéncia equacional intrinseca de la classe dels anells.
En vista de la definicié 13 la solucié és molt clara: tenim les traduccions
p(x=y) ={xX—-vy} i T(X) :={x=0},; si K denota ara la classe dels anells, la
consequéncia [k dueda determinada algebraicament, i un cop conegudes T i
[ podem prendre la condicié (Al) com a definicié d’'una logica sentencial C.
Tenint en compte I'observaci6 de la nota 33, només cal comprovar la condici6
(A4). | observeu que aquesta condicié concerneix Unicament [, Es a dir, és una
propietat intrinsqca, purgAent algebraica, de la classe dels anells; en el nostre
cas, com que T p(x=y) ={Xx—y =0}, es tracta de comprovar que sobre els
anells les equacions x=y i X —y = 0 sOn equivalents: una trivialitat! Per tant,
si, efectivament, la logica sentencial C buscada existeix, es pot definir a partir
deKiT, és algebritzable41 a través de les traduccions T i p, AlgC =K, i el
conegut teorema algebraic d’isomorfisme entre ideals i congruéncies és un cas
particular de I'isomorfisme del teorema 10. A més, hi ha resultats generals que
ens diuen com, a partir de les d’equacions que defineixen la classe dels anells,
es pot obtenir una axiomatitzacié de C. Que jo sapiga, nhingd no ha investigat
a fons les seves propietats purament logiques, o sigui que no sabem si com a
logica té un interes especial, pero qui sap...?

40 Es una de les propietats més basiques i potents que pot tenir una ldgica, generalitzant la que
té la logica classica en la forma: B CCII', a) [Idil- B CCAIN).

41 De fet, la classificacio es pot afinar més: a partir de la forma de T i de p es pot veure que C
és regularment finitament algebritzable.
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11 I mésenlla...

Actualment, es pot dir que la jerarquia de Leibniz és raonablement ben entesa,
malgrat que hi ha encara problemes oberts en el seu estudi. La LAA s’expandeix
alhora en altres direccions. Per acabar I'article, n’esmentaré algunes on els logics
catalans hem fet alguna contribucid, o esperem fer-ne en un futur proper.

11.1 Altres teoremes de l'isomorfisme

El teorema 10 valia per a logiques algebritzables, i al final de la seccié 9 n’he
esmentat versions modificades per a d’altres classes de la jerarquia. Seria
natural de preguntar-se, més en general:

Hi ha un teorema de I'isomorfisme que valgui per a totes les l0giques?

La resposta és si, hi ha un teorema absolutament general, obtingut per Font i
Jansana a [28] usant teécniques que van més enlla del tipus de models algebraics
considerats en aquest article, concretament els anomenats models generalitzats
plens, i 'operador de Tarski, que és una generalitzacié de I'operador de Leibniz.
Deixant de banda els detalls, el fet és que per a cada logica C i cada algebra
A s’obté una representacié amb significat logic (en referéncia a C) de les
congruéncies de A relatives a la classe AlgC (i notem que si AlgC és definible
per equacions i A [CAIgC, aixo vol dir totes les congruéncies de A). D’aquesta
manera es cobreixen, per exemple, algunes classes d’algebres ja esmentades
que s6n de la forma AlgC, perd on C segur que no és algebritzable:*? també en
aquests casos les congruéncies tenen un significat logic!

11.2 Queé passa fora de la jerarquia de Leibniz?

Una altra tafaneria molt natural. Malgrat que la vella teoria de les matrius
logiques [63, 64] és totalment general, proposa una definicié de contrapartida
algebraica, Alg '€ que podem assegurar que és la correcta Ginicament en el cas
protoalgebraic (vegeu la definicié 7, la discussio subsegient i el teorema 9). |,
com hem dit, d’alguna manera es considera que les logiques protoalgebraiques
formen la classe més gran de logiques on I'operador de Leibniz sembla que
és una eina eficag. Només els darrers deu o quinze anys s’han desenvolupat
linies d’atac comparables a I'estudi d’aquest operador, aplicables a logiques no
protoalgebraiques*® (no vull dir especifiques per a aquestes, sin6 per a logiques
arbitraries, i per tant en particular aplicables a les no protoalgebraiques). Unes
linies es basen en I'Gis de families de filtres en comptes de filtres individuals, i en
I’estudi dels operadors de Tarski i de Suszko; unes altres centren la seva atenci6
en la relacio d’ordre que hi hagi en les algebres, més que en les equacions.
Vegeu [18, 26, 27, 29, 30, 31, 41, 42, 43, 55].

42 De fet, ni protoalgebraica; vegeu les notes 25 i 28.
43 Les logiques mencionades a la nota 23 s6n no protoalgebraiques.



Compatibilitat en Algebra, en Logica i en Informatica 103

plenament fregeanes

fregeanes \
\Ienament autoextensionals

autoextensionals

Figura 2: La jerarquia de Frege.

11.3 La jerarquia de Frege

L'estudi d’aquesta nova jerarquia és una de les linies de recerca recents en
LAA que no depeén de la jerarquia de Leibniz. La jerarquia anomenada de Frege
sorgeix [28] d’una classificacio de logiques basada també en la idea de congru-
encia. De moment hi ha quatre classes identificades (vegeu la figura 2), que
es defineixen segons si la relacié d’interderivabilitat d’una logica, o d’altres
relacions associades, s6n 0 no una congruéencia de I'algebra de termes, o de les
algebres dels models.** Aquesta jerarquia és molt ortogonal a la de Leibniz,
en el sentit que no hi ha inclusions entre classes de I'una i de I'altra, i hi ha
moltes interseccions no buides. La recerca en aquesta linia és molt recent i,
probablement, hi ha més problemes oberts que resultats, especialment sobre
les relacions que hi pugui haver entre ambdues jerarquies; per exemple, les
logiques que sbn alhora protoalgebraiques i fregeanes han estat completament
caracteritzades a través de les algebres associades a [21, 22]. Especialment
interessants son les logiques plenament autoextensionals, que mostren un cap-
teniment molt bo en més d’un sentit, i en particular pel que fa a les semantiques
referencials o relacionals, que no sé6n purament algebraiques, cosa que obre
camps d’expansio6 insospitats per a la LAA. Vegeu, per exemple, [3, 26, 43].

11.4 Logiques en sentit més ampli

Em refereixo a nocions de conseqiiéncia motivades per I'estudi de formes del
raonament de caracter no deductiu, que donen lloc a operadors C : P(Te) -
P (Te) que compleixen algunes, pero no totes les condicions de la definicio 4.
No soén, per tant, «logiques» en sentit estricte, pero s’hi acosten, s6n objectes
matematics amb un contingut logic clar, i que retenen prou lligams amb la
nocié matematica, o deductiva, per a permetre el seu estudi amb técniques de
la LAA, convenientment esteses.

44 Dos termes a i 3 s6n interderivables modul una logica C quan C(a) = C(B) o, equivalentment,
quan a i B tenen les mateixes C-consequencies. En la ldgica classica, aquesta relacié es compleix si
i només si el terme a - B és un teorema. La relacié d’interderivabilitat, en general és una relacié
d’equivaléncia; les logiques autoextensionals, que formen la classe més gran de la jerarquia
de Frege, es defineixen com aquelles on aquesta relacié és una congruéncia de l'algebra Te;
exemples tipics en sén la logica classica i la intuicionista, i en canvi les ldgiques modals i la
logica multivalorada de tukasiewicz no ho sén.
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Un exemple en sén les logiques subestructurals [23], que han (re)sorgit*®
amb molta forca des de I'inici dels noranta per motivacions relacionades amb
la computacio o la linguistica. El seu estudi es feia principalment tractant els
sistemes de Gentzen amb les técniques habituals de la teoria de la demostracio,
pero recentment s’han aplicat téecniques de la LAA, que han permeés aclarir la
relacié entre aquest grup de «logiques» i algunes classes de reticles residuats,
com en [24].

11.5 Logiques sobre llenguatges més complicats

Es a dir, operadors de clausura C : P(L) O. P(L) que compleixen totes les
condicions de la definicid 4 excepte que no estan definits sobre el conjunt dels
termes Te sin6 sobre un altre conjunt L d’expressions linglistiques, construit
normalment a partir dels termes, perd més complicat.*® El cas més simple és el
de les consequéencies de la forma [, bn L = Te x Te; aquest cas esta incorporat
en la teoria de I'algebritzacié de Blok i Pigozzi. D’altres exemples estudiats
més recentment inclourien parells de successions finites de termes (seqiients),
m-ples de successions finites de termes (sequents m-dimensionals), sucessions
finites de sequents (hipersequents), arbres, etc. Hom pot estendre moltes de
les definicions i construccions exposades en aquest article a aquests objectes,
sempre posant-los en relacié amb models algebraics i les seves congruéncies, i
hom obté les nocions corresponents d’algebritzabilitat, etc. Aquesta linia de
treball, de fet, es va iniciar a casa nostra [61], i hi han intervingut tant logics
catalans [1, 35, 36, 57] com de fora [4, 54].

11.6 Versions més abstractes de la noci6é d’equivaléncia deductiva

Aqui es tracta de moure’s en la direccié oposada a I’'anterior: en comptes de
complicar el llenguatge i els objectes derivats del llenguatge sobre els quals es
generalitza la noci6 d’equivaléncia deductiva associada a la d’algebritzabilitat
(definicio 13), tot plegat se simplifica i es fa més abstracte. Aixo ho van iniciar
Blok i Jénsson en un curs que van donar I’hivern del 1999; els aspectes més
innovadors s’han publicat recentment [6], i consisteixen a aillar les components
essencials que permeten que les connexions entre les dues relacions de con-
sequéncia definides mitjancant traduccions estableixin lligams tan forts com
els teoremes d’isomorfisme. Basicament, es tracta d’estudiar les similaritats
(isomorfismes entre els reticles de tancats) entre operadors de clausura sobre
dos conjunts arbitraris, sense altra estructura que I'accié sobre aquests d’'un
monoide abstracte, que correspon a la idea de substitucio.*” Els aspectes reti-

45 Algunes logiques que ara classifiguem com a subestructurals ja havien estat estudiades fa
temps, per exemple les logiques de la rellevancia o algunes de les logiques multivalorades. El
punt de vista subestructural ha permes reconeixer els trets comuns a moltes d’elles, i s’ha pogut
atacar el seu estudi d’'una forma més sistematica.

46 Per a la condicio 4, la nocié de substituci6 es defineix de manera ad hoc en cada cas, a partir
dels endomorfismes de Te.

47 Es sabut que les substitucions, com a endomorfismes que sén, formen un monoide amb la
composicio.
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culars i de residuacio, en la linia del teorema 14, prenen ara més protagonisme.
Hom ha construit una teoria més abstracta (per tant, més simple) que unifica el
tractament de molts casos similars que s’havien estudiat un per un. Aixo ha
permes aplicar la idea d’equivaléncia deductiva no solament entre una logica i
una conseqiéncia equacional, siné també entre dues conseqiéncies qualssevol.
En particular, I’equivaléncia entre una logica en el nostre sentit i un sistema
de Gentzen, que ja s’havia estudiat a [1, 57] per a alguns casos particulars i
que no quedava inclosa en la presentacio de [6], ha estat estudiada a fons, en
aquest nou context, a [54].

11.7 Tractament categorial

Aix0 d’alguna manera significa una conjuncié de les dues darreres linies de
treball. D’una banda, I'ampliacié del concepte de logica per a acomodar les
necessitats de la Informatica Teorica ja fa temps que havia produit les institu-
cions [38], objectes basats en una nocié categorial de llenguatge, de maxima
generalitat i complicacio, i que incorporen també les components sintactiques
d’'una logica aixi com les semantiques. Les idees inicials de I'algebritzaci6 per
mitja de traduccions de seguida es van aplicar a les 1t-institucions [62], una
versié més abstracta de les institucions. D’altra banda, els lectors minimament
familiaritzats amb les categories ja hauran advertit un perfum clarament cate-
gorial a la definicié 13 o al teorema 14; la paraula adjuncié els haura vingut
al cap de seguida. Els plantejaments més abstractes de [6] s’han comencat a
reformular, estendre o generalitzar en termes categorials, de maneres diferents
(i en particular a Tt-institucions), a [34] i a [37].

12 Conclusio6

Hem vist com la idea de compatibilitat ens ha dut a 'operador de Leibniz, un
objecte purament algebraic que ha originat una nova visi6 de les relacions entre
la Logica i I’Algebra. La nova teoria ha establert dues jerarquies de ldgiques,
batejades amb els noms de dos grans logics, matematics i filosofs, Leibniz i
Frege. Tenim aixi dos criteris per a classificar logiques. Trobar la ubicacié d’una
logica en aquestes jerarquies ens permet saber algunes caracteristiques del seu
capteniment algebraic, i també logic, gracies als teoremes de pont. D’altra banda,
alguns dels problemes més interessants de la teoria general fan referéncia a
aquestes jerarquies i a les relacions entre si.

Si mirem enrere, en la historia de les matematiques, veurem que, en dife-
rents arees de la nostra ciéncia, i en époques molt diverses, els problemes de
classificacié han estat forces motrius molt importants que han condicionat
decisivament llur evoluci6. Cadascu pot pensar en el seu exemple favorit.

Podriem concloure, doncs, que la Logica Algebraica Abstracta ens doéna
una nova manera d’encaixar la Logica dintre de les Matematiques, no només
tecnicament, sin6é també pel seu esperit.

Pero aixo ja és tota una altra historia.
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