Processos empirics 1 aplicacions:
visio general amb biaix

Evarist Giné-Masdeu*
The University of Connecticut

Introduccio

La teoria de processos empirics gira entorn de la vella pregunta: com és de ben
aproximada la probabilitat per la freqiiéncia, o I’esperanga per la mitjana? I tant els
seus resultats com els seus métodes tenen aplicacié en estadistica asimptotica.

El periode classic, 1920-1960, considera funcions de distribucié de IR i també de
RY (Glivenko i Cantelli, Kolmogorov i Smirnov, Cramér, Kac, Doob i Donsker, Kiefer,
etc.). Aquest aspecte de la teoria encara es manté actiu, de fet amb nou impetu a causa de
resultats importants sobre aproximacions fortes. Aix0 no €s tractat en aquestes notes.

Vapnik i Cervonenkis, 1971, i Dudley, 1978, estengueren considerablement el camp
d’estudi i, de cam, rejovenirem la teoria de processos empirics. Tractaré de descriure a)
alguns dels resultats i me¢todes principals en la direcci6 que ells establiren (obtinguts per
diversos autors en el curs dels darrers quinze anys), bootstrap inclos, i b) en forniré una
aplicacid, a tall d’il'lustracié. La meva intencié €s donar una vista panoramica —necessa-
riament superficial, necessariament esbiaixada— del tema, que permeti al lector fer-se
una idea del contigut de la teoria i de les possibles aplicacions a I’estadistica asimptotica.

Plantejament d’alguns problemes

Sigui (S, S, P) un espai de probabilitats, i siguin X; variables aleatories i.i.d. (P)
(una mica més: de fet volem que X; : S™ — S, siguin les funcions coordenades). La
mesura empirica P, d6na masaLa cada observaci6 X, i=1,..., n:

1 n
P, =- bx,y, n=1,2,...
nz + "

=1

. . #F de X dins de C 1 - '
(e, Pu(C)= N ‘;f(x,))'

T

* Aquest treball, basat en les Forum Lectures donades per 1’autor al 20th European Meeting of Statisti-
cians, Bath, Anglaterra, setembre 1992, ha estat subvencionat en part pel Centre de Recerca Matematica
de I'IEC i per la National Science Foundation d’Estats Units



La pregunta que es feren Vapnik i Cervonenkis és la segiient: per a quines families de
conjunts mesurables, C C S, es verifica

sup |P,(C) = P(C)| = 0 en pr.o gs.?
cec

O, més en general, per a quines families de funcions F es té que

sup [Po(f) = P(f)] = 0 enpr.ogs.?
ia

SiS =IR i Cés el conjunt de semirectes (— oo, x], 1a resposta a aquesta pregunta
és el classic teorema de Glivenko-Cantelli. Vapnik i Cervonenkis substituiren, doncs,
en llur pregunta, (IR, B) per un espai mesurable general (S, § ) i la familia de semi-
rectes per families generals de conjunts i de funcions.

Podem fer-nos preguntes semblants sobre el teorema central del limit, la llei del

logaritme iterat, desigualtats exponencials, etc. o )
[Les respostes a aquestes preguntes haurien de ser forga ttils ja que sovint, en

estadistica, es t¢ necessitat de controlar quantitats comz f on (X)),on 6, és un
estadistic: el control d’aquestes variables féra conseqiiéncia del control de
sup | 2 fg(X) |, on el suprem és pres sobre el conjunt dels valors de la variable
0,. bv1ament cal considerar families { f,} més generals que no només indicadors de
semlrectes —com veurem més avall.]

Ara considerarem breument com plantejar el teorema de Kolmogorov-Smirnov
en aquest context general. Cal recordar que normalment el teorema de Kolmogorov-
Smirmnov s’obté com a conseqii¢ncia del teorema de Donsker sobre convergéncia fe-
ble de la funcié de distribucié (cumulativa) empirica, considerada com un element
aleatori de (0 com un procés amb trajectories a) I’espai D(— oo, o), 0 D(0, 1), de fun-
cions cadlag. No es pot definir un tal espai D sobre una classe general de funcions 7.
Pero, si

sup |f(s)] ;= F(s) < oo peratot s€S
feF

aleshores, I’aplicacié

f—P.f

¢és una funcio fitada sobre 71, si PF < oo, I’aplicacié f — P ftambé és fitada. Per tant
considerarem, en lloc de 'espai D, I'espai de les funcions fitades sobre F, amb la
norma del suprem,

llzll, = sup j=(f),
feF

que denotarem /(). El pont brownia jano sera el procés limit, ara. Per0 si P f2 < oo
aleshores, pel teorema central del limit a IR, n 2 (P, — P)(f) =, N(O, Var 5(f)) i de fet la



convergencia és conjunta en qualsevol nombre finit de funcions f. Aleshores. caldra
canviar el pont brownia pel procés gaussia {Gp(f) : f€- ¥} centrat, de covariancia

EGp(f)Gplg) =Pl(f -Pf)g —Pg)l, f.g€F.

I, per analogia amb una de les diferents definicions equivalents de convergencia en
llei a IR 0 a IR%, direm que

F e TCL(P) o que F és P — Donsker
st
(1) Gpésun‘bon’ procés,isi
) peratotal I(¥) — R fitada i continua.

E*H(n:(P, —P)) — EH(Gp).

[Aclariment sobre (1): *bon’ procés significa que la llei de G, €s ajustada o Ra-
don en I”( ), condici6 que ¢s equivalent al fet que G, tingui una versié de trajecto-
ries fitades { uniformement continues en la seva propia L, - pseudométrica o, el el
nostre cas, en la (pscudo) metrica ¢,(f, g) = v P(‘ — 2)%. leugerament més tractable.
Sobre (2): E* denota integral exterior ja que /1 (n2 (P, — P)) no 1€ per qué ser mesura-
ble —si bé en aquest treball tendirem a oblidar-nos de les condicions de mesurabili-
tat.]

Per exemple, si 4 és P-Donsker aleshores. sota condicions de mesurabilitat que a
la practica es complceixen gairché sempre. es dedueix el seglient resultat, analeg al te-
orema dec Kolmogorov-Smirnov:

sup [n1(Po(f) = P(f))] =, sup |Gp(f)I.
feF fEF

I també es verifica aixd mateix per a qualsevol funcional continu per la norma del
suprem sobre .

La definicié anterior ¢s deguda a Dudley (1985) 1 a Hoffmann-J¢rgensen (1991),
conjuntament.

Ara, doncs, podem preguntar-nos: per a quines classes de conjunts ( = funcions
indicatrius) o de funcions ¥ es té que ¥ € TCL(P)?

I aqui cal dir que la resposta a aquesta pregunta produeix resultats intermedis que
sén sovint més utils que els mateixos teoremes de limit, concretament, desigualtats
maximals: normalment, hom demostra que ¥ € TCL(P) verificant una especie de
criteri generalitzat de Prokhorov (Dudley, 1984, i una demostracié més senzilla a
Giné i Zinn, 1986): una classe mesurable de funcions ¥ tal que H P H g < o €és P-
Donsker si i només si F' compleix les dues condicions segiients: )

(i) (¥ e,) ésun espaitotalment fitat i ]

(i) limg_, , lim supn_mEsupe,,(f’g.)S (s”?] (P,:—P)(f—g)l =0.

f.ge 7



Anomenarem aquesta segona condicié equicontinuitat asimptotica del procés
empiric. Tot sovint les aplicacions requereixen simplement el control de la qualitat
dins del limit de sobre, 1 atényer aquest control €s la part principal de la demostracio
de gairebé tots ¢ls TCL per a processos empirics.

Sobre les ‘solucions’ als problemes anteriors

Hi ha disponibles solucions gairebé completes als problemes plantejats a sobre
(LGN, TCL: i també LLI), encara que en termes no gaire tils, almenys a primera
vista. Tot seguit descriuré les solucions a I’LGN i al TCL, perd només per a classes
de conjunts.

A fi d’introduir el concepte adequat, primer descriuré un procediment d’aleato-
ritzaciétil i senzill.

Siguin
0 {X!} unacopia independent de {X,},
. n .
0 Pn=% .=15X‘f,l '

!

0 {&} una successié de Rademacher (¢, = +1 0 —1 amb probabilitats % indepen-
dents) independent de totes les altres variables.
Aleshores, suprimint ¢l subindex ¥, es té, per simetria, Jensen conditional, i Fu-

bini,
E|P, - P|| = E[|(P, — P) —- E'(P}, — P)]|
1 n
< B[Py - Pl =E|~ > (6x, = éx)ll
i=1

- E”-:; 3 eilbx, — 8x)ll

i=1

1 n
< 2E[|= ) eidxi|
=1

N Ly 1y,
Bl Do el S Bl 3 etox, =Pl + (up [PADEL, 2 el

i=1
1
< — bx; — P
< 2B Ex||~ i<n§. 5:1( xi =Pl

1 n
+ (sup [PFEI~ ) el

1 n
< 2B|[P, — Pl + (sup [PF)EI ;e,l-
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Per tant, suposant sup fe F | Pf | <oo,

|IP, — P|l — 0 siinomés s H-—ZE x| — 0

1=1

(g.s. 0 en pr.: aquestes successions son submartingales invertides).

Posem per cas, ara, que ¢ sigui una familia tan complexa que, per a tot n, amb
probabilitat o, +> 0, cada subconjunt de la mostra enésima, {X,(®),....X, ()}, sigui
la interseccié (de la mostra) amb algun subconjunt C € (. En particular, els subcon-
junts {X(w) : €= 1./ < n}son interseccions d aquestes i per tant es € que, amb proba-
bilitat almenys o ,

H‘_‘Zg&‘ > #{7<n:5i=1}.

Com que aquestes variables aleatories tendeixen g.s. a%resulta que és impossible
que ” %Z,—-] 16Xt | i i i
P —P|| — O&n probabilitat.

Per tant, cal cxaminar les traces dels conjunts de la col-leccié C sobre les mos-
tres. La solucié de VC a la LGN uniforme és: sota mesurabilitat, ' LGN uniforme so-
bre Ces pot caracteritzar per la cardinalitat de les traces dels subconjunts de ¢ sobre
les mostres. Explicitament: Si,pera  ¢§ ix,....,x, € S, definim

AC(Il,_..,m,.):#{C’ﬂ{I], ..... v} C€C},
es té:
TEOREMA 1. (Vapnik i Cervonenkis. 1971 ). Sota condicions de mesurabilitat,
1Py =Pl =0 g.s. (pr)
si i només si

1OgAC(Xlw~a- )

n

— 0 pr.

De fet, Vapnik 1 Cervonenkis obtingueren la llei feble i1 Steele observa que la llei
forta es complia sota les mateixes hipotesis.

[Una condicioé de mesurabilitat sota la qual tots els teoremes d aquest article s6n
certs és la segiient: (S.5) ¢és un espai de Suslin (p.e. la imatge d"un espai metric, sepa-
rable i complet per una funcié mesurable), i € es pot parametritzar pels elements d'un
altre espai de Suslin (@, 4) de manera que la funcidé d’avaluacio (6, s) — lce (s) és
mesurable conjuntament. (Dudley, 1984)].

Exemple: si C = {(—oo,x] :x € IR}, aleshores A%(x,,....x,) <n+ 1,iel teorema
de Glivenko-Cantelli es dedueix del teorema 1, amb molt d’escreix.

Un fet remarcable, degut a Sauer (1972) i a Vapnik- -Cervonenkis (1971) indepen-

dentment, és que, o bé
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m€(n):= sup AS(T)=2" per atotn
#15n

z

o bé
m&(n) creix polinomialment

En el segon cas direm que Cés una classe VC de conjunts. I naturalment, pel teo-
rema 1, la llei dels grans nombres es verifica uniformement sobre qualsevol classe
VC. ]

Exemples de classes VC de conjunts:

Els quadrants inferiors esquerres de IR (VC, 1971).

Els semiespais tancats de IR (VC, 1971).

Les esferes tancades de IR¢ (Dudley, 1979).

Si G és unespai vectorial de dimensio finita de funcions reals, aleshores {g>0:
g € G} és VC (Dudley, 1978). I si aquestes funcions sén polinomis de grau fi-
tat, les projeccions d’aquests conjunts sobre menys variables també formen
una classe VC (Stengle i Yukich, 1989).

0 Les classes obtingudes de classes VC per un nombre finit d’operacions boolea-
nes també s6n VC (Dudley, 1978).

(el e Rl

La solucié al problema del teorema central del limit uniforme sobre classes de
conjunts és descrita pel teorema segiient. Es convenient primer d’introduir la notaci6
segiient: direm que la classe de conjunts C €s P- pregaussiana si el procés {G,(C) :
Ce C}ésbo.

Aleshores:

TEOREMA 2. (Giné i Zinn, 1984, i Talagrand, 1988). Una classe mesurable de co-
junts, C, és P-Donsker si i només si:

(1) CésP-pregaussiana i

(2)

log A€(Xy,..., Xn)

1
n?

— 0 pr.

Les classes VC de conjunts sén P-pregaussianes i, per tant, si son mesurables, el
teorema 2 s’aplica 1 es dedueix que son P-Donsker (el teorema central del limit per a
classes VC mesurables fou demostrat originalment per Dudley, 1978).

Hi ha teoremes semblants al tcorcma 2 per a classes de funcions: vegeu Giné i
Zinn, 1984 i 1986 i/o Ledoux i Talagrand, 1989,

La demostracid del teorema 2 és massa llarga i complicada per a ser donada en
una conferéncia general; donarem només les demostracions de la part de suficiéncia

12



del teorema 1 i de la versi6 del teorema 2 per a classes VC. Les demostracions consis-
tiran basicament en la tecnica de transferéncia de propietats dels processos gaus-
sians a processos empirics per mitja d’ aleatoritzacié i condicionament, que ha de-
mostrat ser de molta utilitat. Aquesta técnica fou introduida en els processos empirics
per Giné i Zinn, 1984, perd no és nova: per exemple Marcus i Pisier la feren servir
abans en llur estudi exemplar sobre s¢ries de Fourier aleatories. L aleatoritzacié mit-
jancant variables de Rademacher, també feta servir abans en situacions similars. fou
introduida per Pollard, 1981. en els processos empirics. i €s tot el que necessitariem
en les demostracions que segueixen, pero |'aleatoritzacié per variables normals, que
és basica en les demostracions de les parts de necessitat del teoremes anteriors, €s
més comoda.

Es classic i prou conegut que si g ~ 1 <N, tenen distribucié N(0, O.iz) aleshores (en-
cara que siguin independents)

(%) Em‘l‘( lg.] < 2% /log N 112516 a,.
l_A

[Vegeu-ne pero la demostracio de Pisier, adhuc més general: sigui ¢ una funcié con-
vexa, Creixent i no negativa (com ara ¢(x) = exp x?) i siguin ¢; constants tals que

il o .
E¢( ‘. ) <
aleshores
(ﬁ(Emh‘xKN léll) < E(b(l le)
maxiSN C;
_ IEJ
= Emixo(T7) SN
i per tant,
Er&ég &l < rzS“(cN)rggg; ci;
(*) se’ndedueix JaqueEexp —\/_ 2.]

Sigui ara g una variable N (0, 1) genérica i siguin g; N (0, 1) i.i.d., independents
de la mostra i de les &, Continuant una de les desigualtats de simetritzacié de més
amunt, tenim

l n
E[P, - Pl < 2E|~ Zenﬁxi(C)llc

—2Eu—Ze (Elg:bx(Ollc g7 E| |

=1
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s 1 & N
NEE > 0x Ol

1 n
= [3ExBIL L atn Ol
=1

Condicionalment sobre la mostra, I'expressi6 [|137_, ¢.8x(C) ”c és un suprem
sobre una col-leccié de normals. La variancia de cada una delles és dominada per
L ¥ 1=L Taraobservem que

Cn{Xy,...,X.} =Dﬂ{X1,...,Xn}
= Zgi‘SX.'(C) = Zgi&xi(D)’
i=1 i=1

és adir, que el suprem || - || - és realment només un maxim sobre
N =AX1,...; Xn)

termes. Per tant, (*) ens dona

4
E”Pn "‘P”c < zﬁE\/logA (Xl""vXn),

n

que és essencialment la part directa del teorema 1.

Ara demostrarem parcialment la part de suficiéncia del teorema 2 per a classes
VC de conjunts mitjangant la transferéncia a processos empirics d’una propietat basi-
ca dels processos gaussians: la desigualtat maximal en termes d entropia métrica.
Primer descriurem la versié més simple d’aquesta desigualtat. Sigui {G(¢) : 7€ T} un
procés gaussia centrat i definim eé (s, 1) = E(G(f) — G(s))2. Definim també el nombre
de cobriment N(T, e, €) de ’espai (pseudo) métric (7, e;) com el minim nombre de
es-esferes de radi no més gran que € necessari per a cobrir 7. Aleshores hi ha una
constant universal X tal que, per a tota versio separable de G, i tye T

(%) Esup |G(¢)] < I\.’/ Vg N(T,G,e)de + E|G(to)]-
0

teT

Aquesta és una forma simplificada del teorema de Dudley, versié de Piser. Per a
demostrar-la prenem, per a cada k € IN, un conjunt de N(2) punts de T, 2*-dens en
(T, e;), i n’assignem un a cada punt 7 € T, posem per cas m t,amb la propietat que
es(mt, 1) < 2-*_ Aleshores suposant, sense perdua de generalitat, que T és finit i t€ dia-
metre 1 i que G(m,¢) =0, tenim

Esup |G| £ Z Esup |G(m-1t) — G(mit)|
T T
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i podem aplicar la fita (*), tot observant que, per a cada k. el suprem és sobre no més
de N(27%)? termes, cada un amb desviaci6 estandard no més gran que 3 - 2% (per la
desigualtat triangular ja que 7,7 i ,_,7 s6n tots dos prop de 7). La s€rie numerica que
en resulta és equivalent a la condicid integral.

Per aplicar (**) a classes VC necessitem una altra propietat remarcable d"aquestes
classes de conjunts (Dudley. 1978): si Cés una classe VC aleshores existeixen cons-
tants positives i finites ¢, i ¢, tals que. per a tota mesura de probabilitat Q sobre S,

1
N(C1 LQ(Q)v E) S CIS—CQ« e < 5
Afegint aquestes dues desigualtats en un dels calculs anteriors. tenim:

Ent|[P, - P|, <I\EXEQ|| ZJ:‘S\ lle

1
< I\'E,\'/ VIog N(T, Ly(P,).¢)de + 1
0

1
. 1 .
< K / \/log =de + 1 < 00 uniformement en n
o €

(on les K son constants universals no necessariament iguals cada vegada que aparci-
xen). Aixo ens dona, doncs, la fitacio estocastica dels processos empirics. i no cal tre-
ballar gaire més per obtenir ¢l TCL complet. La desigualtat de sobre és un exemple de
desigualtat maximal per a processos empirics.

Tant el teorema 2 en tota la seva gencralitat com la part de necessitat del teorema 1
es poden demostrar fent servir teoria de processos gaussians més refinada. cilculs més
refinats, i una molt intercssant desigualtat d’aleatoritzacié gaussiana inversa que do-
narem més avall. De fct, com hem fet notar més amunt, 1"aleatoritzacié gaussiana no
és estrictament necessaria cn les demostracions acabades de fer perd €s essencial en
les parts inverses d’aquests teorcmes.

Els teoremes descrits a sobre solucionen cl problema (de 'LGN i/o del TCL) no-
més en part: A°(X,.....X,) depén de la mostra i de vegades ¢s dificil de calcular. La si-
tuacié encara és pitjor per a classes de funcions. on el lloc de A el prenen ¢ls nombres
de cobriment de ¥ relatius a les distancics I (p,) (els seus logaritmes s’ anomemen en-
tropies empiriques). Per tant, els resultats descnls a sobre, si'bé descriuen admirable-
ment la cancel'lacié que fa treballar les coses. dificilment es pot dir que constitueixin
receptes facils d’aplicar. De fet, s6n per a fer servir només quan els teoremes que do-
nen condicions suficients de convergeéncia més senzilles no funcionen. Donem ara,
doncs, els dos criteris més importants d’aquest tipus (ordenats segons la freqiiencia
amb que es fan servir).

Una classe de funcions ¥ és VC-subgrdfica si els subgrafics de les funcions de la
classe formen una familia VC de conjunts (subgraficdef: {(x,) e SXR:0<¢t<fx)o
f(x) £t <0}). Els espais de funcions de dimensi6 finita sén VC-subgréﬁcs i també ho
és {q(C)l.:Ce ¢} sicés VC.
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TEOREMA 3. Sota condicions de mesurabilitat, si F és VC-subgrdfica aleshores:

(@) (GinéiZinn, 1984) PF <o = ||P,-P|| ;>0 gs.
(b) (Alexander, 1987) Les proporcions segiients sén equivalents, i son implicades
per PF? < oo
(i) lim, , r*P{F <t}=0i¥és P-pregaussiana, i
(if) ¥e€ TCL(P).
Tant (a) com la part de suficéncia de (b) també s’apliquen a altres classes de fun-
cions relacionades amb la propietat VC, com les classes *VC hull’, etc.
Aquest resultat inclou el segiient molt til resultat de Pollard (1982):

COROL'LARL. Sigui ¥ una classe mesurable de funcions f tals que |f I <Fe
Ly(P).sigui || F|| 5. o= ([F2dQ)%. i sigui D,. y(x. )= sup N (x. 5 F Lo(Q)). on
el sup és sobre totes les probabilitats Q de suport finit; aleshores, si

1 1
/ (log Dy p(z,F))*dz < oo,
0

la classe de funcions ¥ és P-Donsker (és a dir, F € TCL(P)).

Si aquests resultats no s’apliquen a un problema donat, aleshores la millor mane-
ra de procedir és mirar si s'aplica un resultat d’entropia métrica per Lp-intervals
(“bracketing’).

Definim

N!\(F,P,e), € >0,

com el minim nombre de parelles de funcions mesurables % fUtals que

(i) peratotafe # hihauna parellatal quef- <f<fYi
(i) P(fU-fhyr<er.

log N{] (‘F. P, &) s’anomena I’entropia métrica per Lp—intervals de 7.

Per exemple, si P és la mesura de Lebesgue del quadrat unitat de IR? i Cés la fami-
lia dels conjunts convexos tancats, aleshores log N (¥, P, €) és de I'ordre de £
(Bronstein, 1976). Dudley (1984) calcula (o esu'mas I’entropia per Lp-intervals.de
classes de funcions diferenciables i de classes de conjunts amb fronteres diferencia-

bles.

TEOREMA 4

(i) (Blum. 1955; Dehardt, 1971) Si N! (#. P, £) < oo per a tot £> 0 aleshores
|P,-P| ,—>0gs. .

(i) (Ossiander, 1987) Si j: log N[z] (F. P, £)de < o0, aleshores Fe TCL(P).
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Andersen et al., 1988, conté un refinament irmillorable del teorema d’Ossiander
on la magnitud dels ‘segments’ s mesurada per la distancia L, feble, i la seva cardi-
nalitat controlada per ‘mesures majorants’. L'estimacié de 'entropia per L,-seg-
ments es basa en el control de

E  sup (f-2)*X),
FE(f-gR<8

que no 1€ per que ser facil, perd que és molt més senzill que el problema original. Més
avall considerem un exemple on es fan servir els teoremes 314.

Encara hi ha una altra ‘recepta’ que potser és la que cal provar primer: si el suport
de P esta contingut dins I’esfera unitat d'un espai de Banach de tipus 2 o de cotipus 2
isi Fés un conjunt fitat del dual, aleshores es pot aplicar la teoria del teorema central
del limit sobre espais de Banach separables. Aixi s’obtenen, per exemple, els dos re-
sultats segiients:

TEOREMA 5

(i) (Borisov, 1981; Dudley i Durst, 1980) Si P és discreta aleshores la familia de
tots els subconjunts de S sempre satisfa la llei dels grans nombres. i satisfa el
teorema central del limit si i només si

i
D picoo

(i) (Giné 1 Zinn, 1986b) La classe ¥ de totes les funcions reals f tals que
1Al < Vi flflly,, < Usatisfa la llei dels grans nombres per a tota P, i sa-
tisfa el TCL per a P si i només si S P i< x| <i+1}<oo Suprimint la
condicié de fitacid, la condicio per al TCL esdevé Y P{|x| > i} <oo,

El que hem fet fins ara constitueix una visié molt parcial del tipus de resultats
que hom pot trobar dintre de la tcoria de procesos empirics. Hi ha molts temes que no
s’han ni esmentat, ¢n particular, desigualtats exponcencials, classes universalment i
uniformement Donsker, U-processos, etc. perd ens aturem aqui a fi de comentar. en
el que resta, la utilitat d"aquesta teoria i el boorstrap.

Els teoremes anteriors s”apliquen d’una manera molt til i senzilla a la construc-
¢i6 de regions de confianga: si ¥ captura propictats d'interes d una distribucid, 1 si és
P-Donsker per a un conjunt prou gran de P (potser tota P, o tota P tal que PF? < oo,
pot ser interessant construir regions de confianga per a 2 de la forma |P, —P| P
< on 2. Per exemple, Beran i Millar, 1986, prenen per 7 la classe dels semiespais de
IR?. Els cal afrontar dos problemes: un ¢s la computabilitat de lanorma [[P, —P{[ .
i Ialtre és que la llei limit de #2 || P, = P || . és a dir laliei de || G, || . depen (en aquest
cas, i molt sovint) de P, que és desconeguda. La primera dificultat es pot atacar cer-
cant el maxim per procediments aleatoris (random search). cosa que Millar esta estu-
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diant. I hom pot eludir la segona dificultat mitjangant el bootstrap, el qual sera consi-
derat a la darrera seccio.

Els teoremes de limit anteriors també son utils en conjuncié amb el «delta met-
hod>»: 8(P) podria ser una funcié sobre mesures de probabilitat Fréchet (0 Hadamard)
diferenciable en [~ (#); e.g.

0(Q) - 6(P) =ffpd(Q— P)+o(||Q-P|| ).

Aleshores, si fP ¢és de quadrat P integrable i si ¥ €s P-Donsker (amb una mica menys
n’hi ha prou), es té .
n2 (6(P,) - O(P)) — ,N(O, Var,f,..

El bootstrap de processos empirics commuta amb la diferenciacié (com va ser
observat per Bickel 1 Freedman, 1981, i com és facil de veure).

I, certament, hom t¢ les desigualtats maximals, que s’estan aplicant amb molt
d’&xit tant en I'estimacié de funcions com en la teoria asimptotica d’estadistics com-
plicats.

Wellner, 1992, descriu unes quantes aplicacions dels processos empirics en esta-
distica i, en un congrés recent, D. Nolan passa una llista de més de 90 referéncies dels
ultims deu anys on ¢s fa servir alguna part de la teoria acabada d’exposar.

A les dues seccions que resten veurem un exemple d’aplicacid dels resultats aca-
bats de descriure (el limit de 1a mediana simplicial empirica) i també considerarem el
bootstrap de processos empirics.

Acabarem per0 aquesta seccio amb la desigualtat d’aleatoritzacié normal esmen-
tada a sobre. Aquest resultat és una petita modificacié d’un resultat de Piser (Giné i
Zinn, 1984). i la demostracio que en segucix és nova. Com hem vist a sobre, per Jen-
sen, és ben clar que || Y g, S, || és estocasticament més gran que || 2 E 5x | . Elque
és sorprenent és que dquestcs variables son practicament de la mateixa mlda En lloc
de normals, prendrem multiplicadors bastant més generals.

PROPOSICIO 6. (Pisier, comunicacié personal: Giné i Zinn, 1984). Siguin Y. Y,
i € IN, variables aleatories i.i.d. prenent valors en un espai de Banach i siguin &,
&, ie IN.variables aleatories reals simérr, zques i.i.d., independents de les Y, Supo-
vemE” Y. <o0iA, —f) (Pr{| &] >u)y du < oo, Aleshores es 1é que per atoine
INizor n(,Sn

an n \ 1 -
E1|~-}:£} [ <noEllY HE(T—‘K?—'U)+A2,1(£)"orz<1g>§nEllr% D @il

1= no<i<k

(Canviant E per E*, aquesta desigualtat també es verifica encara que Y no sigui me-
surable.)

DEMOSTRACIO. A fi que es pugui apreciar la simplicitat de Ia demostracid. primer
considerarem ¢l cas n, = 0, que €s la desigualtat que Pisier ens comunica. Vet aqui la
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demostracio a basc de desigualtats que, per al lector que ha seguit aquest article fins
aqui, s’expliquen soles:

n n

1 i 1 .
EH;; e = Bl > edayi
=1 =1

1 o~
= Bll= Z(/ 1t < (&))< Vi)

i=1 YO

| R
=E “1’/ I(t S @ )Ezy'x dt
I ) (o < leey)a
X ] n
< [TEI S < ey
0 ? =1

#6021}

(e o) 1 .
:/ Bl Y el

0 T2 i—1

& N n 1 k
:/ (SoPeAd- 10l = ) = KB Y evi)dt

0 k= i=1 nE o

e} n k

1 et 1
< (- VEPr I(J&] > t) = k}dt ) max E||— &;Y;
-(/Z (o T61 2 0 = 1) Bl 3 ey
-4 [E , 1<|ei|zt>dt)méxEni§kjeml|

nt Jo =1 k<n TV =1

oo 1 &
< (/0 Pr{l¢| > t}dt) r{lsazcEHﬁ é&Y,H

Enel cas nj >0, continuem després de la sisena linea de la manera segiient:

n

g(/0 Pr{3 16l 2 1) >o}dt)maxE|| ZeYH

=1

m/ Z \/_Pr{ZI(|§I>t)_k}dt) néa)é E”\/_Zg}’”

0 k=ng+1

et . ng
< (/0 Pr{mbx 6 > )dt) “FEIY| -+ Aea(6) mix E][\/_ZEY”

+ A2, (€) max EH—— > eyl

maxk<n |§,[)
3 <k<n no<i<k

= noB|[Y[E(
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Una aplicacio: distribucio asimptonica
de la mediana simplicial empirica

Sigui P una probabilitat cn el pla. La mediana simplicial de P €s el punt (o conjunt
de punts) amb més probabilitat de pertanyer al triangle determinat per tres observa-
cions independents de P. Formules: donat 8 € IR? (0 IRY, perd prenem d = 2 per sim-
plicitat d’exposicié), sigui C, ¢ IR? x IR? x IR? el conjunt de les ternes de punts
(X, Xy X;) € (RH) tals que € S(x,. x,, X,), el triangle (obert) determinat pels punts
X (s Xoe X33 aleshores la mediana simplicial de P es defineix com

0= 6(P)) = argmax P C,,

Aquesta definicio és deguda a R. Liu, 1989, que fa servir simplexs tancats (no impor-
ta que els triangles siguin oberts o tancats si P déna massa zero a qualsevol linea rec-
ta. com suposarem: pero si que hi ha diferéncia a la definicio segiient). Si X, i <n, sénn
observacions independents de P, la corresponent mediana simplicial empirica és
qualscvol dels punts que pertanyen al maxim nombre de triangles simplicials
S(X,, X, X,). Es adir, la mediana simplicial empirica és

6 e {argmax D (6)}

on

. 1
D(0)=UP(Co) = = > Te(Xi, X5, Xa).

(3) i<j<k<n

(De fet, puix que considerem triangles oberts, D, (6) = PflC ¢ Per0 jo prefereixo la no-
tacié d’U-estadistiques.) Es potescollir 6, € {arg max D (6)} de manera que 6, sigui
una variable alcatoria per a tot . i aixi ho fem d’aqui endavant. El procés {D (6) :
8 € IR?} s"anomena procés de profunditat empirica. Si P és angularment simetrica al
voltant de 8, i t¢ densitat no nul-la a 6,, aleshores 6 €s la seva mediana simplicial
dnica;, farem aquestes hipotesis, i més, sobre P. Puix que 8 és un parametre interes-
sant de P (n’és un parametre de posicio bastant robust), la pregunta a fer-se és: com és
de ben aproximada O per 6,

D,(6) no ¢s un procés empiric sind quelcom que es pot estudiar amb metodes
semblants: D, () és un U-procés. Per a cada 6, no és una suma de variables indepen-
dents, sin¢ una U-estadistica. Nolan 1 Pollard, 1987, 1988, i Arcones i Giné, 1991,
han desenvolupat la teoria d”U-processos: en particular tenim resultats completament
analegs als teoremes 1, 3 i 4. El corol-lari d aquests resultats que €s rellevant per a
I’estudi de la mediana simplicial empirica €s el segiient:

PrOPOSICIO 7. (Arcones i Giné, 1991). Sota mesurabilitat, si C és una classe VC
de conjunts mesurables de ™ aleshores

() U™ (S(C)-P™C) || =0 gs. (LGN uniforme)
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(2) nd( U (s(C)) = P™C)) >, un procés gaussia, en 1= (C)

3) n?k'(U;") (10,5(C)) = unprocés de caos d’ ordre k, enI”(C) pera } <k <m.

En aquest tcorema s denota simetritzacio i les 1, son les projeccions de Hoeff-
ding. En el nostre cas, C, ¢s simétric i, per tant, s no s’aplica; projeccions de
Hoeffding:

(M C) Xy, x) = (S = P) .. (8 ~P) P+ C,

e.g. ‘ )
mCo(z) = (6, — P)P2C,

= (P2Cy)(z) - P3Cy
= //[CO(I],IQ,J?)dP(xl)dP((EQ) — Pacg.

Laclasse C={ Cy: 8 € IR?} és VC: donats n ternes de punts §,.....S, € (IR?)?
tenim, €.g.
Co (S 8,) = {5,,S,)
siinoméssife S, NS, NS5 ...NS;.

Per tant, A€(S,,....S,) < el nombre més gran possible de regions que 3n linies de-
terminen en el pla, nombre que, per recurréncia, es pot veure facilment que és

N 3n(3n +1)
2

24243+ ... +43n=1

(cada sumand correspon a I’addicio d’una linia nova en el pla). Aixi doncs, ¢és VCi
la proposicio 7 s”aplica al procés de profunditat simplicial.

Comencem per descriure com emprar la llei dels grans nombres uniforme per a
obtenir la consistencia de la mediana simplicial empirica. Suposem que P té una me-
diana simplicial dica 6, i que dona massa zcro ales linies: aleshores,

0 I'ajustament de P* implicalim| g _, ., P’Cy=0
0 7, — 0=>limsup P’C; <PC,, ésadir lafunci6é 6 — P3C, és semicontinua
. n
superiorment.

(Noten P*9C, = 0 per a demostrar, com un execici, la segona afirmacié). Aquestes
dues observacions clementals, juntament amb la unicitat, impliquen identificabilitat,
ésadir,
de:= P3C90 — sup P3Cg>0peratote>0.
l6-8, >

Aix0, juntament amb I'LGN per ala classe ¢, dona
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é
Pr{sup |8x — 6y| > e} < PY{S“P(PSC% - Pac"k) > —}
k>n k>n 2

- Pr{sup(P3000 — D(6o) + Di(60) — Di(8)

k>n "<
500 L 8
+ Del6y) = PX(6)) > 5

é
< Pr{Qigp |P*Co — Di(6)]] > 5} - 0.

Ara obtindrem la velocitat de convergéncia (i la normalitat asimptotica) de 6, mit-
Jangant un procediment de Pollard, 1985, per a M-estimadors. Van de Geer, 1992, i
Birgé i Massart, 1991, tenen altres maneres de fer servir la teoria de processos empi-

rics per a obtenir velocitat de convergéncia d’estimadors.
Suposem 6, =01 definim U(6) = P3C & Sota regularitat de f: = dP/dx tenim

U(6)=U(0) -6 A~ 6'+0(| 6]?)
per a @petit, on A4 €s simetrica 1 positiva definida. (En el nostre cas, sota suficient re-

gularitat,
A= —‘L [TIf1" (x, Xy, x)dx, dx, dxy
0
on [ I1f]" és la matriu de segones derivades de la funcié Hi f(x; + 6) respecte de
0a 0=0; si P=N(0,]) aleshores A = %Id.) Com que 6, — Oenpr. (de fet g.s.) exis-
teix ¢ >0 tal que
enlfy[* <n(U(0) = U(8,)) +op(1)

<n(UM =P (Cy, — Co) +n(Dn(0) — Dn(6,))  +op(1).
N ee——r L0

La dcscomposicié de Hocftding ens déna

n(U) = P¥)(Cy, — Co) =n(Pn — P)(P*Cy, — P*Cy)

3
3 .
+n Z <k) U (mi(Cs,, — Cy)),
k=2

i com que PXCy— Cp)* — 0 quan 8 — 0, la proposicié 7 implica (per la condici6
d’equicontinuitat asimptotica associada a aquests teoremes de limit)

limlimsup E sup nt | UR(n(Cy-Cp)| =0
50 n—so0 lol <5

Amb aix0 ens desempalleguem doncs dels termes d’ordre més alt i obtenim

en | 0,|*<n(Pn—P)(P*Cq,— P2C,) + 0p(1).

1353
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Suposem que P*C, és suau (les dues integracions fan versemblant que ho sigui) en el
sentit que existeixen «bones» A1 r tals que

*) (PXC ) x) = (P2C,) (x) + 0+ A(x) + | 8] r(x. 6).
Aleshores,
cn|6,12<nT) 6, [(|nH(P,~P)(A) | + [nF(P,~P)(r(-.6,)] ) +0p(D).
De fet, si es verifiqués que
E|A|?<eo i sup E sup |[nf(P,—P)(r(-,0)]| <o
n lo] <5
tindriem que

8, < ((Op(1)(1nF18,]) + op(1).

1 aix0 ens donaria
1
n20,] = Op(1).

Si la classe {r(x. 0) : | 8| < 8} és P~ Donsker i Er* (X, 6) — 0 quan 6 — 0.
aquest argument ¢s pot refinar i obtenir

w30, =, N(0, A7 (CovpA)A™")

que és el que passa ¢n aquest cas. De fet,
Ale) = / Iey(xy, a9, 2)[ITf] (zy, 22)da, dz,
()2

on [ITf]' (x,, x,) és el vector de derivades parcnals de la funci6 f(x, + 9)f(\7 + 6) res-
pectede 0a8=0.SiP=N(0,1),A(x)= (,[;) | s X #0,1¢l lmntesN(O 1)

Resulta doncs que el problema es redueix a demostrar que la classe de funcions
{r(x, 8): | 8| < 8} és P~ Donsker. Per simetria angular P2C,,(x) = §si v # 0 i, com
que els triangles son oberts, 6, # X .. aquestes dues observacions i la definicié (*) de r
donen, per axz0,

r(z,0) = [PZCa(r) Co(x = 0) =6 (Alz — 8) + (A(z ~ 6) — A(x)))]

61
1
~ 6l //Ic"(xl"”’x = (T2, fzi + 6) — 2., f(w:) — 6 (T1f)'(21,22))dz1dey

+ (A= 6) = (),



El segon sumand €s una suma d’integrals de la forma
6, \
T()T / / {[(;'0(1f] , Lo, T — 9} — ICO(Il, Ty, I)]fi(l‘])f(xz)ditldl‘g.

Amb x|, v, 6 fixes, el conjunt de x tals que (x,, x,, x) € C, €s el con amb vertex a €1
fronteres les semirectes {/lvl A <0}, {)ch7 ,l <0},1 aquest cons formen una familia
VC de subconjunts de IR2. AR SUP | <5 lfy(x + 1) | (per a algu-
na d > 0) son integrables Rlemann aleshores resulta que, per a algun M > 0, les fun-
cions = #(-, 6) son dins la clausura puntual de I'embolcall convexa, simetrica del con-
junt d’indicadors d’aquests cons. Es sabut que aixod implica que la classe {r(x, 6)
| 6| < &} ¢s P-Donsker (Dudley, 1985).

Sota condicions no tan restrictives sobre f, £, fu adhuc sense I’existéncia de fu
encara cs pot demostrar, aplicant ¢l tcorema d’Ossiander, que aquesta classe és P-
Donsker. Aixd implica estimar

E sup r¥(X, 6)
j6]<e

E  sup  |r(2,8) - (X, 8, 18] > .
0116 -8 <ed

Resulta que aquestes quantitats son dominades per poténcies positives de €1, per tant,
que cls nombres de cobriment per L -intervals sén petits.
Aquesta seccio ¢s una ressenya d’Arcones, Chen i Giné, 1992,

Kl bootstrap

El test de Kolmogorov- -Smirnov en dimensié més gran que u és dificil d’aplicar
perque la llei de ri* ||F, — F | depen de la distribuci6 F. Aixo no és una excepcio:
normalment la distribucic Iimit de || P, ~ P | , depén de P (que, normalment, és
desconeguda). E el fet que. en dimensio u 1 pera C {(-=9o.x] :x € IR} i P continua,
no en depengui, que és excepcional. Per tant, el bootstrap hauria d’estendre molt
considerablement 1'aplicabilitat del TCL per a processos empirics. Bickel 1 Freed-
man, 1981, demostraren, fent servir metodes que només s’ apliquen satisfactoriament
en IR (representacions gairebé scgures), que 1'estadistica de Kolmogorov-Smirnov
en IR es por «bootstrapejar». Gaenssler, 1985, estengué aquest resultat a classes VC
de conjunts fent servir les cxcel-lents propictats de I"entropia metrica d’aquestes clas-
ses. Giné i Zinn, 1990, demostraren que ¢l TCL per a processos empirics sempre €s
pot bootstrapejar, almenys sota les condicions de mesurabilitat habituals. Els nostres
resultats han estat estesos ta poc al bootstrap amb pesos intercanviables («exchange-
able») i amb magnitud arbitraria (perd tendent a infinit) de la mostra bootstrap per
Pracstgaard i Wellner, 1992, fent servir en part, els nostres metodes. En aquesta sec-
¢io comentaré els nostres resultats i els metodes comuns., que poden ser d’interes en
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altres situacions. També€ consideraré breument el bootstrap parametric i, més en ge-
neral, el bootstrap basat en ¢l model cstadistic.

Com en seccions anteriors, tenim (5,5 ,P), un espai de probabilitat general, la
mostra {X }, i, sempre que els necessitem, multiplicadors independents de la mostra,
Rademacher { &}, normal estandard {g,} i Poisson amb parametre % {N.}, o Poisson
simetritzats, {Ni— N'=N}, (successions i.i.d. totes elles)

Siguin X:‘i, i =1,..., n, condicionalment i.i.d. donada la mostra, amb llei condi-
cional L : 1

Pr {/\nz = 4\1} = ;
(El superindex * sobre Pr o E denotard Pr o E condicionals donada la mostra —i no
probabilitat o integral cxteriors com a les seccions anteriors.) Siguin P* les mesures
empiriques bootstrap

1 n
Pr==% 6x-, N.
n n; Xz, nE€

Direm que el bootstrap funciona g.s. per a Fi P si
n%(P; = Py) = Gp en (™(F), g.s.

Si aixo es verifica aleshores es té que, per a tot funcional mesurable i continu / sobre
1=CH.
H(n#(Ph —Py)) — . H(Gp) g.s.

Sovint només cs necessita cl bootstrap en probabilitat. La convergeéncia en llei en
I(F) es pot metritzar per e.g. la distancia dual-fitada-Lipschitz («dual-bounded-
Lipschitz»), dg, «, 1, per tant, direm que e/ bootstrap funciona en probabilitat si

Ay (n¥(Py —P,),Gp) = 0 en pr.

(g (0 (P2 P).Gp) = sup { | E* O (P P) ~ EF G | < [I£1] < 1. ]
<1},onf: F— R.) Siaixo es verifica aleshores es té que per a tot funcional mesura-
ble i continu / sobre [ (),
It pe oy (F) 7~ FriGp) (@)oo = 0 en pr.

(suposant F| H(G,) (0 continua, altrament només es té aquest limit per a qualsevol
distancia que metritzi la convergencia en distribucio en R). I també es € el bootstrap per
a qualsevol funcional diferenciable (F o H) per || - || ,a P. Per tant, el bootstrap del
procés empiric dona automaticament el bootstrap d’ una gran munioc d’ estadistiques,
i aixo el fa moltiitil 1 atractiu.

La nostra demostracio es basa en el bootstrap de les desigualtats maximals ne-
cessaries 1 suficients per als tcoremes de limit 1, per tant, els nostre metodes també
donen el bootstrap d’estimadors el comportament asimptotic dels quals €s conse-
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qiiéncia d’aquest tipus de desigualtats, com per exemple, d’M-estimadors forga ge-
nerals (Romo, inedit; Arcones i Giné, 1992). Tanmateix, almenys ara, no sé si el teo-
rema de limit de la mediana simplicial empirica es bootstrapeja (si bé sospito que si)
Jja que encara resten alguns problemes a resoldre sobre el bootstrap d’U-processos
degenerats —la mediana d’Oja, més suau, es bootstrapeja.

Formalment, aquest €s el teorema:

TEOREMA 7. (Giné i Zinn, 1990). Sota les hipotesis de mesurabilitat habituals,

(a) el bootstrap per a ¥1P funciona en probabilitat si i només si F és P-Donsker, {
(b) el bootstrap per a ¥i P funciona g.s. si i només si F és P-Donsker i PF? < oo,

(Contrariament al que s’esdevé en dimensid finita, es pot tenir el TCL en dimen-
si¢ infinita i al mateix temps PF? = oo; el que €és necessari, sobre integrabilitat, és
2P{F>1} —>0.)

Si el procés empiric bootstrap convergeix, ha de convergir per forga a G, a causa
de TCL bootstrap en dimensig finita. L’dnic problema, doncs, és I’ ajustament unifor-
me condicional (p.e. les condicions d’equicontinuitat asimptotica condicionals). En
altres paraules, cal que relacionen les quantitats

E* sup |n%(1:’,'1 -P)(f - 9)l
P(Io9)2<s
E sup [n¥(Pn—P)f—g)l.

J.9€F
P(f=9)2<6

La segona hauria de controlar la primera en pr. o g.s. i viceversa. Simplifiquem la no-
tacid denotant aquests sups per simbols de norma generxcs

El bootstrap és una suma amb pesos multinominals (r; £ .. ., 1), 0 sigui, 72 2 M, .éx,
i asimptoticament s han de poder substituir les multinomials per variables de Plsson
independents cquidistribuides. Per tant, hauriem de poder comparar

E*H——Zsé,\

2
n i=1

1 &
EN“—L Z ]V,'(SX‘. “
n2 =1

Per les desigualtats de simetritzaci6 estandard, les primeres quantitats controlen i s6n
controlades pel TCL bootstrap. Per 1a proposici6 7, 1a segona quantitat és controlada,
en esperanga, pel TCL (encara que les variables de Poisson siguin estocasticament
més grans que les de Rademacher), i la seva esperanga dbviament controla el TCL.
La comparacié d’aquestes dues quantitats ens donara, donc, el bootstrap en probabi-
litat. En canvi, per al bootstrap g.s., necessitarem el control g.s. (i no en esperanga) de
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les segones variables aleatories. En termes més concrets, el teorema es dedueix de les
tres proposicions segiients:

A. Desigualtats basiques:
E n}:e Sx, <E*u§je Sx: |l < —ENuzNax [

B. Ladesigualtat dels multiplicadors: Per a totne INitot ny<n,

1 o - max nN
EHEZN,-M_HgnO(PF)E(—Ll'—i'%M mbx En— > bkl
=1

2 no<k<n
n: no<i<k

on M = fOOO(PrﬂNl > u})%du.

C. Fita g.s. per a sumes amb multiplicadors: Si PF? < oo

lmmupENH—v ZN ox.ll <€ 4hmsupE|]— ZN x|l a.s.

700

A 1 B demostren que cl bootstrap en pr. es verifica per a 71 P si i només si F és P-
Donsker. Amb C, obtenim el resultat sobre el bootstrap g.s. (llevat de 1a necessitat de
PF? < oo que és facil d establir i que es verifica adhuc a R).

Aquestes desigualtats ¢s poden enunciar amb més generalitat per a elements ale-
atoris en espais de Banach i, la segona 1 la tercera. per a multiplicadors no necessaria-
ment Poisson. La scgona, generalitzada, ¢s simplement la proposicié 7. que Zinn i jo
hem fet servir repetidament, per a multiplicadors gaussians, des de 1984: és crucial
per a demostrar la part de necessitat dels teoremes de limit descrits a la Seccié 3.

La desigualtat C és trivial en IR: si ¥, son variables reals i.i.d., centrades i amb se-
gon moment finit, i si les & son reals i.i.d. simétriques (només que siguin centrades
n’hi ha prou), amb segon moment 1, i independents de les Y, aleshores

- Z& , % iyﬁ - EY{

"2 i=1 =1

En canvi, en dimensid infinita, C és una desigualtat forga més interessant i dificil.
Curiosament, els seus autors, Ledoux, Talagrand i Zinn, no sabien res del bootstrap
quan I’obtingueren i de fet, abans que Zinn i jo la féssim servir, Zinn preguntd a més
d’un estadistic si aquesta desigualtat podia ser iitil per a alguna cosa (amb respostes
sempre negatives!). Ref.: Ledoux i Talagrand, 1988.

La desigualtat B, més precisament la més general de la proposicio 7 (per a n, = 0),
té a veure amb un problema teoric de probabilitats en espais de Banach que també és
trivial en R: quines & reals i sim@triques verifiquen que si un vector aleatori X a va-
lors en un Banach satisfa el TCL i és independent de &, aleshores també £X satisfa el
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TCL? En R la resposta és clara: £ satisfa aquesta propietat per a ’espai R si i només
si EE? < o, Pisier n’obtingué una condicié suficient (que la integral de la rel quadra-
da de la cua de la distribuci6 de & sigui finita) probablement el 1976, inddit, que
m’explica ¢l 1977, i que fins al 1984 no férem servir -amb & normals; Zinn i jo esta-
vem tan segurs que aquesta desigualtat només s’utilitzaria amb multiplicadors nor-
mals que ni s¢’ns acudi de publicar-la amb multiplicadors generals, com a la proposi-
¢i6 7. Ledoux i Talagrand, 1986, demostraren que la condicid de Pisier és, en general,
la milior possible.

La desigualtat A (Giné i Zinn, 1990) també adapta técniques inventades en el
context d’espais de Banach. Es interessant perqué déna una relacié quantitativa entre
I'estadistica original i la bootstrap (simetritzades, perd aquest és només un punt téc-
nic irrellevant). Indicarem com obtenir la desigualtat de la dreta. Els conceptes resul-
taran més clars si la reenunciem en termes més abstractes.

Considerem

0 punts fixos x,,., x, d’un espai de Banach B (en el nostre cas, B = [*(F) ix; =

5Xi(ﬂ)));

0 variables aleatories ..., x*a valors en B, i.i.d. i tals que

1.
Pr{e} = 2;} = 1= 1,...,n

(en el nostre cas, v/= 8x™).
nj
Demostrarem

Bl Y el € Bl Nuaell

L’argument principal s’inspira en un argument de poissonitzacié de LeCam, 1970,
que empri per a demostrar que, en espais generals, I’ajustament uniforme de les lleis
acompanyants de¢ Poisson implica 1’ajustament uniforme de les sumes (de vectors
aleatoris independents).

Recordem el segiient sobre leis de Poisson compostes:

0 Sip és una mesura finita de massa total |1 |, i€ IN, son i.i.d. amb llei thy i si
N(|p|) és Poisson amb parametre | i |, aleshores la llei de la variable aleato-

ria
N(lul)
> Y
i=0
(ambY,=0)¢s >k
Pois p = e~ lul il
k=0

(on les poténcics son preses en el sentit de convolucid).

O Per les propietats de les funcions exponencials en algebres de Banach, Pois (|t + V)
= (Pois W) * (Pois V), en particular, si Y, sén independents i per acada i, Y,

28



sén copies independents de Yi, amb la convencid que Y, = 0, i si N(1) s6n
i.i.d. Poisson amb parametre 1, independents de les Y. aleshores la llei de

Pois Y L(Y).

La nostra modificacié de I’argument de LeCam consisteix en el segiient: (ometent
I’argument (1) de V) Jensen i Fubini donen

(1-e ME| Y Vil = EvEn| Y _(NiA1)Yal
=EnEy| D _(Ni A 1Ya|

N;
<EnEv[ YD Vil

1 g=0
:/Hx”d(}’ois ST L))

Tractem ara d’aplicar aquesta desigualtat al nostre problema:

Yi=ewp 1 L(Y) = Z(ézk +é-z,),
d’on n 1 n
DLV =5 Y (Er, bn).
=1 k=1
Per tant,
- A
Pois(; L(YD) = P(ns[§ H(ark +6-2,)]

1. 1
== Puis(%(‘irl ) x Pois(—g«b,_“) .x Pois( =6 50z 2n) * Pois(= 6_%)‘

I ara notem que

wp
Nl

1 e (380
Pozs(—éé,ﬁ):c Z Zk.’ =e

oS}
k=0

o 5 -
Z Q:k‘! ’
k=0

. 1 . . . .
que déna massa ¢ 2 ;2 kx i, per tant, és la llei de la variable



Es adir,

n n

. 1 !
Pois (3 £0%) = £ 3 (M(3) - Milz)an).
on les N i N’ sén independents i equidistribuides. Aleshores la desigualtat de poisso-
nitzacié es tradueix en

* € 7
E| ijn < mEH ZNkaH,

que és el que voliem. [ Vet aqui els dos elements clau en aquesta demostracid: la desi-
gualtat de poissonitzacid i el fet obvi —perd molt especific de les esponencials— que
si y')i=Y vialeshores I Pois(u,) = I1 Pois(i,).]

Aqui m’agradaria cridar I’atencié sobre el fet curi6s (perd no tan excepcional)
que la solucié definitiva al problema del bootstrap per a processos empirics, un pro-
blema eminentment «aplicat», ha estat conseqiiencia de resultats de teoria de proba-
bilitats de la més «abstracta», obtinguts no pas amb vista a les possibles aplicacions,
sind per imperatius de la propia teoria

Tornant al bootstrap: existeix un resultat igualment general per al bootstrap pa-
ramétric o el bootstrap basat en el model estadistic? Suposem que, donada la mostra,
prenem mostres (resampling), no segons la distribuicié empirica, P, siné segons una
«funcié» seva, 7,(P,). Sigui Pﬁ la mesura empirica de la pseudo-mostra. Sota quines
condicions encara tindrem, g.s. o en probabilitat, que

n3(PE - 7,(Ph)) - . Gp en €°(F)?

Per exemple, T,(P,) podria ser una simetritzacié o una suavitzacié de P, o, si te-
nim un model parametric i 6, €s un estimador de 6, 7,(P,) podria ser Pg,.

En el teorema de bootstrap descrit més amunt la poissonitzacié és molt impor-
tant i esta relacionada molt estretament amb 1’estructura del procediment, €s a dir,
amb I’s de multiplicadors multinomials. Perd ara fem molt poques hipotesis sobre
I’estructura del procediment de remostreig. Tanmateix, existeix una resposta positiva
al problema si la classe #no és gaire gran.

Suposem que la classe ¥ satisfa les condicions segiients:

(1) donades mesures de probabilitat R , R, sempre que

Covr,(f,9) = Covr(f,9)

uniformementenf, ge ¥, es t€ que

Gr, =, Gr
en/o(F);
(2) nX(P,-P) —aéGp en [°°( F) uniformement en P.

Notacié: denotem per %2 la classe de funcions {f, fg: f, g€ ¥}. Aleshores, una simple
desigualtat triangular déna:
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7a(Pa) = Pll s = 0 g.s. (o enpr) = ni(PF —ru(Py)) =, Gp.

[Si d metritza la convergéncia en llei, es té
d*(n} (P8 — 1, (Py)),Gp) < d*(n* (PY — ri(Po), Grpoy) + d(Gp, Gryp )i

com que Pﬁ és la mesura empirica corresponent a P, i el TCL €s satisfet uniforme-
ment en P, per tant en P, el primer sumand tendeix a zero; i el segon sumand tendeix
a zero g.s. —o en probabilitat— per (1) i 1a hipotesi. ]

Si 1 és la identitat aquest argument déna una demostracié molt senzilla del TCL
bootstrap (per a aquestes classes de funcions, no en general, €s clar).

Com observen Sheehy i Wellner, 1990, si la distancia de Hellinger entre 7, (P)1
P tendeix a zero g.s. o en probabilitat) aleshores tamb¢ || 7,(P, )P || /= 0 g:s.0oen
probabilitat. Van Zwet anuncia I’agost de 1992, a les Wald Lectures, un resultat sem-
blant, d’aplicacié més ample, perd molt més fluix.

Tomant al problema que ens ocupa, la pregunta pertinent és: quines classes de
funcions satisfan (1) i (2)? La resposta és molt lluny del conjunt buit. Aquestes clas-
ses inclouen les classes VC-subgrafiques fitades 1 moltes més. De fet. sén aquelles
classes per a les quals tots els processos gaussians

m

Y aiflaig, feF,

=1

amb m < oo, ¢, i.i.d. N(O, 1), x, € § i 2 (xzi = 1, s6n uniformement «bons». Zinn i
Giné, 1991, demostrarem que aquesta condicié implica (1) 1 que és essencialment
equivalent a (2). Anomenarem aquestes classes uniformement pregaussianes o uni-
formement Donsker. També cal donar credit per a la introduccié d’aquestes classes
a Sheehy i Wellner, 1992; aquest autors n’han obtingut altres propictats i també te-
nen wn treball sobre el TCL uniforme sobre families de probabilitats diferents del
conjunt total. Préviament, Dudley, 1987, introdufi les classes universalment Dons-
ker: Classes sobre les quals el procés empiric satisfa el TCL per a tota P. De fet. la
majoria d’exemples en el seu article satisfan el TCL uniformement sobre P. Per
acabar, és interessant de fer notar que, mentre hi ha una descripcié gaussiana de les
classes uniformement Donsker, no n’hi ha cap. per ara, de les classes universal-
ment Donsker.
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