XXX Olimpiada matematica
fase catalana

Primera sessio. Divendres, 14 de gener,de 4 a8

1. Dues circumferéncies C; i C» es tallen en els punts A i B. Es pren un punt M
de C,, exterior a C5, i ¢s tracen les rectes MA 1 MB. Anomenem A' i B' els punts (di-
ferents d’A i de B) en qué aquestes rectes tallen respectivament la circumferéncia C.

Demostreu que la longitud del segment A'B' no depen de la posicié de M.
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2. Demostreu que la funcio f(x) =2 arctg x + arc sin T2 és constant en el con-
junt de nombres reals tals que x > 1, ’

3. El numero 9687600 es pot cscriure com a producte de nombres enters conse-
cutius, un dels quals és primer. Calculeu quins sén aquests factors.

4. Enunabossa hi ha n boles numerades amb els nombres entersde 1'1 al’n.
a) Si traiem tres boles d’aquesta bossa, totes alhora, calculeu la probabilitat
que no surti cap parella de nombres consecutius.
b) Si traiem m boles d’aquesta bossa, totes alhora, demostreu que la probabli-
tat que no surti cap parella de nombres consecutius és igual a
(n —m+ 1)
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Segona sessio. Dissabte, 15 de gener,de 9 a 1

5. Quina relci6 hi ha d’haver entre les arestes d’un tetraedre perque les seves ca-
res siguin triangles semblants no tots iguals?

6. Una successio de terme general a, compleix a, = a,_, —a, ,per an> 2. Se sap

que la suma dels 1000 primers termes €s 500 i que la suma dels 1000 scgiients €s
2000. Calculeu la suma dels 1993 primers termes i el terme a;994.
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7. Sigui P (x) un polinomi amb coeficients enters.
a) Comproveu que si m i n s6n nombres enters, llavors P (m) — P (n) és divisi-

ble per ni—n.
b) Demostreu que, si hi ha tres nombres enters, a, bic tals que P (a) = P (b) =

P (¢)=2,Havors P (x) # 3 per atot x enter.
8. Calculeu totes les arrels complexes de I’equacié

A-P42-z+1=0
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