Estudis sobre el nim

Antoni Magaia

«Es facil formular una estratdgia perfecta
utilitzant el sistema binari.» M. GARDNER,
Carnaval Matemdtico, pag. 234.

El nim és un joc senzill en el qual es disposa d’un conjunt finit de bastonets
col'locats en files. El joc, en que participen dos jugadors, consisteix a retirar, alterna-
tivament, un nombre qualsevol de bastonets amb 1'inica condicié que siguin de la
mateixa fila. Perd qui retira 1"iltim bastonet.

Definicié: Direm que una formacié del nim és guanyadora si qui juga en aquell mo-
ment, després de diverses jugades, acaba guanyant la partida. Direm que una forma-
¢i6 és perdedora sino és guanyadora.

L’objectiu d’aquest estudi €s caracteritzar, mijangant el sistema binari, les forma-
cions guanyadores i perdedores del nim.

Els casos més facils d’analitzar sén aquells en qué cada fila consta inicament
d’un bastonet. D’aquests casos en direm formacions trivials, i sén els que primer ca-
racteritzarem.

Proposicié: Una formacié trivial €s guanyadora si, i només si, el nombre de files que
tenim és parell.

Demostracié: Es evident; tot i aixi, la farem per inducci6 sobre el nombre de files. Si
tenim només un bastonet, és clar que la formacié és perdedora. Suposem ara que te-
nim un nombre parell qualsevol de files amb un bastonet cada una. Si traiem un bas-
tonet, ens queda un nombre imparell de files, que, per hipotesi d’induccid, és una for-
maci6 perdedora. Aleshores, la formacid inicial era guanyadora.

Per fer un estudi de totes les formacions (trivials i no trivials) del nim, introdui-
rem ara uns elements nous.

A cada formaci6 del nim li associarem un conjunt de nombres escrits en sistema
binari, de la manera segiient: comptem el nombre de bastonets que hi ha a cada fila i
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I’escrivim en el sistema binari, Un cop tenim les representacions binaries dels nom-
bres de bastonets de cada fila, les colloquem ordenant-les de menor a major una a
sota de I’altra.

Exemple: nim 1-2-4-6
|
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Anomenarem matriu de les representacions binaries a aquest conjunt de nombres
binaris col'locats tal com hem descrit abans.

Definicié: Si les sumes de totes les columnes de la matriu de les representacions
binaries son parelles (en base 10) o 0, direm que tenim una formacié parella. Si no,
direm que tenim una formacié imparella.

Per exemple, el nim 1-2-4-6 correspon a una formacié imparella, ja que la suma
de les columnes €s 22 1.

Teorema. Les formacions guanyadores del nim son les formacions parelles trivials i
les formacions imparelles no trivials.

Ja hem demostrat la primera afirmacio; per demostrar la segona necessitem uns
resultats previs.

Proposicié: Una formaci6 parella no trivial es converteix sempre en jugar en una for-
macié imparella no trivial.

Demostracié: Es conseqiiéncia de la unicitat de la repres=ntacié binaria dels nom-
bres: en eliminar bastonets d’una fila qualsevol quedara un nombre més petit de bas-
tonets, i la seva representacio binaria sera diferent de la que hi havia. Aix0 vol dir que
almenys un dels 1 o un dels 0 haura canviat de Hoc (o simplement haura desaparegut)
i, per tant, Ia suma d’almenys una de les columnes sera imparella.

Perqueé sigui parella no trivial ha d’haver-hi almenys dues files amb més d’un
bastonet cada una; en jugar, de segur que queda alguna fila amb més d’un bastonet;
sera, doncs, una formacio imparella no trivial.

Proposicio: Una formaci6 imparella es pot convertir, jugant assenyadament, en una
formacid parella.
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Demostracio: La matriu de les representacions binaries és de 1a forma:

dQp 0 42 dn A filal

Qg '+ Gy ' dyp dyp dyp fila2

a; g ajp ap a; ap fila j

Ams  * Gmr " Qmg " Omp " Gm2 Q1 Gpo filam

Cadag;valOol.
Estem suposant que la suma d’algunes d’aquestes columnes és imparella (per
exemple, la suma de n columnes):

Zaik,, Za,'kz, Za,-kn s6n imparells,
i i i

iels tenim ordenats, ky < ky < - <k,

Sigui j una de les files on hi ha un 1 a la posicié &, (de segur que en trobarem al-
gun: si a cap fila no tenim un 1 a la posici6 &, la suma de la columna &, seria zero i,
per tant, no imparella). Aixd vol dir que a la fila del nim corresponent, 1a fila j, hi ha
com a minim 2 bastonets. D’aquesta fila j és d’on retirarem algun o alguns basto-
nets.

En aquesta fila j, perd a la matriu de les representacions binaries, mirem si a les
posicions corresponents a les columnes de suma imparella tenim més 1 a part del que
hi ha a la posicid &,. Si a una certa posici6 k; d’aquesta fila tenim uri 1, retirem de la
fila j del nim 2% bastonets; i repetim el procés tantes vegades com 1 haguem trobat.
D’aquesta manera, la suma de la columna &; corresponent deixara de ser imparella, en
substituir 1 per 0 ala posici6 ; de la fila .

Si a una certa posici6 de suma imparella k; de 1a fila j tenim un 0, colloquem 2%
bastonets, i iterem el procés tants cops com O tinguem a les posicions imparelles.
Aconseguirem aleshores que la suma de la columna &; sigui parella, ja que tindrem un
1 on abans hi haviaun 0.

Es clar que el nombre de bastonets que hem de collocar és inferior al nombre de
bastonets que hem de treure, a causa del fet que

2k g2k $ 2k DM §) ky <kp<o <Ky
De fet, sabem que

1+2+22 4+ 2knt =2k _ ] < 2,
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Per tant, podem retirar el nombre adequat de bastonets que faci que la paritat canvii a
les columnes y, ks, ..., k,. Després de la jugada, tindrem una formaci6 parella (potser
trivial o potser no trivial).

Exemples:

1) Nim3-4-14-14-16-18

1 1 1 1

1 00 1 00

I 110 1 111

1 110 1 011

I 0000 1 0 000

I 0010 1 0010

2 2 3 41 2 2 2 4 2
fig.a " fig. b

La figura @ mostra la formacié imparella sobre la qual hem d’actuar. I la figura b
mostra com quedaria després de la jugada. De la quarta fila, per exemple, hem de
treure’n 22 bastonets, i posar-n’hi 2°; és a dir, hem de treure un total de 3 bastonets.

2) Nim 13-22-36-72-91

11 01 1 1 01
1 0110 1 01 10
1 00100 1 0 00
1 001 000 1 001 000
1 01 1011 1 0110 11
21 2 3 3 2 2 2 0 2 4 2 2 2

Hem de treure 25 + 2% — 23 = 28 bastonets de la tercera fila.

Demostrem ara el teorema.

Acabem de veure que una formaci¢ imparella es pot convertir en una formacié
parella; aquesta pot ser trivial o no. Si fos trivial, seria guanyadora i, per tant, no ens
convé (guanyaria el nostre adversari). Hem de treure també 1"dnic bastonet que que-
da. Es a dir, si el resultat de la jugada és una formaci6 parella trivial, el que s’ha de fer
és treure tots els bastonets de la fila, i deixar aixi una formaci6 imparella trivial (que
és perdedora).

Raonant per induccié s’acaba la demostracio: la formacié parella no trivial del
comengament es converltira en jugar en una formacié imparella no trivial; aquesta, la
podem convertir en una formacié parella no trivial o imparella trivial, 1 aixi successi-
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vament. Com que ¢l nombre de bastonets €s finit, de segur que en un nombre finit de
jugades podrem aconseguir una formacio imparella trivial, que és perdedora.
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