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Introduccio

Les notes que segueixen contenen una s€rie d’observacions personals sobre al-
guns aspectes del panorama actual de I’educacié matematica que, per raons diverses
que intentaré d’explicar, disten molt d haver assolit una fase d’estabilitat. En conjunt,
sembla que I’educacié matematica, per la seva naturalesa mateixa, com s’indica a la
seccid 1, hagi de ser un d’aquests temes complicats que s’ha de revisar constantment.
A la secci6 2 es presenten algunes reflexions sobre la situacié de canvi en qué actual-
ment ens trobem i es fan notar les raons profundes que ens mouen avui a voler sortir
d’algunes vies menys desitjables en que 1’ensenyament matematic es va introduir en
un passat recent. La seccid 3 es dedica a apuntar algunes tendéncies generals que as-
senyalen les linies de treball més vistoses actualment. D’aquestes tendéncies se’n de-
riven, de forma natural, d’una banda alguns canvis en els principis metodologics que
haurien de guiar I’ensenyament i I’ aprenentatge dels nostres dies, cosa que es presen-
ta a la seccio 4, i de I’altra, canvis en els continguts mateixos de la nostra educacio,
més d’acord amb les finalitats que avui es pretenen, tal com queda explicat a la seccié
5. Finalment la seccid 6 presenta alguns projectes que, al meu entendre, seria desitja-
ble que la nostra comunitat matematica anés portant a terme per aconseguir una edu-
cacié més sana i eficag. La bibliografia que hi ha al final del treball remet a alguns ar-
ticles clau, les bibliografies extenses dels quals poden servir com a font d’informacié
més profunda.

1. Per qué I’ensenyament de la matematica és una tasca dificil?

La matematica és una activitat vella i polivalent. Al llarg dels segles ha estat usa-
da amb objectius profundament diversos. Va ser un instrument per elaborar vaticinis
entre els sacerdots dels pobles mesopotamics. Entre els pitagorics es va considerar
com un mitja d’aproximacié a una vida més profundament humana i com a cami
d’acostament a la divinitat. A I’edat mitjana es va utilitzar com un element important
per disciplinar el pensament. Ha estat I'eina més versatil i idonia per explorar I'uni-



vers a partir del Renaixement. Ha constituit una guia magnifica del pensament filoso-
fic entre els pensadors del racionalisme i els filosofs contemporanis. Ha estat un ins-
trument de creacid de bellesa artistica i un camp d’exercici lidic entre els matematics
de tots els temps, elc.

D’altra banda, la matematica mateixa és una ciéncia intensament dinamica i can-
viant. Canvia de manera rapida i fins 1 tot turbulenta en els continguts, i canvia també
en la seva concepcid profunda, encara que de manera més lenta. Tot aixd suggereix
que, efectivament, 1" activitat matematica no pot ser una realitat d"abordatge senzill.

L’altre membre del binomi educacié-matematica no és tampoc gens simple.
L’educaci6 ha de fer necessariament referéncia al més profund de la persona, una
persona encara per formar; a la societat cn evolucié en que aquesta persona s ha d’in-
tegrar; a la cultura que en aquesta societat es desenvolupa; als mitjans concrets perso-
nals i materials de qué en el moment es vol o es pot disposar; a les finalitats priorita-
ries que es vulgui assignar a aquesta educacid, que poden ser extraordiniriament va-
riades, etc.

La complexitat de la matemaitica i de ’educacié suggereix que els tedrics de
I’educacié matematica, i també els seus agents, hagin de romandre constantment
atents i oberts als canvis profunds que en molts aspectes exigeixi la dinamica rapida-
ment canviant de la situacié global.

L’educacid, com tot sistema complex, presenta una resistencia forta al canvi.
Aix0 no €s necessariament dolent. Una persisténcia raonable davant les variacions és
la caracteristica dels organismes vius sans. El més dolent s’esdevé quan aixo no es
conjumina amb una capacitat d’adaptacié davant la mutabilitat de les circumstancies
ambientals.

A I’educacié matematica d’ambit internacional gairebé no s’havien produit can-
vis de consideracid des de principis de segle fins als anys seixanta. Al comengament
d’aquest segle havia tingut lloc un moviment de renovacié en educacié matematica,
gracies a I'interes despertat inicialment per la figura prestigiosa del gran matematic
alemany F. Klein, amb cls scus projectes de renovacié de I’ensenyament mitja i amb
les seves lligons famoses sobre Matemdtica elemental desde un punto de vista supe-
rior (1908). Al nostre pais van exercir gran influéncia a partir del 1927, a causa de
I'interés de R, Pastor, que en va publicar la traduccid al castella a la seva Biblioteca
matematica.

Durant els anys seixanta va sorgir un nou moviment d’innovacié. Es pot afirmar
amb rad que I'empenta de renovacié d’aquell moviment, malgrat tots els desperfec-
tes que ha portat amb cll en el panorama educatiu internacional. ha tingut la gran vir-
tut de cridar Iatencid sobre la necessitat d"alerta constant sobre I'evolucio del siste-
ma educatiu en matemitiques a tots nivells. Els canvis introduits als anys seixanta
han provocat marees i contramarees al llarg de 'etapa intermedia. Avui dia. podem
atirmar amb tota justificacidé que seguim estant en una etapa de canvis profunds.



2. Situacio actual de canvi en la didactica de les matematiques

Els dltims trenta anys han estat escenari de canvis molt profunds en I’ensenya-
ment de les matematiques. Els esforgos que la comunitat internacional d’experts en
didactica segueix tent per trobar motlles adequats, mostren que vivim encara actual-
ment una situacidé d’experimentacié i canvi.

El moviment de renovacié dels anys seixanta i setanta cap a la «matematica mo-
derna» va comportar una transformacié profunda de I’ensenyament, tant pel que fa al
seu caracter profund com pel que fa als continguts nous que aquest caracter va intro-
duir, Entre les caracteristiques principals del moviment i els efectes que va produir es
poden comptar els segiients:

— Es van subratllar les estructures abstractes en arees diverses, especialment en al-
gebra.

— Es va pretendre aprofundir en el rigor 10gic i en la comprensié, contraposant-la
als aspectes operatius i manipulatius.

— Aix0 dltim va conduir de forma natural a I'@mfasi en la fonamentacié mitjangant
les nocions inicials de la teoria de conjunts i en el conreu de 1’algebra, on el rigor
es pot atenyer facilment.

— La geometria clemental i la intuici6 espacial van sofrir un gran detriment. La geo-
metria és, en efecte, molt més dificil de fonamentar rigorosament.

— Respecte a les activitats fomentades, la conseqiiencia natural va ser el canvi de
problemes interessants. que abunden tant a la geometria elemental, i per exercicis
molt propers a la mera tautologia i reconeixement de noms que és, en una gran
part, alld que I'algebra pot oferir en aquest nivell elemental.

Durant els anys setanta es va comengar a percebre que molts dels canvis intro-
duits no havien estat gaire encertats. Amb la substitucié de la geometria per 1’algebra
la matematica elemental es va buidar rapidament de continguts i de problemes inte-
ressants. La manca patent d’intuicio espacial va ser una altra de les conseqiiéncies de-
sastroses de I’allunyament de la geometria dels nostres-programes, defecte que avui
es pot percebre molt clarament a les persones que van formar-se en aquells anys. Es
pot dir que els inconvenients sorgits amb la introduccié de I’anomenada «matematica
moderna» van superar de bon tros cls avantatges qiiestionables que es pretenien
aconseguir, com ara el rigor en la fonamentaci6, la comprensié de les estructures ma-
tematiques, la modernitat i I’apropament a la matematica contemporania, etc.

Els anys setanta i vuitanta van presentar una discussid, en molts casos vehement i
apassionada, sobre cls valors i contravalors de les tendéncies presents, i també una
recerca intensa de formes més adequades amb qué la comunitat matematica interna-
cional pogués afrontar els reptes nous de 1’ensenyament matematic.

Tot seguit voldria dirigir la meva atencid successivament als aspectes més inte-
ressants, al meu entendre, d’aquesta recerca 1 d’algunes respostes parcials que van
sorgint en ¢l panorama cducatiu de la matematica.



3. Tendencies generals actuals
3.1. Una consideracié de fons. Qué és I'activitat matematica?

La filosofia que preval sobre alldo que ’activitat matematica representa té una
forta influéncia, més efectiva de vegades del que sembla, sobre les actituds profundes
respecte a I’ensenyament matematic. La reforma cap a la «matematica moderna» va
tenir lloc en plena expansié del corrent formalista (Bourbaki) en matematiques. No
€és agosarat pensar a priori en una relacié causa-efecte i, de fet, algunes de les perso-
nes especialment influents en el moviment didactic, com ara Dieudonné, van ser im-
portants membres del grup Bourbaki. En els darrers quinze anys, especialment a par-
tir de la publicaci6 de la tesi doctoral d’1. Lakatos (1976), Proofs and refutations, hi
ha hagut canvis profunds en el camp de les idees sobre que €s veritablement el quefer
matematic.

Lactivitat cientifica en general és una exploracio de certes estructures de la reali-
tat, entesa en sentit ampli, com a realitat fisica o mental. L’activitat matematica s’en-
fronta amb un cert tipus d’estructures que acostumen a fer servir unes maneres pecu-
liars de tractament, que inclouen:

a) Una simbolitzacio adequada, que permet representar eficagment, des del punt de
vista operatiu, les entitats que fa servir.

b) Una manipulacio racional rigorosa, que compelleix a I’assentiment d'aquells
quii s’adhereixen a les convencions inicials de partida.

¢) Un domini efectiu de la realitat a qué es dirigeix, primer racional, del model men-
tal que es construeix, 1 després, si es pretén, de la realitat exterior modelada.

Una antiga definicié de la matematica com a ciéncia del nombre i de I’ extensio
no és incompatible en absolut amb la que aqui es proposa, sind que correspon a un €s-
tadi de la matematica en qué ’enfrontament amb la realitat s’havia concretat en dos
aspectes fonamentals, la complexitat provinent de la multiplicitat (cosa que déna ori-
gen al nombre, a Iaritmética) i la complexitat que procedeix de I'espai (cosa que
dona lloc a la geometria, estudi de I’extensié). Més endavant, I’esperit matematic
mateix s hauria d’enfrontar amb:

— La complexitat del simbol (dlgebra).

— Lacomplexitat del canvi i de la causalitat deterministica (calcul).

— La complexitat provinent de la incertesa en la causalitat miltiple incontrolable
(probabilitat, estadistica).

— Lacomplexitat de I'estructura formal del pensament (l0gica matematica). etc.

La filosofia de la matematica actual ha deixat de preocupar-se tan insistentment
com durant la primera meitat de segle del problemes de fonamentacio de la matema-
tica, especialment després dels resultats de Godel al comengament dels anys trenta,
per enfocar ["atencié en el caracter quasi empiric de 'activitat matematica (I. Laka-
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tos), i també en els aspectes relatius a la historicitat i immersié de la matemdtica dins
la cultura de la societat en qué s’origina (R.L. Wilder) considerant la matematica
com un subsistema cultural amb caracteristiques en una gran part comunes a d’altres
sistemes semblants. Aquests canvis en el fons de I’entendre i del sentir mateix dels
matematics sobre la seva propia tasca provoquen, de manera més o menys conscient,
fluctuacions importants en les consideracions sobre qué ha de ser I’ensenyament ma-
tematic.

3.2. L’educacié matematica com a procés d’ enculturacié

L’educacié matematica s ha d’entendre com un procés d’immersi6 en les formes
propies de procedir de I’ambient matematic, de la mateixa manera com 1’aprenent
d’artista va sent introduit, com per osmosi, en la manera peculiar de veure les coses
caracteristica de I’escola a qu¢ s’incorpora. Com veurem de seguida, aquesta idea té
repercussions profundes en la manera d’enfocar I’ensenyament i I’aprenentatge de la
matematica.

3.3. Recolzament continu en la intuicié directa del concret.
Recolzament permanent en el real

Durant els anys vuitanta es va recongixer de manera general que s havia exagerat
considerablement en les tendéncies cap a la «matematica moderna» pel que fa al’em-
fasi en ’estructura abstracta de la matematica. Es necessari cuidar i conrear la intui-
ci6 en general, lIa manipulacié operativa de I’espai i també dels simbols. Cal no aban-
donar la comprensi6 i intelligéncia d’alld que es fa, sens dubte, perd no hem de per-
metre que aquest esforg per entendre deixi passar a segon pla els continguts intuitius
de la nostra ment en el seu acostament als objectes matematics. Si la matematica és
una ciéncia que participa molt més que no es pensava del caracter d’empirica, sobre-
tot pel que fa a la seva invencid, que és molt més interessant que la seva construccié
formal, és necessari que quan ens hi immergim tinguem en compte molt més intensa-
ment I’experiéncia i la manipulaci del objectes dels quals sorgeix. La formalitzacié
rigorosa de les experiéncies inicials correspon a un estadi posterior. A cada fase de
desenvolupament mental, com a cada etapa historica o a cada nivell cientific, li co-
rrespon el seu propi rigor.

Per entendre aquesta interaccid fecunda entre la realitat i la matematica cal recé-
rrer, d’una banda, a la histOria mateixa de la matematica, que ens mostra aquell pro-
cé€s d’emergencia de la nostra matematica en el temps, i, d’altra banda, a les aplica-
cions de la matematica, que palesen la fecunditat i poténcia d’aquesta ciéncia. Amb
aix0 es fa obvi com la matematica ha procedit de manera molt semblant a les altres
ciéncies, mitjangant aproximacions successives, experiments o temptatives, algunes
vegades fructuoses, d’altres esterils, fins que ha anat assolint una forma més madura,
per bé que sempre perfectible. El nostre ensenyament ideal hauria d’intentar reflectir
aquest caracter profundament huma de la matematica, amb la qual cosa esdevindria
més assequible, dindmic, interessant i atractiu,

11



3.4. Elsprocessos del pensament matematic.
Elcentre de I’ educacio matematica

Una de les tendencies generals més difoses avui consisteix a insistir en la trans-
missié dels processos de pensament propis de la matematica més que en la mera
transferéncia de continguts. La matematica és, sobretot, saber fer, és una ciéncia en
qué el metode predomina clarament sobre el contingut. Per aix0 es déna una gran im-
portancia a 'estudi de Ies qiiestions, en una gran part adjacents a la psicologia cog-
noscitiva, que es refereix als processos mentals de resoluci6 de problemes.

D’altra banda, hi ha la consciéncia, cada vegada més pronunciada, de la rapidesa
amb que, per raons molt diverses, es va fent necessari traspassar la prioritat de I'en-
senyament d’uns continguts a uns altres. En la situacié de transformaci6 vertiginosa
de la civilitzacié en que ens trobem, és clar que els processos veritablement eficagos
de pensament, que no esdcvenen obsolets amb tanta rapidesa, sén el més valués que
podem proporcionar a la nostra joventut. En el nostre mén cientific i intel'lectual tan
rapidament canviant val molt més fer provisié de processos de pensament itils que
de continguts que rapidament es converteixen en alld que Whitehead va anomenar
«idees inertes», idees que formen un llast pesat, que no sén capaces de combinar-se
amb d’altres per formar constel lacions dinamiques, capaces d’afrontar els problemes
del present.

En aquesta direccid s’encarrilen els esforgos intensos per transmetre estratégies
heuristiques adequades per resoldre problemes en general, per estimular la resolucié
autonoma de problemes veritables, més que no pas la mera transmissié de receptes
adequades en cada materia.

3.5. Elsimpactes de la nova tecnologia

L aparici6 d’eines tan poderoses com la calculadora i I ordinador actuals esta co-
mengant a influir fortament en cls intents d’orientar la nostra educacié matematica
primaria i secundaria adequadament, de manera que s’ aprofitin al maxim d’aquests
instruments. Es clar que, per circumstancies diverses com ara el cost, la indrcia. la no-
vetat, la manca de preparacio de part del professorat, I'hostilitat d"algunes persones,
etc., encara no s’ha aconseguit trobar motlles plenament satisfactoris. Aquest és un
dels reptes actuals importants. Ja des d’ara es pot pressentir que la nostra forma d'en-
senyament i els scus mateixos continguts han de corregir-se de manera dristica.
Caldrd posar ¢mfasi, també per aquesta rad. en la comprensié dels processos muit-
tematics, més que no pas cn I’execucid de certes rutines que en la nostra situacio ac-
tual ocupen encara gran part de I’energia del nostre alumnat, amb el sentiment conse-
giient d’esterilitat del temps que fan servir en aixo. El que és veritablement important
serd la scva preparacié per al dialeg intelligent amb les eines que ja hi ha. eines de
qué alguns ja disposcn i d altres disposaran en un futur que ja quasi és present.



3.0. Consciéncia de la importancia de la motivacié

Una preocupacié general que s observa a I’ambient condueix a la recerca de la
motivacio de I"alumne des d’un punt de vista més ampli, que no es limiti al possible
interds intrinsec de la matematica i de les seves aplicacions. Es tracta de fer patents
els impactes mutus que I'evolucio de la cultura, la historia, els desenvolupaments de
la societat, d’una banda. i la matematica, de I"altra, s’han proporcionat.

Cada vegada és més palesa la importancia enorme que poden tenir els elements
afectius que afecten tota persona, fins i tot a la vida de la ment en la seva ocupacié
amb la matematica. Es clar que tina gran part dels fracassos matematics de molts dels
nostres estudiants tenen 'origen cn una presa de posicid inicial afectiva totalment
destructiva de les seves propics potencialitats en aquest camp, presa de posicié pro-
vocada. en molts casos. per la introduccié inadequada que en fan els seus mestres.
Per aix0 s’intenta tambg, a través de diversos mitjans, que els estudiants percebin el
sentiment estétic, el plaer lddic que la matematica és capag de proporcionar, a fi i
efecte d'involucrar-los-hi d’una manera més profundament personal i humana.

En el nostre ambient contemporani, amb una forta tendéncia a la deshumanitza-
ci6 de la ciéncia, a la despersonalitzacié produida per la nostra cultura informatitza-
da, €s cada vegada més necessari un saber humanitzat en qué I'ésser huma i la maqui-
na ocupin cadascun d’ells el lloc que els correspon. L' educacié matematica adequada
pot contribuir eficagment a aquesta tasca important.

4. Canvis en els principis metodologics aconsellables

A la vista d’aquestes tendéncies generals apuntades a la seccié anterior es poden
assenyalar uns quants principis metodologics que podrien guiar apropiadament el
nostre ensenyament.

4.1. Cap al'adquisicié dels processos tipics del pensament matematic.
L’enculturacié a través de I’ aprenentatge actiu

Com hauria de tenir lloc el procés d’aprenentatge matematic a qualsevol nivell?
D'una forma semblant a la que I'ésser huma ha seguit en la seva creacié de les idees
matematiques, de manera similar a la que el matematic actiu utilitza quan s enfronta
amb el problema de matematitzacio de la parcella de la realitat de que s’ ocupa.

Es tracta, en primer lloc, de posar-nos en contacte amb la realitat matematitzable
que ha donat lloc als conceptes matematics que volem explorar amb els nostres alum-
nes. Per a aixo haurfem de contixer a fons el context historic que emmarca aquests
conceptes adequadament. Per quines raons la comunitat matematica es va ocupar
amb insisténcia en un cert moment d’aquest tema i el va convertir en el veritable cen-
tre de la seva cxploracié potser per un periode de segles? Es extraordinariament util
intentar mirar la situacid amb que clls es van enfrontar i fer-ho amb la mirada perple-
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xa amb que la van contemplar inicialment. La visi6 del tema que se'ns ofereix en
molts del nostres llibres de text s assembla en massa ocasions a una novel-la policiaca
que apareix esguerrada des del principi per haver comengat explicant el final. Expli-
cada d’una manera més raonable podria ser veritablement apassionant.

Normalment la historia ens proporciona una guia magnifica per emmarcar els di-
ferents temes, els problemes dels quals han sorgit els conceptes importants de la
materia, i fa llum per entendre la ra6 que ha portat I’ésser huma a ocupar-se’n amb in-
teres. Si coneixem I’evoluci6 de les idees de qué pretenem ocupar-nos, sabrem per-
fectament el lloc que ocupen en relacio a les diferents conseqiiéncies, les aplicacions
interessants que n’han pogut sorgir, la situacié recent de les teories que se n’han deri-
vat, etc.

En d’altres ocasions I’acostament inicial es pot fer a través de 1'intent directe
d’una modelitzacié de la realitat en qué el professor sap que han d’apargixer les es-
tructures matematiques en qiiestio. Per fer aix0, es pot recérrer a les altres ciéncies
que fan ds de les matematiques. a circumstancies. de la realitat quotidiana o bé a la
‘presentacié de jocs tractables matematicament dels quals, en més d’una vegada. al
larg de la historia han sorgit idees matematiques de gran profunditat, com veurem
més endavant.

Posats amb els nostres estudiants davant de les situacions-problema en qué va te-
nir lloc la gestaci6 de les idees de qué volem ocupar-nos, hem d’intentar estimular la
seva recerca autonoma, el seu propi descobriment gradual d’estructures matemati-
ques senzilles, de problemes interessants relacionats amb aquestes situacions que
sorgeixen de manera natural,

Es clar que no podem esperar que els nostres alumnes descobreixin en un parell
de setmanes allo que la huamanitat va elaborar potser al llarg de diversos segles de
treball intens de ments molt brillants. Perd és cert que la recerca amb guia, sense ani-
quilar el plaer de descobrir, és un objectiu assolible en I'ensenyament i aprenentatge
de les matematiques. i en la deteccié de tecniques concretes, destrategies itils de
pensament en el camp en qiiestio 1 de la transmissio d”aquests coneixements als estu-
diants.

La teoria, concebuda aixi, resulta plena de sentit, plenament motivada i molt més
facilment assimilable. Aplicar-la a la resolucid dels problemes. que al principi aparei-
xien com a objectius inassolibles. pot arribar a ser una veritable font de satisfaccio i
plaer intel'lectual, de sorpresa davant el poder del pensament matematic i d una forta
atraccié vers la matematica.

4.2. Sobre el paper de la historia en el procés de formacié
del matematic

Segons el meu parer, un cert coneixement de la historia de la matematica hauria
de formar part indispensable del bagatge de coneixements del matematic en general i
del professor de qualsevol nivell, primari. secundari o terciari. en particular. I. en ¢l
cas d’aquest dltim, no només amb la intencid que el pugui utilitzar com a instrument
en ¢l seu propi ensenyament, sind primariament perque la historia H pot proporcionar
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una visié veritablement humana de la ciéncia i de la matematica, cosa de la qual el
matematic també acostuma a tenir necessitat.

La visi6 historica transforma mers fets i destreses sense anima en porcions de co-
neixement buscades ansiosament i moltes vegades amb passi6é genuina per éssers hu-
mans de carn i 0ssos que van alegrar-se immensament quan per primera vegada les
van trobar. Quants d’aquests teoremes, que en els nostres dies d’estudiants ens han
aparegut com a veritats que surten de la foscor i es dirigeixen cap al no-res, han can-
viat d’aspecte per a nosaltres en assolir un sentit perfecte dins la teoria, després d’ha-
ver-la estudiada més a fons, inclos el seu context historic i biografic.

La perspectiva historica ens acosta a la matematica com a ciéncia humana, no di-
vinitzada, de vegadas penosament reptil i en ocasions fallible, perd capag també de
corregir els seus errors. Ens aproxima a les personalitats interessants de les persones
que han ajudat a impulsar-les al llarg de molts segles, per motivacions molt diferents.

Des del punt de vista del coneixement més profund de la matematica mateixa, la
historia ens proporciona un quadre en qué els elements apareixen en la seva veritable
perspectiva, cosa que redunda en un gran enriquiment tant per al matematic t&cnic
com per al que ensenya. Si a cada part de coneixement matematic dels nostres llibres
de text s’escrivis el nombre d’un segle al qual es pogués assignar amb alguna aproxi-
macid, veuriem saltar bojament els nombres, de vegades dins la mateixa pagina o el
mateix paragraf. Conjunts, nombres naturals, sistemes de numeracié, nombres racio-
nals, reals, complexos, etc., desenes de segles de distancia cap al darrera, cap al da-
vant, altra vegada cap al darrera, vertiginosament. No es tracta de fer conscients
d’aquesta circumstancia els nostres alumnes. L’ordre 1dgic no és necessariament 1°or-
dre historic, ni tampoc 1’ordre didactic coincideix amb cap dels dos. Pero el professo-
rat hauria de saber com han passat les coses per:

— Comprendre millor les dificultats de I’home genéric, de la humanitat, en 1’elabo-
racio de les idees matematiques, i a través d’aix0, les dels seus propis alumnes.

— Entendre millor la il'lacié de les idees, dels motius i variacions de la simfonia ma-
tematica.

— Utilitzar aquest saber com una guia sana per a la seva propia pedagogia.

El coneixement de la historia proporciona una visié dinamica de I’evolucié de la
matematica. Es pot suposar la motivacié de les idees i desenvolupaments a 1’inici.
Aqui és on es poden buscar les idees originals en tota la seva senzillesa i originalitat,
encara amb el sentit d'aventura que tenen, que moltes vegades es fa desaparéixer en
els textos secundaris. Com diu molt encertadament O. Toeplitz: «Respecte a tots els
temes basics del calcul infinitesimal (...) teorema del valor mitja, série de Taylor,
(...) mai se suscita la qiiestid, “per qué aixi precisament?” o, “com s’hi va arribar?”’ I,
malgrat aix0, totes aquestes giiestions han hagut de sef en algun temps objectius
d’una recerca intensa, respostes a preguntes candents (...) Si tornéssim als origens
d’aquestes idees, perdrien aquesta aparenga de mort i de fets dissecats i recuperarien
una vida fresca i puixant»,
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Aquesta visio dindmica ens capacitaria per a moltes tasques interessants en el
nostre treball educatiu:

— Posibilitat d’extrapolacid cap al futur.

— Immersi6 creativa dins les dificultats del passat.

~— Comprovaci6 de la tortuositat dels camins de la invencié, amb la percepcié de
I’ambigiiitat, obscuritat, confusié inicials, a mitja llum, esculpint torsos incon-
clussos, etc.

D’altra banda, el coneixement de la historia de la matematica i de la biografia
dels seus creadors més importants ens fa plenament conscients del caracter profunda-
ment historic, és a dir, depenent del moment i de les circumstincies socials, ambien-
tals, perjudicis del moment, etc., i també dels mutus i forts impactes que la cultura en
general, la filosofia, la matematica, la tecnologia i les diverses ciéncies han exercit
les unes sobre les altres. Fins i tot els matematics, embrancats en el seu quefer técnic,
no acostumen a ser gaire conscients d’aquest dltim aspecte, per la manera mateixa en
que la matematica acostuma a ser presentada, com si fos immune als avatars de la
historia.

Desgraciadament, tant per a I'estudiant que desitja submergir-se en la investiga-
cié matematica com per a aquell qui vol dedicar-se a les seves aplicacions 0 a I’en-
senyament, la historia de la matematica acostuma a ser totalment absent de la forma-
ci0 universitaria en el nostre pais. Al meu entendre, seria extraordinariament conve-
nient que les diverses materies que ensenyem es beneficiessin de la visi6 historica,
com he dit més amunt, i que es proporcionés a tots els nostres estudiants si més no un
breu panorama global del desenvolupament historic de 1a ciéncia que els ocupara tota
la vida. Mentre arriba una situacié raonable jo m’atreviria a aconsellar:

— Lalectura atenta d’alguns dels tractats d’historia nombrosos i excellents que van
apareixent en castella (Boyer, Kline, Colette, Grattan-Guiness, etc.).

— Recdrrer, per als temes de Iinteres particular de cadasct, a les fonts originals, es-
pecialment dels classics.

— Llegir les biografies dels grans matematics, si més no en la manera suscinta en
que apareixen al Dictionary of Scientific Biography.

4.3. Sobre la utilizacio de la historia a I’ educacié matematica

El valor del concixement histdric no consisteix a tenir una quantitat enorme
d’historictes 1 ancedotes curioses per entretenir els nostres alumnes per tal de fer una
paradacnel cami.

La historia es pot i $'ha de fer servir, per exemple. per entendre 1 fer compendre
una idea dificil de la manera més adequada. Aquell qui no tingui la més minima idea
dels volts i revolts que ¢l pensament matematic ha recorregut fins a trobar. suposcim.
la noci6 rigorosament formalitzada del nombre complex., se sentird potser justificat
per introduir en ¢l scu enscnyament cls nombres complexos com a «cl conjunt dels
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parells de nombres reals entre cls quals s’estableixen les operacions segiients (...)».
Aquell qui sapiga que ni Euler ni Gauss, tot i ser qui eren, van arribar a donar aquest
rigor als nombres complexos 1 que, malgrat aix0, van poder fer coses meravelloses
que s’hi relacionaven, es preguntara molt seriosament sobre la conveniéncia d’inten-
tar introduir els nombres complexos a l’estructura cristal litzada contranatural i dificil
d’empassar que només després de diversos scgles de treball van arribar a tenir.

Els diferents m¢todes del pensament matematic, com ara la induccid, el pensa-
ment algebraic, la geometria analitica, el calcul infinitesimal, la topologia, la proba-
bilitat, etc.. han sorgit cn circumstancics historiques molt interessants i molt pecu-
liars, freqiientment a la ment de pensadors molt singulars els merits dels quals, no
sols per justicia, siné per exemplaritat, és molt titil de recalcar.

La historia hauria de ser un auxiliar potent per a objectius com ara:

— Palesar la forma peculiar d’apar€ixer les idees en matematiques.

— Emmarcar en ¢l temps i en 'espai les grans idees i problemes al costat d’alld que
els va motivar, precedents, ctc.

— Assenyalar els problemes oberts de cada ¢poca, 1’evolucié que van tenir, la situa-
cif en qué estan actualment, ctc.

— Apuntar les connexions historiques de la matematica amb les altres ciéncies, en la
interaccid de les quals han sorgit tradicionalment gran quantitat d’idees impor-
tants.

4.4. L heuristica (problem solving) a I'ensenyament de la matematica

L’ensenyament per miija de la resolucidé de problemes és actualment el métode
més invocat per posar en practica cl principi general de 1’aprenentatge actiu i de I'en-
culturacié esmentat en el punt 4.1. Alld que en el fons es persegueix amb aquest en-
senyament és transmetre en la mesura del possible d'una manera sistematica els pro-
cessos de pensament eficagos en fa resolucid de problemes veritables.

Tinc un veritable problema quan cm trobo en una situacio des de la qual vull arri-
bar a una altra, algunes vegades ben coneguda, d’altres perfilada un xic confusament,
i no conec ¢l cami que cm pot portar de una a I'altra. Els nostres llibres de text estan,
en general, plens de mers excrcicis i mancats de veritables problemes. L’ aparenga ex-
terior pot ser enganyosa. També en un exercici s’exposa una situacio i es demana que
s’arribi a una altra: Escriviu el coeficient de x” en el desenvolupament de (1 + x)*°
Per0 si aquesta activitat, que va scr un problema veritable per als algebristes del se-
gle XVI, €s. com acostuma a passar, al final d’una seccié sobre el binomi de Newton,
no constitueix ja cap repte notable. L'alumne té els camins ben marcats. Si no és ca-
pag de resoldre un problema semblant. ja sap que el que ha de fer en primer lloc és
aprendre’s la lli¢d.

L’ensenyament mitjangant la resolucié de problemes posa 1’émtfasi en els proces-
sos de pensament, en cls processos d’aprenentatge, i considera els continguts ma-
tematics, ¢l valor dels quals no s'ha de deixar de banda de cap manera, com a camp
d’operacions privilegiat per a la tasca d’aconscguir formes de pensament eficaces.
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Es tracta de considerar el més important:

— Que I'alumne manipuli els objectes matematics.

— Que activi la seva propia capacitat mental.

— Que exerciti la seva creativitat.

— Que reflexioni sobre el seu propi procés de pensament per tal de millorar-lo cons-
cientment.

— Que. si és possible, faci transferéncies d’aquestes activitats a d’altres aspectes del
seu treball mental.

— Quec adquireixi confianga en ell mateix.

— Que es diverteixi amb la seva propia activitat mental. .

— Que es prepari aixi per a d’altres problemes de la ciéncia i, possiblement, de la
vida quotidiana.

— Que es prepari per als nous reptes de la tecnologia i de la ciéncia.

Quins sén els avantatges d’aquesta mena d’ensenyament? Per qué esforgar-se
per aconseguir aquests objectius? Heus aci unes quantes raons interessants:

— Perque és el millor que podem proporcionar als nostres joves: capacitat autdnoma
per resoldre els seus propis problemes.

— Perqué el moén evoluciona molt rapidament: els processos efectius d’adaptacié
als canvis de la nostra ciéncia i de la nostra cultura no esdevenen obsolets.

— Perque el treball es pot fer atraient, divertit, satisfactori, autorealitzador i creatiu.

— Perqué molts dels habits que es consoliden aixi tenen un valor universal, que no
es limita al mén de les matematiques.

— Perque és aplicable a totes les edats.

En qué consisteix la novetat? Es que no s’ha ensenyat sempre a resoldre proble-
mes a la nostra classe de matematiques? Possiblement els bons professors de tots els
temps han fet servir de forma espontania els meétodes que ara es propugnen. Pero alld
que tradicionalment una gran part del nostre professorat ha fet es pot resumir en les
fases segiients: exposicio de continguts - exemples - exercicis senzills - exercicis més
complicats - ;problema?

La forma de presentacié d'un tema matematic basada en I'esperit de la resolucié
de problemes hauria de dur-se a terme més o menys de la manera segiient: proposta
de la situacié problema de la qual sorgeix ¢l tema (basada en la historia. aplicacions,
models, jocs, etc.) - manipulacié autdonoma feta pels estudiants - familiaritzacié amb
la situacié i les dificultats que presenta - elaboracid d’estrategies possibles - assajos
diversos dels estudiants - eines elaborades al llarg de la historia (continguts motivats)
- eleccid d’estrategies - atac i resolucid dels problems - recorregut critic (reflexié so-
bre el procés) - consolidacid formalitzada (si convé) - generalitzacié - nous proble-
mes - possibles transferéncies de resultats, de metodes. didees. etc.

En tot el procés I'eix principal ha de ser 1'activitat mateixa dirigida amb encert
pel professor, i collocar 1'alumne en situacié de participar. sense aniquilar el placr
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d’anar descobrint per si mateix alld que els grans matematics han aconseguit amb
tant d’esforg. Els avantatges del procediment ben fet sén clares: activitat contra pas-
sivitat, motivacid contra avorriment, adquisicié de processos valids contra rutines ri-
gides i immotivades que es perden en 1’oblit, etc.

Segons el meu parer, el meétode d’ensenyament per resolucié de problemes pre-
senta algunes dificultats que no semblen encara satisfactoriament resoltes a la ment
d’alguns professors i encara menys en la forma practica de dur-lo a terme. Es tracta
d’harmonitzar adequadament els dos components que ’integren, el component heu-
ristic, €s a dir, 'atenci6 als processos de pensament i els continguts especifics del
pensament matematic.

Al meu entendre hi ha a la bibliografia actual una gran quantitat d’obres
excellents I’atencioé primordial de les quals se centra en els aspectes heuristics, po-
sats en practica sobre contextos diversos, uns més purament lidics, d’altres amb un
sabor més matematic. Algunes d’aquestes obres compleixen a la perfeccid, crec jo, la
seva comesa de transmetre ’esperit propi de I’ actitud de resolucié de problemes i de
confirmar a qui s’hi endinsa les actituds adequades per a ’ocupacié amb aquesta
mena d’activitat. Malgrat aix0, crec que encara no han sorgit intents seriosos i sostin-
guts per produir obres que efectivament apliquin /' esperit de la resolucié de proble-
mes ala transmissié d’aquells continguts de la matematica dels nivells diversos que
actualment pensem que han de ser presents a la nostra educacid.

Alld que acostuma a passar a aquells professors genuinament convenguts de la
bondat dels objectius relatius a la transmissié dels processos de pensament, €s que
viuen una mena d’esquizofrénia, potser per manca de models adequats, entre els dos
pols al voltant dels quals gira el seu ensenyament, els continguts i els processos. Els
divendres posen I’émfasi en els processos de pensament, a I’entorn de situacions que
no tenen res a veure amb els programes de la seva materia, i els altres dies de la set-
mana es dediquen amb els seus alumnes a insistir bé en els continguts que s’han de
cobrir, sense recordar-se gens ni mica d’alld que divendres passat van practicar. Seria
molt necessari que sorgissin models, encara que fossin parcials, que integressin en un
tot harmoniés ambd6s aspectes de la nostra educacié matematica.

De tota manera, probablemet es pot afirmar que aquell qui estigui plenament im-
mergit en aquest esperit de la resolucio de problemes s’enfrontara d’una manera molt
més adequada a la tasca de transmetre competentment els continguts del seu progra-
ma. Per aix0 considero important tragar, encara que sigui sumariament, les linies de
treball que es poden seguir a fi d’aconseguir una preparacio eficag en el tema.

4.5. Sobre la preparacio necessaria per a l’ ensenyament
de la matematica a través de la resolucié de problemes

La preparacid per a aquesta mena d’ensenyament requereix una immersio perso-
nal, seriosa i profunda. No es tracta simplement de saber uns quants trucs superfi-
cials, siné d’adquirir unes actituds noves que facin impacte i es visquin profunda-
ment.

Segons el meu parer, aquesta tasca es duu a terme d’una manera més efectiva
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mitjangant la formacié de petits grups de treball. El treball en grup en aquest tema té
una série d’avantatges importatnts:

— Proporciona la possibilitat d’un gran enriquiment, en permetre’ns percebre les
formes diferents d’afrontar una mateixa situacié-problema.

— Es pot aplicar el metode des de perspectives diferents, unes vegades en el paper
de moderador de grup, d’altres en el d’observador de la seva dinamica.

— El grup proporciona suport i estimul en una tasca que altrament pot resultar dura,
per la seva complexitat i per la constancia que requereix.

— El treball amb altres persones ens déna la possibilitat de contrastar els progressos
que el metode és capag de produir en un mateix i en els altres.

— El treball en grup possibilita de preparar-se millor per -ajudar els nostres estu-
diants en una tasca semblant amb un coneixement més gran dels ressorts que fun-
cionen en circumstancies i persones diferents.

Alguns dels aspectes que cal tenir en compte en la practica inicial adequada sén
els segiients:

— Exploraci6 dels diferents blocatges que actuen en cadascun de nosaltres, per tal
d’aconseguir una actitud sana i agradable davant la tasca de resolucié de proble-
mes.

— Prictica dels diferents métodes i técniques concretes de desblocatge.

— Exploraci6 de les aptituds i defectes propis més caracteristics, amb I’elaboracié
d’una mena d’autoretrat heuristic.

— Exercici de diferents métodes i alternatives.

— Prictica sostinguda de resolucié de problemes amb I’elaboracié dels protocols i
I"analisi en profunditat d’aquest procés de resolucid.

4.6. Disseny d una reunio de treball en grup

Em sembla que pot ser titil en aquest punt suggerir un possible disseny per a una
reunid de treball en grup segons un esquema que jo mateix he practicat en ocasions
diferents amb un profit raonable.

Un equip de treball pot constar de cinc o sis persones. Es podrien reunir un cop
per setmana durant un periode relativament llarg, com ara un any. Una sessié tipica
pot durar una hora i mitja. La sessié té dues parts ben diferenciades i €s la segona la
veritablement important. La primera part té per objecte anar ampliant el panorama de
coneixements tedrico-practics del grup.

Primera part (mitja hora). Un dels membres de 1'equip ha preparat. mitjangant
lectures adequades, un tema ben concret de naturalesa tedrico-practica que podria
consistir, per exemple, en I’estudi dels blocatges mentals de natura afectiva. L'exposa
en vint minuts i ¢s fixa un periode de discussié, comentaris. preguntes i aclariments.
de deu minuts.

Segona part (una hora). Una de les persones del grup actua en aquesta segona
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part com a secretari, observador i seleccionador de problemes. Una altra actua com a
moderador. Els papers dels components del grup es fan per torns en reunions dife-
rents.

El secretari per a aquesta reunid ha triat amb anterioritat uns quatre o cinc proble-
mes que proposa a la resta. Convé que siguin problemes veritables, perd que alhora
no ultrapassin la capacitat del grup de resoldre’ls en un temps prudencial. Convé
també que el secretari mateix s’hagi familiaritzat amb les maneres de resoldre els
problemes, ja que encara que durant el procés haura d’actuar simplement com a ob-
servador, al final ell mateix haurd d’il'luminar i complementar els resultats assolits
pel grup.

Cal recalcar que la finalitat principal de 1’activitat que el grup dura a terme pot
quedar perfectament complida encara que els problemes no es resolguin. Es molt
convenient, amb tot, des del punt de vista de la motivacid, que els problemes esco-
llits, d’una banda, constitucixin un repte veritable, pero que alhora el grup els pugui
resoldre.

La missio del secretari-observador, a més de 1’eleccid dels problemes, consisteix
a observar i anotar els punts més importants del cami que segueix la resta del grup a
la recerca de la solucié del problema. Es I'encarregat de fer el protocol del procés i
les seves observacions i notes han d’ajudar de manera molt substancial a fer la refle-
xi6 final de després d’aquesta ctapa de treball. En general, ha de romandre en silenci,
cosa gens facil de dur a terme, perd sembla convenient que intervingui en alguna oca-
sid, si cal, per exemple per preguntar sobre 1'origen d’una nova idea d’algun compo-
nent del grup, que probablement no recordaria si s’espera al periode de reflexid al fi-
nal del procés.

Com ha quedat dit abans, dels altres quatre o cinc components del grup un actua
com a moderador per a aquesta reunio de treball. Els papers de ponent, secretari i mo-
derador canvien de persona a cada sessid. La forma de procedir del grup cap a la reso-
lucié del problema pot ser molt variada i seria convenient experimentar esquemes di-
ferents perque cada grup trir el que se li adapta millor.

El que és veritablement important és que en el grup es crei una atmosfera Hiure
d’inhibicions, lliure de competitivitat, en qué cadascun desitgi aportar sense imposar,
obert a acceptar fins i tot alld que a primera vista pugui semblar més estrafolari,
collaborant gustosament per millorar les idees iniciades pels altres i veient amb gust
com els altres perfeccionen les idees proposades per ell. La tasca essencial del mode-
rador és precisament mantenir aquest clima permanentment, estimulant, si cal,
I’aportacié del que tendeix a callar massa, animant quan el grup sembla aturar-se, in-
tentant obrir vies noves quan tot sembla tancat, etc.

L’esquema concret de treball pot tenir lloc segons aquestes quatre fases que po-
den servir com a marc molt general:

— El grup es familiaritza amb el problema.

— El grup busca estratégies possibles.

— El grup selecciona i tira endavant les estratégies que semblen més adequades.
— El grup reflexiona sobre el procés que ha seguit.
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A la bibliografia, al final d’aquestes notes. es poden trobar diversos llocs en qué
he intentat de proporcionar una descripcié més detallada d’aquesta manera de proce-
dir.

4.7. Modelitzacié i aplicacions a I educacié matematica

Actualment hi ha un fort corrent en educacié matematica que sosté amb forga la
necessitat que 1'aprenentage de les matematiques no es dugui a terme explorant les
construccions matematiques en si mateixes, en les diferents formes en qué han
cristal litzat al llarg dels segles, sind en contacte continu amb les situacions del mén
real que els van donar i els segueixen donant la motivacid i la vitalitat,

Aquest corrent esta d’acord plenament amb les idees deéenvolupades abans i en
sembla un corol'lari natural. La matematica, com hem vist, s’origina com un intent
per explorar, en la seva manera peculiar, les diferents estructures complexes que s hi
presten. La creacié del matematic es duu a terme espontaniament en aquest intent per
dominar aspectes matematitzables de la realitat. L’ educacié matematica hauria de te-
nir com a finalitat principal I’enculturacid, intentant incorporar a aquest esperit ma-
tematic els més joves de la nostra societat.

Sembla obvi que si ens limitéssim en la nostra educacié a una mera presentaci
dels resultats que constitueixen I'edifici purament tedric que s ha desenvolupat en
aquest intent, deixant-ne de banda els origens en els problemes que presenta la reali-
tat i les seves aplicacions per resoldre aquests problemes, estariem amagant una part
molt interessant i substancial d’alld que veritablement és la matematica. Deixant de
banda que amb aix0 estariem prescindint del gran poder de motivacié que la modelit-
zacid i les aplicacions tenen.

4.8. Elpaper del joc al educacio matematica

L’activitat matematica ha tingut des de sempre un component lidic que ha estat
el que ha donat lloc a una gran part de les creacions més interessants que n’han sorgit.

El joc, tal com el socidleg J. Huizinga I"analitza a la seva obra Honio ludens. pre-
senta algunes caracteristiques peculiars:

— Es una activitat lliure, en el sentit de la paideia grega, és a dir, una activitat que
s’exerceix per si mateixa, no pel profit que se’n pugi derivar.

— Té una certa funcio en el desenvolupament de I’home: el cadell huma, com I'ani-
mal, juga i amb aix0 es prepara per a la vida; també I’ésser huma adult jugaien
fer-ho experimenta un sentit d’alliberament, d’evasid, de relaxacio.

— El joc no és broma: el pitjor esgarriacries €s el que no es pren seriosament el seu
joc.

— Eljoc, com I'obra d’art, produeix plaer mitjangant la contemplacio i I exécucio.

— Eljoc s’exercita separat de la vida ordinaria en el temps i en !’ espat.

— Hi ha alguns elements de tensié en el joc, I'alliberament i catarsi dels quals cau-
sen gran plaer.
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— Eljoc ésl’origen de llagos especials entre aquells qui el practiquen.
— Mitjangant les regles que imposa, el joc crea un nowu ordre, una nova vida, plena
de ritme i harmonia.

N’hi ha prou amb una analisi breu d’alld que representa I’activitat matematica
per permetre’ns comprovar que molts d’aquests trets hi s6n molt presents. La ma-
tematica, per la seva naturalesa mateixa, és també joc, si bé és cert que aquest joc im-
plica d’altres aspectes, com ara el cientific, instrumental, filosofic, que junts fan de
Iactivitat matematica un dels véritables eixos de la nostra cultura.

Si el joc i la matematica, ¢n la seva propia naturalesa, tenen tants trets comuns,
no €s menys cert que també participen de les mateixes caracteristiques pel que fa a la
seva propia practica. Aix0 €s cspecialment interessant quan ens preguntem pels mé-
todes més adequats per transmetre als nostres alumnes 'interes profund i I’entusias-
me que les matematiques poden generar i per proporcionar una primera familiaritza-
ci6é amb els processos usuals de I”activitat matematica.

Un joc comenga amb la introduccié d’una serie de regles, un cert nombre d’ob-
jectes o peces, la funcid dels quals en el joc ve definida per aquestes regles, exacta-
ment de la mateixa manera en que ¢s pot procedir en I’establiment d’una teoria ma-
tematica per definicid implicita: «Se’ns donen tres sistemes d’objectes. Anomenarem
els del primer sistema punts, cls del segon rectes, etc.» (Hilbert, Grudlagen der Geo-
metrie).

Aquell qui s’introducix en la practica d’un joc ha d’assolir una certa familiaritza-
cié amb les seves regles, relacionant unes peces amb les altres a la manera com el no-
vici en matematiques compara i fa interactuar els primers elements de la teoria amb
uns altres. Aquests sén els exercicis elementals d'un joc o d’una teoria matematica.

Aquell qui desitja avangar en el domini del joc va assolint algunes técniques sim-
ples que, en circumstancics que apareixen repetides sovint, porten a I’exit. Aquests
son els fets 1 lemes basics de la teoria que es fan facilment accessibles en una primera
familiaritzacié amb eis problemes senzills del camp.

Una exploracié més profunda d’un joc amb una llarga historia proporciona el co-
neixement dels camins peculiars de procedir d’aquells qui han estat els grans mestres
en el camp. Aquestes son les estratggies d’un nivell més profund i complex que han
requerit una intuicié especial, ja que es troben de vegades ben allunyades dels ele-
ments inicials del joc. Aixd correspon en matematiques a la fase en que 'estudiant
intenta assimilar i fer-se profundament scus els grans teoremes i meétodes que han es-
tat creats al llarg de Ja historia. Son cls processos de les ments més creatives que estan
ara a la seva disposicié perqué ell en faci s a les situacions més confuses i delicades.

Més tard. en els jocs més treballats, en que. la reserva de problemes mai s’esgota,
el jugador expert intenta resoldre de forma original situacions de joc que mai abans
han estat explorades. Aixo correspon a I’enfrontament en matematiques amb els pro-
blemes oberts de la teoria.

Finalment n’hi ha uns quants que sén capagos de crear jocs nous, rics en idees in-
teressants i en situacions capaces de motivar estrategies i maneres innovadores de ju-
gar. Aix0 és paral'lel a la creacié de noves teories matematiques, fertils en idees i pro-



blemes. possiblement amb aplicacions per resoldre altres problemes oberts en ma-
tematiques i per revelar nivells de la realitat més profunds que fins ara s havien
mantingut en la penombra.

La matematica i els jocs han barrejat molt freqiientment els seus camins al llarg
dels segles. Es fregiient a la historia de les matematiques 1’aparicié d’una observacio
enginyosa, feta de forma lidica, que ha portat a formes noves de pensament. Antiga-
ment ¢s pot esmentar el [ Ching com a origen del pensament combinatori, i de temps
més modems es pot esmentar en aquest context Fibonacci, Cardano, Fermat, Pascal.,
Leibniz, Euler, Daniel Bernoulli, etc.

Del valor dels jocs per despertar I'interes dels estudiants n’ha parlat molt encer-
tadament M. Gardner, el gran expert del nostre temps en la presentacié licida, inte-
ressant i profunda d’una gran quantitat de jocs durant molts anys en columnes de la
revista Scientific American: «De segur el millor cami per despertar un estudiant con-
sisteix a oferir-li un joc intrigant, trencaclosques, truc de magia, acudit, paradoxa.
apariat de naturalesa matematica o qualsevol cosa entre una vintena que els profes-
sors avorrits tendeixen a evitar perqué semblen frivoles». (Carnaval matemdtico.
proleg).

El matematic expert comenga la seva aproximacié a qualsevol giiesti6 del camp
que I'ocupa amb el mateix esperit explorador amb qué un infant comenga a investigar
una joguina acabada d’estrenar, obert a la sorpresa, amb curiositat profunda davant el
misteri que a poc a poc espera illuminar, amb ’esfor¢ plaent del descobriment. Per
que no fer servir aquest mateix esperit a la nostra aproximacié pedagogica a les ma-
tematiques?

Segons el meu entendre, el gran benefici d’aquest acostament lidic consisteix en
la potencia que té per transmetre a I’estudiant la manera correcta de col'locar-se en el
seu enfrontament amb problemes matematics.

La matematica €s un joc gran i sofisticat que, a més, resulta ser al mateix temps
una obra dart intel'lectual, que proporciona una llum intensa en 1'exploracié de
I'univers 1 t€ grans repercussions practiques. En I’aprenentatge d’aquesta matéria es
poden fer servir amb gran profit, com hem vist anteriorment, les seves aplicacions. la
seva historia, les biografies dels matematics més interessants, les seves relacions amb
la filosofia o amb d’altres aspectes de 1a ment humana, perd possiblement cap altre
cami pot transmetre quin €s I'esperit correcte per fer matematiques com un joc ben
triat.

4.9. Importancia actual de la motivacio i presentacio

Els nostres alumnes son intensament bombardejats per teécniques de comunicacié
molt poderoses 1 atraients. Es una forta competéncia amb qué ens enfrontem en 1'en-
senyament quan intentemn de captar una part substancial de la seva atencié. Cal que
ho tinguem en compte constantment i que ¢l nostre sistema educatiu intenti aprofitar
a fons aquestes cines. que sén el video. la televisio. laradio. el diari. el comic, Ia vin-
yeta, la participacié directa. etc.

Penso que som encara molt lluny de saber aprofitar per al nostre ensenyament les
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possibilitats obertes a través dels mitjans tecnics de que ja disposem actualment. Un
petit suggeriment practic pot servir d’exemple. En el nostre entorn tenim un profes-
sorat excellentment preparat per servir d’exemple sobre com ensenyar amb eficacia
diverses matéries que son per a la majoria un veritable trencaclosques, per exemple la
probabilitat, o sobre com introduir i motivar adequadament temes especifics del cal-
cul o de la geometria a nivells diferents. Aquests professors es troben sovint convo-
cats amolts llocs diferents perqué repeteixin les mateixes idees sobre el tema. No se-
ria molt més efectiu i menys costds que algun organisme que no hagués d’anar a la
recerca del profit economic produis una série de videos amb aquestes experiéncies i
les fes accessibles a un nombre més gran de persones?

En algunes regions del nostre pais, el professorat dels diferents nivells s’ha ado-
nat de la importancia que pot tenir un canvi efectiu que es pot dur a terme gradual-
ment a la societat. a través dels mitjans de comunicacio actuals, en la percepci6 d’allo
que la matemitica €s en realitat. Les experiéncies son altament satisfactories i
s aconsegueix en molts casos per mitja de problemes interessants, mitjangant la difu-
si6 de parcel'les de la historia de la matematica o de les aplicaciones que té, la partici-
pacié de families 1 poblacions sencercs en activitats que en principi potser van ser
planejades per als estudiants.

4.10. Foment del gust per la matematica

Lactivitat fisica és un plaer per a una persona sana. L’ activitat intel lectual també
ho és. La matematica orientada com a saber fer autdbnom, amb una guia adequada, és
un exercici atraient. De fet, una gran part dels nens més joves poden ser introduits de
forma agradable cn activitats i manipulacions que constitueixen I’inici raonable d’un
coneixement matematic. El que acostuma a passar és que una mica més endavant el
nostre sistema no ha sabut mantenir aquest inter¢s i ofega en abstraccions immotiva-
des i a deshora el desenvolupament matematic de I’'infant. El gust pel descobriment
en matematiques ¢s possible i motiva molt per superar altres aspectes rutinaris neces-
saris del scu aprenentatge, pels quals sens dubte cal passar. L apreciacid de les aplica-
cions possibles del pensament matematic a les ciéncies i a les tecnologies actuals pot
omplir de sorpresa i placr moltes persones més orientades cap a la practica. D altres
se sentiran més moguts davant la contemplacié dels impactes que la matematica ha
tingut sobre la historia i filosofia de I’ésser huma o davant la biografia d’aquest ma-
tematic famos o el de més enlla.

Cal trencar, amb tots cls mitjans, la idea preconcebuda, i molt arrelada a la nostra
societat, provinent probablement de blocatges inicials creats durant la infantesa de
molts, que la matematica és necessariament avorrida, abstrusa. imitil, inhumana i
molt dificil.
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S. Algunes tendencies actuals en els continguts

Les mateixes tendéncies generals apuntades a la seccié 3 suggereixen de forma
natural algunes reformes en els continguts dels programes que, amb més o menys
embranzida i en alguns casos de forma experimental i temptativa, es van introduint.

5.1. Undesplagcament cap a la matematica discreta?

La matematica dels segles XIX i XX ha estat predominantment la matematica del
continu cn qué I'analisi, a causa de la poténcia i repercussié que té en les aplicacions
tecniques. ha fet un paper predominant.

L’arribada dels ordinadors, amb la seva capacitat immensa de calcul, amb la seva
rapidesa enorme, versatilitat, potencia de representacié grafica, possibilitats per a la
modelitzacid sense passar per la formulacié matematica de tipus classic, etc.. ha
obert una gran quantitat de camps diversos, amb origen no sols en la fisica, com els
desenvolupaments de segles anteriors, siné en moltes altres ciéncies com ara 1'econo-
mia, les ciéncies de 1'organitzacio, biologia, etc., els problemes de les quals eren difi-
cils de resoldre, en part a causa de les masses enormes d’informacié que havia de
tractar fins arribar a trobar les intuicions matematiques valuoses que poguessin fer-
nos arribar a processos de resolucié dels problemes dificils proposats en aquests
camps.

D’altra banda, ["accent en els algorismes discrets. usats a les ciéncies de la com-
putacid, a la informatica. i a la modelitzacié de diversos fenomens mitjangant 1’ ordi-
nador, ha donat lloc a un trasllat de I’¢mfasi en la matematica actual cap a la matema-
tica discreta. Algunes de les seves porcions sén prou elementals com per poder for-
mar part amb &xit d'un programa ihicial de matematica. La combinatoria classica, i
tamb¢ els scus aspectes moderns. com ara la teoria de grafs o la geometria combi-
natoria, podrien ser considerats candidats adequats. La teoria elemental de nombres,
que mai va arribar a desaparcixer dels programes d’alguns paisos, en podria ser un al-
tre.

S’han fet intents per introduir aquests clements i d'altres de semblants pertan-
yents a la matematica discreta a I’ensenyament matematic inicial. Ara bé, aixd només
sembla possible a costa d’altres porcions de la matematica amb més tradicié de les
quals no es veu bé com se’n pot prescindir. Tot i que sembla bastant obvi que el gust
de la matematica del futur serd bastant diferent de 1'actual per rad de la preséncia de
I'ordinador, encara no ¢s veu ben clar com aixd es concretard en els continguts de
I'ensenyament primari i secundari.

5.2. Impactes en els continguts dels métodes moderns de calcul
Fins no fa gaire temps ecra freqtient a les nostres escoles elementals dedicar una
gran energia i llarg temps a rutines com &s la divisié d'un nombre de sis xifres per un

altre de quatre. O a 'extraccié a md de I"arrel quadrada d’un nombre de sis xifres
amb tres xifres decimals exactes. O. en els cursos superiors. al maneig amb destresa i
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rapidesa de les taules de logaritmes amb el seu laberint intrincat d‘interpolacions.
Avui, la preséncia de la calculadora de butxaca ha aconseguit que quasi tots estiguem
d’acord que aquesta energia i aquest temps estan més ben emprats en d’altres tasques.
Aquestes operacions sén molt interessants com a algorismes intel'ligents i profunds,
perd son superflus com a destreses rutinaries.

Actualment, any 1992, en el nostre segon ensenyament i en els primers anys del
nostre ensenyament universitari, dediquem gran energia i llarg temps a fi que els nos-
tres alumnes adquireixin destresa 1 agilitat en el calcul de derivades, antiderivades,
resolucio de sistemes lineals, multiplicacié de matrius, representacié grafica de fun-
cions, calcul de la desviaci6 tipica, etc.

Ja des de fa alguns anys hi ha al mercat calculadores de butxaca que sén capa-
ces, només prement unes quantes tecles, de trobar en uns breus segons la derivada
de (1 + 1/x)¥* de donar el polinomi de Taylor fins al terme de tercer grau, de re-
presentar graficament aquesta funcié en un cert entorn que es demani o bé de tro-
bar-ne el valor de la integral entre 2 13 amb gran aproximacié. La inversié d’una
matriu 8 X 8 ocupa la maquina uns quants segons, una porcié minima del temps que
es triga en donar-li les dades. El calcul de la desviaci tipica d’'una gran massa de da-
des és una operacié immediata. Les solucions d’una equacié de sete grau, incloses les
arrels complexes, sén proporcionades per la maquina en un tancar i obrir d’ulls.

Sent aixi les coses, és clar que el nostre ensenyament del calcul, de 1’algebra, de
la probabilitat i de I’estadistica, ha de passar en el futur per altres senderes diferents
de les que seguim avui. Caldra posar I’eémfasi en la comprensio i interpretacié d’allo
que s’esta fent, pero I’energia dedicada a adquirir agilitat en les rutines que la maqui-
na fa amb molta més rapidesa i seguretat sera supeérflua. A la programacié del nostre
ensenyament ens haurem de preguntar constantment on val la pena que apliquem el
nostre esforg intelligent i quines son les rutines que podem confiar a les nostres ma-
quines. El progrés de la intel'ligencia humana consisteix a anar convertint en rutina-
ries aquelles operacions que al principi han significat un veritable desafiament per a
la nostra ment i, si és possible, deixar la realitzacié d’aquestes rutines a les nostres
maquines. Amb aixo podem alliberar el millor de la nostra capacitat mental a la reso-
lucié dels problemes que encara s6n massa profunds per a les eines de que disposem.
No temem que aquests problemes escassegin.

L'experimentacié en matcmatiques, que es fa possible en camps cada vegada
més intrincats gracies a la preséncia de ’ordinador i de la calculadora de butxaca,
és un altre dels reptes per al futur del nostre ensenyament. Convergeix la succes-
si6 a, = n[(m""~(n + 1)""+117 Amb la calculadora he escrit la férmula que propor-
ciona a, i després li he demanat que calculi uns quants valors significatius. Respon

ayo0=0.037421803: a 190 = 0.00594325: a; 009 = 0.0008217. elc.

Aquest experiment em doéna confianga per conjecturar que convergeix a 0. tot 1
que lentament, i és ben conegut fins a quin punt una conjectura correcta facilita la so-
lucié d’un problema. D altra banda, la calculadora em proporciona el grafic de 'a
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funcid:
y= ,\'[(.\')U(x) —(x+1 )1/():+ l)]

que ve a reforgar la nostra conjectura.,

D’altra banda, la capacitat per al calcul infinitesimal, 1’algebra, I’estadistica, la
representacié grafica, la modelitzacid, etc., d’aquesta calculadora que fa calcul
simbolic a més del numéric i, evidentment, molt més la dels ordinadors actuals, po-
tencien clarament les possibilitats de la matematica elemental per a les aplicacions
realistes que fins ara no podiem presentar en els nostres cursos per I’excés de calcul
simbolic i numeric tedids que calia fer a ma.

5.3. Cap a una recuperacio del pensament geomeétric
ide laintuicio espacial

Com a reaccié a un abandé injustificat de la geometria intuitiva en els nostres
programes, de la qual cosa en va tenir la culpa el corrent cap a la «matematica moder-
na», avui es considera una necessitat ineludible, des d’un punt de vista didactic, cien-
tific i historic, tornar a recuperar el contingut espacial i intuitiu en tota la matematica,
no només en allo que es refereix a la geometria.

Es evident que d’uns vint anys eng¢a el pensament geometric passa per una de-
pressio profunda en ¢l nostre ensenyament matematic inicial, primari i secundari. I en
parlar de pensament geometric no em refereixo a I’ensenyament de la geometria més
0 menys fonamentada als Elements d’Euclides, siné a alguna cosa molt més basica i
profunda que €s el conreu d’aquelles porcions de la matematica que provenen de i in-
tenten estimular la capacitat de 1’ésser huma per explorar racionalment I'espai fisic
en qué viu, la figura, la forma fisica.

Aquesta situacid, que es pot palesar només fent una ullada als nostres 1libres de
text i als programes de la nostra educaci6 primaria i secundaria. no és exclusiva del
nostre entorn. De fct és un fenomen universal que, al meu entendre, es deu en gran
manera a I'evolucié mateixa de la matematica des del comengament de segle. més o
menys.

La crisi dels fonaments de principi de segle va empényer el matematic cap al for-
malisme, cap a I'émfast sobre cl rigor. a una certa fugida de la intuicié en la construc-
cio de la seva ciencia. Alld que va ser bo per a la fonamentacié va ser considerat per
molts bo tamb¢ per a la transmissié de coneixements. Les conseqiieéncies per a l'en-
scnyament de Ies matematiques en general van ser dolentes. perd van resultar espe-
cialment nefastes per al pensament geometric. En-aquesta idea d"anar als fonaments,
potser juntament amb una mala interpretacio de les analisis d alguns psicopedagogs
sobre I'estructura evolutiva del concixement de I'infant, es basa I'émfasi posat en la
teoria de conjunts 1 la recerca de rigor. La gcometria. a nivell clemental. és dificil de
formalitzar adequadament 1 aixi, cn aquest intent. se'ns van escolar pel mateix forat
el pensament gecomcetric, la intuicio espacial 1 la font més important que per molts se-
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gles ha tingut la matematica de veritables problemes i resultats interessants que es
poden aconseguir amb un nombre petit d’eines facilment assimilables.

El segle X1x va ser el segle d’or del desenvolupament de la geometria elemental,
del tipus de geometria a que tradicionalment es dedicava I’ensenyament inicial de la
matematica, que vivia a 'ombra de creacions molt interessants i molt de moda de la
matematica superior com ara la geometria descriptiva, geometria projectiva, geome-
tria sintetica, geometrics no cuclidianes, etc. El mateix sentit geometric que va esti-
mular els desenvolupaments espectaculars del segle XIX segueix viu encara avui en
camps com la teoria dels grafs, teoria dels cossos convexos, geometria combinatoria,
alguns capitols de la teoria de I'optimitzacid. de la topologia, etc. Com a trets comuns
a tots aquests desenvolupaments ¢s poden assenyalar: una forta relacié amb la intui-
ci6 espacial, un cert component lidic 1 potser un rebuig tacit de desenvolupaments
analitics excessius.

D’aquestes materics, la profunditat de les quals es manifesta cada vegada més
clarament, I'ensenyament elemental no se n’ha fet cap mena de ressd. Només sén tin-
gudes en compte a un nivell superior i a un nivell de matematica recreativa. Perd
aquesta matematica recreativa, al nostre pafs, no ha trobat encara el cami cap a I’es-
cola. Paradoxalment, no permetem que jugui aquell a qui més agrada i qui més es be-
neficiaria amb el joc matematic.

La necessitat d’un retorn de ’esperit geometric a ’ensenyament matematic és
una cosa amb qué tothom sembla estar d’acord. Tot i aix0, encara no €s gaire clar
com s’ha de dur a terme. Cal cvitar arribar als extrems en qué es va incdrrer, per
exemple, amb la geometria del triangle, tan en voga a la fi del segle X1x. També cal
evitar una introduccio rigorosament sostinguda d’una geometria axiomatica. Possi-
blement una orientacié sana podria consistir ¢n I'establiment d’una base d’opera-
cions mitjangant alguns principis intuitivament obvis sobre els quals es podrien aixe-
car desenvolupaments locals interessants de la geometria meétrica classica, triats per
la seva bellesa i profunditat. Les obres elementals de Coxeter poden ser potser un
exemple a seguir en aquest terreny.

S54. Apogeu del pensament aleatori. Probabilitat i estadistica

La probabilitat i I'estadistica sén components molt importants a la nostra cultura
1 a moltes de les nostres ciéncies especifiques. Haurien de constituir una part impor-
tant del bagatge cultural basic del ciutada de la nostra societat. Aquest €s un punt en
que sembla que tots els sistemes educatius concorden. I efectivament sén molts els
paisos que incloucn en els seus programes d’ensenyament secundari aquestes mate-
ries. perd en pocs aquest ensenyament ¢s duu a terme amb 1"eficacia desitjada. En el
nostre entorn aquest fenomen, crec jo, es deu d’una banda a la dificultat mateixa de
les materies en giicstié i a una certa manca de preparacié adequada del professorat
per a aquesta tasca. Potser ens faltin models bons d’ensenyament.



6. Desiderata

Tot seguit voldria presentar molt sumariament alguns suggeriments sobre alguns
projectes als quals, al meu entendre, la nostra comunitat matematica podria i hauria
de prestar una atenci6 particular.

6.1. Atencié a la formacié inicial i permanent del professorat
de matematiques

L’any 1908, F. Klein escrivia a la introduccid de les seves lligons sobre Matermd-
tica elemental desde un punto de vista superior: «Durant molt de temps la gent de la
universitat es preocupava excessivament de les seves ciéncies, sense prestar cap
mena d’atencid a les necessitats de les escoles, sense preocupar-se gens ni mica d’es-
tablir cap connexié amb la matematica de I’escola. Quin era el resultat d’aquesta
practica? El jove estudiant de la universitat es trobava, al comengament, enfrontat a
problemes que no li recordaven gens ni mica les coses que ’havien ocupat a I’escola.
Naturalment oblidava aquestes coses rapidament i totalment. Quan, després d’acabar
la carrera esdevenia professor d’ensenyament mitja es trobava de sobte en una situa-
ci6 en qué se suposava que havia d’ensenyar les matematiques elementals tradicio-
nals de la manera vella i pedant, i com que, sense ajut, gairebé no era capag de trobar
cap connexi¢ entre la seva feina i les seves matematiques universitaries, de seguida
recorria a la manera d’ensenyar garantida pel temps i els seus estudis universitaris
quedaven com una memoria més o menys plaent que no tenia cap mena d’influéncia
sobre el seu enscnyament».

Ha passat prop d’un segle 1, si més no pel que fa a la formacid inicial que els nos-
tres llicenciats reben, no crec que es pugui dir que en el nostre entorn la situacié dife-
reix gaire d’aquestes circumstancies indesitjables que Klein descriu.

Alld que la societat té dret a esperar de la universitat pel que fa a la formacid ini-
cial d’aquelles persones a les quals va confiar ’educacié matematica dels més joves

es podria concretar en:

— Un component cientific adequat per a la seva tasca especifica.

— Un coneixement prictic dels mitjans adequats de transmissi6 de les actituds i sa-
bers que 1’activitat matematica comporta.

— Un coneixement integrat de les repercussions culturals del saber especific ma-

teix.

Qualsevol que estudii amb atencid els programes d’estudi de la major part de les
nostres universitats podrd apreciar les mancances importants que presenta en els as-
pectes que podrien conduir a aquesta formacié adequada dels nostres ensenyants.

Segons la meva opinid, ni els cursos complementaris afegits al final dels estudis
de llicenciatura a fi de proporcionar una formacié pedagogica raonable ni els cursets
de formacié permanent poden substituir raonablement la formacié intensa que s hau-
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ria d’estimular realment durant els anys de permanéncia a la universitat, anys en qué
I’alumne esta molt més obert per rebre-la.

Penso que sén molt rares entre nosaltres les universitats que no descuren clara-
ment aquesta obligacio seriosa respecte a la societat i que urgeix posar mans a I’obra
per tal de remeiar aquesta situacié rapidament.

6.2. Atencié a lainvestigacio en educacié matematica

Com hem tingut ocasi6 de veure, ’educacié matematica és una activitat interdis-
ciplinaria extraordinariament complexa, que ha d’incloure sabers relatius a les cién-
cies matematiques i a d’altres ci¢ncies basiques que en fan s, a la psicologia, a les
ciéncies de I’educacid, etc. Només en temps molt recents s ha anat consolidant com
un camp, amb tasques d’investigacié propies, dificils i de repercussions profundes en
el seu vessant practic. Es pot afirmar que en el sistema universiari una mica inert del
nostre pais I’educacié matematica encara no ha arribat a trobar una situacié adequada
per motius molt diversos, tot i que ja es van formant grups de treball en que s’arriba a
resultats importants.

Crec que és molt necessari, pel que la societat s’hi juga, que es formin a les nos-
tres universitats bons equips d’investigacié en educacié matematica que ajudin a re-
soldre la gran quantitat de problemes que es presenten en el cami vers un ensenya-
ment matematic més eficag.

6.3. Atencio al’educacio matematica de la societat.
Popularitzacio de la matematica

La societat del nostre pais es troba, per tradicié de segles, amb una cultura forta-
ment inclinada cap als seus components humanistics. Al nostre pais, cultura sembla
ser sinonim de literatura, pintura, misica, etc. Moltes de les nostres persones illustra-
des no tenen cap mena de problema a confessar obertament la seva ignorancia pro-
funda pel que fa als elements més basics de la matematica i de la ciéncia, i fins i tot
sembla que se’n vanten sense cap mena de pesar. Les pagines de 1a majoria dels nos-
tres diaris encara no s’han adonat que les ciéncies, i en particular les matematiques,
sén ja en els nostres dies un dels puntals basics de Ia cultura humana. I encara més,
sembla clar que, com afirma Whitehead: «Si la civilitzacié continua avangant, en els
2.000 anys propers, la novetat predominant en el pensament huma sera el domini de
la intelleccié matematica».

Seria molt desitjable que tots els membres de la comunitat matematica i cientifi-
ca ens esforcéssim molt intensament per tal de fer patent davant la societat la presén-
cia influent de la matematica i de la ciéncia a la cultura. Una societat amb el coneixe-
ment exacte d’alld que la ciéncia significa per al desenvolupament d’aquesta societat
esdevindra collectivament més sensible als problemes que 1’educacio dels més joves
significa en aquest sentit.

A la comunitat matematica internacional, recentment es presta una gran atencid
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als mitjans convenients per aconseguir obrir els ulls de sectors amplis de la societat
cap als beneficis de tot tipus que pot reportar una cultura que integri, de la manera
que cal, ciéncia i matematica.

6.4. Atencio al talent preco¢ en matematiques

Es segur que a les nostres comunitats escolars hi ha un cert nombre d’estudiants
amb una dotaci¢ intellectual per a les matematiques veritablement excepcional. Sén
talents que de vegades passaran més o menys inadvertits i més aviat desatesos per la
impossibilitat que cls professors dediquin I’atencié personal que caldria. S6n perso-
nes que, al principi il'lusionades amb ’escola, passen a un estat d’avorriment, frustra-
cié i desinteres que les conduira probablement a I’adotzenament i a I’apatia, després
d’un periode escolar de possible gran patiment.

D’altra banda sén talents que podrien donar fruits excepcionals per al bé comi de
la nostra societat, si no ¢s deixessin perdre, mitjangant la seva aportacié extraordina-
ria al desenvolupament cultural, cientific i tecnologic del pais. La perdua indubtable
de talent que causa la desatencié d’aquests talents constitueix una gran responsabili-
tat social. Actualment cap organisme, ni public ni privat, presta atenci6 constant a la
tasca de detectar, estimular i orientar el talent extraordinari i precog en matematiques,
i tampoc en cap altra de les ciéncies. Hi ha, i amb molta justificacié, una atencid, su-
port i cura especials respecte a I’ensenyament de I'infradotat, perd penso que, al nos-
tre pais, gairebé no s’ha prestat cap mena d’atencié als problemes propis dels talents
precogos.

Es pot pensar amb un cert fonament que el talent precog en matematiques és més
facil de detectar i1 estimular que en d’altres ciéncies. De fet hi ha des de fa molt de
temps projectes duts a terme amb molt d’¢xit en un gran nombre de paisos. Hi ha di-
versos camins per encarrilar el problema i entre ells n’hi ha que no sén d’un cost ex-
cessiu, especialment si es té en compte el rendiment a llarg termini d’una actuacid
ben feta.

Es possible, si s’ha de jutjar per efecte que a paisos del nostre ambit cultural
iberoamrica ha tingut I’emergéncia d’ algunes personalitats de talent extraordinari en
el desenvolupament matematic del pais, que una accié sostinguda de deteccid i esti-
mul del talent matematic precog podria collocar el nostre pafs en temps raonable a un
nivell matematic i cientific molt més elevat.
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