Geometria del complement
del nus figura vuit*

Carmen Safont

El nus figura vuit €s un dels nusos més senzills. S ha representat a la figura 1.
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FIGURA 1.

Podem pensar en un nus qualsevol com el resultat de ficar d’una manera qualse-
vol una corda dins I’espai tridimensional R>. El tros de corda és, topoldgicament, un
interval. Per a estudiar els nusos matematicament es comenga per fer el segiient pas:

— s’uneixen els dos caps de la corda, que es converteix aix{ en un objecte home-
omorf a un cercle. '

— s’afageix a R un punt a I’infinit. El resultat és un espai homeomorf a I’esfera
tridimensional S3.

D’aquesta manera el nus esdevé una parella (S3, N) on N = S', i per tant els dos
elements son espais compactes. En Topologia, quan es parla duna parella d’espais es
déna importancia a com esta posat un dins I’altre. Amb ulls de topoleg, si es modifica
la posici6 de la corda, ja tancada, dins S3. el nus no ha canviat. Dit d’una altra manera,
totes les parelles homeomorfes representen el mateix nus.

Per a visualitzar-lo millor, es sol representar un nus mitjancant el que s’anomena
projeccié regular plana. La figura 2 representa dues projeccions regulars del nus figu-
ra vuit.

* Aquest article recull una xerrada organitzada per la Societat Catalana de Matematiques amb

motiu de I'inaguraci6 del curs 1990-1991. Agraeixo a la Societat Catalana de Matematiques la
invitacio.
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FIGURA 2.

El complement S*\ N d’un nus N a 3 és una varietat topoldgica de dimensi6 3 (és
a dir, un espai localment homeomorf a R, no compacta. En dimensié tres, qualsevol
varietat topologica admet estructura diferenciable, tnica. Llavors, admet métriques
riemannianes. Jo vull fer veure que el complement del nus figura vuit admet una me-
trica hiperbolica.

1. Geometria de H2i H3

Es pot introduir la geometria hiperbolica comparant-la amb la geometria eucli-
diana. Fem una revisi6 dels elements més il-lustratius de la geometria euclidiana i la
hiperbolica: métrica, rectes, geodesiques i isometries.

Una metrica sobre una varietat diferenciable es defineix normalment donant la
manera de calcular la longitud de vectors tangents en cada punt. Llavors hi ha férmu-
les per a calcular la distancia entre punts de 1’espai, longitud de corbes, angles, arees.
Les geodésiques son les corbes que minimitzen la longitud. Les isomeries sén les
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dx denota la metrica euclidiana i ds denota la metrica hiperbolica.’ Aquesta férmula
permet calcular longituds de corbes a H?, distancia entre dos punts, arees, La distan-
cia entre dos punts és la longitud de la corba més curta que els uneix. Vista per nosal-
tres, que observem H? des de fora, aquesta corba no és en general una recta, siné un
arc de circumferéncia ortogonal a la vora del disc. La vora del disc no pertany a H? i
es diu linia de Iinfinit. Les isometries de H? sén ben conegudes. Les que preserven
orientacid son de tres tipus: elliptiques, paraboliques i hiperboliques. Les que inver-
teixen orientacié s’obtenen composant aquestes amb la reflexi6 respecte a un arc ge-
odesic de circumferéncia. La millor manera de comprendre-les és veure-les actuar
sobre una tessellacié. Una tessellacid s’obté reflectint un poligon repetidament so-
bre els seus costats. Si és possible omplir H? sense que els poligons es superposin,
s’haura tessellat H2. La figura 3 mostra una tessel'lacié de H? per a triangles d’angles
n/2,mn/3, m/7. Cada vertex €s centre d’una isometria elliptica que preserva la
tessellacié, d’angle i, 2t / 3 o 2nt / 7. També hi ha isometries hiperboliques que la
preserven, amb eixos geodesics que uneixen centres de rotacid dels que acabem de
citar. ' :

Es interessant comparar una propietat dels triangles al pla euclidia i al pla hi-
perbolic. Al pla euclidia, per a determinar un triangle a menys de congrueéncia cal
congixer els angles interiors i la longitud d’un costat. Al pla hiperbolic dos triangles
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FIGURA 4.
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amb els mateixos angles s6n congruents: I ’area d’un triangle és T — (o + B +7), si &,
B iy son els angles interiors. L’area maxima s’assoleix per als triangles que tenen els
vertexos a la linia de I’infinit. Aquesta area és &, aquests triangles es diuen ideals i
s6n tots congruents. A la figura 4 es veu una tessellacié de H? per triangles ideals. Hi
ha isometries paraboliques, amb centre els vértexos dels triangles, que preserven la
tessellacio. ’

Entesa la geometria de H?, la de H® s’entén per analogia. Un model de H> és I’in-
terior del disc o bola unitat de R3. També la férmula ds = dx / (1 — r?) és la que d6na la
metrica. Només vull nomenar una diferéncia entre la dimensi6 2 i la 3: els tetraedres
ideals no s6n tots congruents. Dos tetaedres ideals sén congruents si i només si tenen
els mateixos angles diedrals. En particular, hi ha el tetraedre ideal amb tots els angles
diedrals de 60 graus. Aquest s’anomena tetraedre ideal regular i és tinic a menys
d’isometries.

FIGURA S.

2. El complement del nus figura vuit
és unio de dos tetraedres ideals regulars

Pensant en S3 com R? U oo resulta facil entendre S* com a uni6 de dues boles: la
bola unitat de R3 i el seu exterior a R? U oo, Aquest exterior és homeomorf a una bola,
i de fet la inversié respecte a ’esfera unitat és un homeomeorfisme de S* que permuta

- una bola amb I’altra. Com que una bola és homeomorfa a un tetraedre, un topdleg es
permet dir que S? és uni6 de dos tetraedres amb frontera comuna.

La projecci6 radial des de ’origen déna un homeomorfisme entre la superficie
d’un tetraedre inscrit en I’esfera unitat i la superficie de 1’esfera, i indueix una trian-
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FIGURA 6.

gulacié sobre aquesta. Si representem la superficie de la esfera unitat sobre un pla,
també hi veiem la triangulaci6 del’esfera amb 4 triangles, (A, B, C, D a la figura 6).
La figura 6 déna una altra imatge dels dos tetraedres que formen S°: un d’ells es
pot pensar sota la superficie del paper i I’altre a sobre. La superficie del paper R2 U oo
és I’intersecci6 dels dos tetraedres.
La representacio del nus figura vuit a la figura 7 torna a suggerir aquesta imatge
de S3:

-

FIGURA 7.
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Pero encara no €s gens clar que el complement del nus sigui uni6 de dos tetraedres
sense vertexs. De fet, només cal canviar un creuament per a que el nus figura vuit
passi a ser el nus trévol (figura 8), i I’exterior d’aquest no és unié de dos tetraedres
sense vertexos.

Ara bé, sobre la figura 7 podrem veure una altra descomposicié de R? U o en
dues peces. Per tal de veure-la, posem dues arestes suspeses del nus, com a la figura
9. D’aquesta manera s’obté un complexe de dimensié 1 a R®. Ara es poden afegir
quatre cel'les 2-dimensionals, la vora de les quals jeu sobre aquest complexe. La figu-
ra 9 mostra dues d’aquestes cel les.

Hem format aixi un complexe de dimensi6 2 dins S3, el complement del qual té
dues components, que anomeno i i f, que son cel'les obertes, és a dir, homeomorfes a
I’interior de la bola unitat de dimensié 3. Amb una mica d’observacié es veu que en
cada una de les dues arestes incideixen sis cares (veure figura 10). Dit d’una altra ma-
nera, podem pensar en dues boles de dimensié 3 a la vora de les quals hi ha marcada
una certa descomposicié cellular. Doncs bé, hem obtingut S? pegant les dues boles,
no per un homeomorfisme de la vora pero si per una llei que respecta les cellula-
cions. El pegat és un homeomorfisme sobre I’interior de les cares de dimensi6 2. Si
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FIGURA 9.

volem entendre com hem fet el pegat, potser el més clar és fer la disseccié, és a dir,
anar despegant el que s’ha pegat. Es aixo el que es fa seguint la seqiiéncia de la figura
10. Llavors es veu precisament la cel'lulacié de la vora d’una de les 3-celles.

Ara bé, que ens queda si traiem el nus? Si considerem els complement del nus,
del 1-esquelet del complexe queden només dues arestes, sense els vértexs. Les cares
de dimensid 2 han perdut part de la vora, i el que queda de la cara és homeomorf a un
triangle sense vertexs.

Les arestes marcades al 1-esquelet son les que queden quan es treu el nus figura
vuit, unié de les arestes no marcades. Treiem, doncs, aquestes arestes no marcades.
El resultat és el mateix que s’obté si es col'lapsa primer cada una d’aquestes arestes a
un punt i després es treuen aquests (quatre) punts. Ara bé, com es veu a la figura 10,
aquesta segona operacio dona lloc a un tetraedre sense vertexs. La conclusid, per tant,
és que S° menys el nus figura vuit és unié de dos tetraedres sense vértexs, cada un
dels quals hi és inclos homeomorficament. :
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3. L’estructura hiperbolica

Cal entendre que implica la descomposicié del complement del figura vuit com a
unié de dos tetraedres sense vertexs. Un tetraedre del qual s’han tret els vertexs és to-
pologicament equivalent a un tetraedre hiperbolic ideal.

En un tetraedre ideal regular tots els angles diedrals sén de 60 graus. Com que
60 x 6 = 360, podem tessellar /> amb tetraedres ideals regulars de manera que en
cada aresta incideixin 6 tetraedres. Un teorema de Poincaré déna suport a aquesta
afirmacio.

Ara resulta que les identificacions explicades a la secci6 anterior es poden realit-
zar per un grup d’isometries de H> que traslladen una parella de tetraedres adjacents
d’aquesta tessel'lacié omplint tot /2. De manera que a H> veiem una familia de répli-
ques del complement del figura vuit obert. Totes aquestes répliques sén isometriques.
En particular, tenen el mateix volum, igual al volum de 2 tetraedres ideals regulars,

2-3[1(n/3)2.029883...
on [] denota el que s’anomena funcié de Lovachevski, definida per
2]
H(9)=——_/;log|2s1nu|du

Estem dient que H° és el recobridor universal del complement del nus figura vuit,
i que aquest és el quocient de H> per ’acci6 d’un cert grup d’isometries. Es diu que el
complement del nus figura vuit té estructura hiperbdlica.

Tenir estructura hiperbolica a un espai de dimensié 3 com el nostre permet utilit-
zar la metrica per a estudiar la topologia de 'espai, gracies al teorema de rigidesa de
Mostow, una versi6 del qual ens diu el segiient:

Teorema. Si una varietat de dimensié # = 3 admet alguna estructura hiperbolica
completa amb volum finit, aquesta és tinica a menys d'isometria.

Com a conseqiieéncia, el nimero 2.029883 és un invariant topologic del comple-
ment del figura vuit. Aixi, si en qualsevol context trobem un nus desconegut amb vo-
lum diferent d'aquest, concloem que el nus no és el figura vuit.

El teorema de Mostow té altres conseqiiencies. Per exemple, implica que el grup
de difeomorfismes, modul isotopia, d’una varietat hiperbolica completa amb volum
finit, de dimensi6 n > 3, és un grup finit.

L’exemple del figura vuit té interés historic. R. Riley va trobar en 1975 una re-
presentacio injectiva del grup fonamental del complement del nus figura vuit en el
grup d’isometries de H>. Thurston va mostrar [1], amb la construccié geometrica que
jo he descrit, ’estructura hiperbolica del complement del nus figura vuit. Provava
també que el complement del figura vuit és el recobridor doble de la varietat de Gie-
seking, varietat no orientable que s’obt¢ identificant cares d’un tetraede ideal regular,
coneguda des de 1912. Aco va ser la punta d’un iceberg. Va representar 1’inici d’un
gran desenvolupament de la geometria hiperbolica. Thurston va estudiar a partir
d’aquest exemple estructures hiperboliques en varietats de dimensié 3. El comple-
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ment de I’enlla¢ de Whitehead i dels anells de Borromeo admeten estructures que es
poden veure directament com en el cas del figura vuit. Hi ha més nusos i enllagos que
admeten estructura hiperbolica. Thurston va provar que un nus K de > admet estruc-
tura hiperbolica si i només si no és satel'lit d’un nus no trivial ni és un nus toroidal.

El trévol €s un nus toroidal. Com a conseqiiéncia del teorema de Thurston se se-
gueix que el seu complement no admet estructura hiperbolica.

Abans de Thurston ningi no havia sospitat que les varietats de dimensié 3 podien
admetre una classificacié geomeétrica, com passa en dimensidé 2. Ell va formular
I’anomenada conjectura de geometritzacio: tota varietat de dimensié 3 posseeix un
sistema de tors que la descomponen en peces amb estructura geometrica. Ell va pro-
posar vuit geometries. La conjectura de geometritzaci6 és encara una conjectura (in-
clou la conjectura de Poincaré). Esta provada per a varietats amb certes propietats.

Thurston va rebre una medalla Fields el 1982. Els seus descobriments han can-
viat la manera d’estudiar la topologia de les varietats, en especial les de dimensi6 bai-
xa. Han intervingut de manera decissiva en la prova d’un bon nombre de resultats.
Citaré dos teoremes d’enunciat molt senzill que han estat oberts durant molt de
temps.

1) La conjectura de Smith, plantejada el 1940 i resolta el 1979 combinant resul-
tats d’uns quants matematics de primera fila: Thurston, Bass, Meeks-Yau, Gordon-
Litherland, ... [2]. La conjectura ja provada diu el segiient: Tot difeomorfisme de S3
que té ordre finit, té punts fixes i preserva 1’ orientacid, és conjugat a una rotacié d’an-
gle 2/ n.

2) Si el complement d’un nus és homeomorf al complement d’un altre nus, hi ha
una isotopia de S3 que porta un nus a I’altre. (C. Gordon-J. Luecke, 1989 [3].)
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