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En realitat, tant si ens agrada com si no, tota pedagogia
matematica, per molt incoherent que sigui, es basa en
una filosofia de les matematiques. La tendéncia moder-
nista es recolza fonamentalment en la concepcié forma-
lista de les matematiques.

R. THOM

1. Introduccio

Tant si s’hi esta d’acord com si no, la frase anterior de Thom pot servir de punt de
partida per a algunes reflexions sobre I’ensenyament de les matematiques i les idees,
més o menys encertades, que puguin tenir sobre aquest assumpte els matematics de
professié. D’aix0 se n’han ocupat també Castellet i Guzman en les seves interven-
cions en aquestes jornades, perd des de punts de vista diferents, encara que comple-
mentaris, dels nostres. De fet, la nostra manera d’enfocar el tema ha estat tenint en
compte aquesta circumstancia.

Les matematiques, I’dnica ciéncia tal vegada digna d’aquest nom (com va dir
més o menys Hobbes), tenen un status bastant peculiar, i aixo tant pel que fa al seu
paper i importancia en I’ensenyament secundari, que és 1’tinic del que parlarem aqui,
com a la seva situacié en els estudis de filosofia de la ci¢ncia. Quant al primer, les
matematiques han estat servint, amb diferéncies segons els paisos i els moments, de
metode de seleccidé de 1’alumnat; el cas extrem d’aquesta situacié és segurament el
seu paper en I’accés a les anomenades «grans escoles» a Franca. En quant al segon,
han compartit amb la Logica una posicid distinta de les ciéncies experimentals, i tam-
bé de les socials, humanes, o com es vulgui anomenar-les. D’una o altra manera; les
seves veritats semblen haver estat considerades sempre de naturaleza diferent de les
d’aquestes altres ciéncies, a moltes de les quals, a més, se’ls ha regatejat tal denomi-
nacio.

El punt de vista des del que s’han escrit les segiients linies no és solament el de
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I’experiéncia professional del seu autor, ni tampoc 1’associat, diguem-ne, amb la so-
ciologia de I’ofici. Hem volgut recollir aqui, en general limitant-nos a una rapida cita
per raons d’espai, alguns dels problemes plantejats per les matematiques en la recent
filosofia de la ciéncia. Creiem que aixd pot ser iitil a I’hora de reflexionar sobre les
matematiques com a activitat, i que pot proporcionar elements de judici que ajudin a
fer-nos una idea global, en el sentit de la frase de Thom a dalt reproduida, del que es
fa quan s’ensenyen les matematiques.

2. Context de descobriment i context de justificacié. Rigor i intuicié

Les matematiques han estat presentades tradicionalmente com una ciéncia rigo-
rosa, en la que les veritats es basen en una argumentaci6 sélida i indiscutible, a la
qual sol associar-s’hi el nom de demostracié. El model d’aquesta presentacio ha estat
durant aproximadament dos mil anys un llibre, els Elements d’Euclides, els defectes
del qual en aquest ordre, encara que minims per altra banda, no van comengar a ser
senyalats fins fa poc temps. Perd aquesta confianga en la solidesa de 1’edifici ma-
tematic va ser giiestionada, i amb forga, fara ara un segle, i durant bastant temps, en
I’episodi que se n’ha dit, encertadament o no, Crisi de fonaments, d’on van sorgir les
tres escoles basiques en els fonaments de la matematica logicista, formalista, i in-
tuicionista, i després de la qual, de totes maneres, res no ha tornat a ser com
abans [1]. Des d’aquest punt de vista fundacional de la filosofia de les matematiques,
els dos esdeveniments decisius, entre molts d’altres dels que encara no se n’ha escrit la
histdria amb tota mena de detalls, van ser el teorema d’incompletesa de Godel, i la
demostraci6 per Paul Cohen, que completava el que havia fet abans el mateix Godel,
que la Hipotesi del continu és indecidible dins d’un cert marc de la teoria axiomatica
de conjunts generalment acceptat. En particular, el teorema d’incompletesa venia a
tirar per terra el programa formalista de Hilbert per fonamentar la matematica [2].

La filosofia de les matematiques fundacionalista ha continuat el seu desenvolu-
pament, que ha agafat un caracter cada vegada més tecnic, i del qual aqui no en parla-
rem. Del que ens ocuparem €s del que s’ha dit sobre les matematiques dins de la filo-
sofia de la ciéncia que pot dir-se’n postpopperiana, en el sentit de presentar-se com
una reaccio a les postures de Popper, i en particular al seu conegut llibre La Légica de
la investigacion cientifica (1934) [3]. Aquesta filosofia de la ciéncia inclou noms
com els de Kuhn, Lakatos, Toulmin, Feyerabend, Hanson, etc., i els seus conreadors
s’han interessat sobretot per la fisica. Pero algun d’ells, Lakatos, ha escrit coses sum-
mament suggestives sobre les matematiques; a més, algunes idees d’altres, sobretot
de Kuhn, poden ser utilitzades profitosament en les matematiques.

De tots els motius de discussid o critica d’aquests fildsofs amb Popper (i amb el
Cercle de Viena, amb els Carnap, Neurath, etc.) ens quedarem amb un de sol, el de la
posada en qiiestié de la distinci6 entre context de descobriment i context de justifica-

_cid, en la mesura que admet una interpretacié molt interessant per a les matemati-

ques.
La distinci6 entre aquests dos contextos és de nissaga neopositivista, i sol asso-
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ciar-se al nom de Reichenbach (1930). La seva principal raé de ser va ser probablement
el desig de distingir la metodologia rigorosa dels neopositivistes en filosofia de la cién-
cia, de la consideracié d’altres aspectes, menys nobles per a ells, de activitat cientifi-
ca, que quedaven per a disciplines com la historia, la sociologia, la psicologia de la in-
vencio, susceptibles d’estudiar altres factors que intervenien en la génesi dels descobri-
ments cientifics. La historia de la ciéncia, per exemple, podia ocupar-se de les
circumstancies en que s’havien produit els descobriments, i els diversos elements que
hi havien intervingut, pero era del tot aliena als processos de formulaci6 i justificacié
logiques de les teories que constitueixen la forma acabada del coneixement cientific. La
distinci6 €s clara, i el seu camp d’aplicacié preferent el de les ciéncies experimentals.

A la vista de la presentacid anterior, es pot tenir la temptaci6 de traduir al domini
matematic aquesta distincié pensada per a altres. De fet, tot aixo0 ja es troba en diver-
sos escrits molt anteriors, d’un gran matematic, Poincaré. Un text com

No, el nom que li donen els matematics és suficient per demostrar-ho, En ma-
tematiques la logica es diu analisi, i analisi vol dir divisié, disseccié. No pot tenir al-
tre instrument que I’ escalpel i el microscopi.

Aixi, doncs, tant la logica com la intuicio fan un paper necessari. Totes dues sén
indispensables. La logica, I’ inica que pot donar la certesa, és I instrument de la de-
mostracio: la intuicio és I instrument de la invencié

plantejaba ja el problema al nostre camp amb tota lucidesa, i molts dels escrits de
Poincaré giren entorn de quéstions del mateix ordre.

No és complicat, com deéiem abans, transvasar aquesta distinci6 a les matemati-
ques: el context de justificaci6 seria la forma perfecta i acabada dels teoremes i pro-
posicions matematics, seguits de llurs demostracions, suposadament rigoroses i
inapelables, menire que ¢l context de descobriment serien totes aquelles circumstan-
cies, d’un o altre tipus, que haurien pogut portar el matematic a I’obtencié dels seus
resultats. Sembla, fins i tot, que la distancia en importancia entre tots dos seria major
en matematiques que en les ciencies de la naturaleza. Per6 de la simple lectura del
text anterior de Poincaré (i d’altres) se’n pot deduir immediatament que ambdés con-
textos no s6n compartiments impenetrables i independents, sind que existeix entre
ells una interaccié molt rica conceptualment, incloent entre altres components una
historia no gens menyspreable.

I aix0 ens porta a enllagar de nou amb els filosofs postpopperians dels que en
parlavem fa un moment. Perque, tot i prenent formes ben distintes en cada un d’ells,
tots tenen una perspectiva histdrica que qiiestiona la rigida distincié entre ambdds
contextos, que es presenten barrejats en 1’activitat efectiva dels cientifics, en contrast
amb la separaci6 artificial que es fa entre ells en aquesta filosofia de la ciéncia en els
darrers trenta anys, matéria de nombrosos articles i de discussions inacabables. Al-
guns dels filosofs abans citats, sén alhora autors d’aportacions importants a la histo-
ria de la ciéncia —com Kuhn sobre la revolucié copernicana o el cos negre— perd
fins i tot els que no han fet d’historiadors han tingut molt en compte les aportacions
de la historia de la ciéncia en els seus escrits.
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La historia de les matematiques no ha quedat al marge d’aquesta tendencia, i s’ha
desenvolupat considerablement durant el mateix periode. Les dues grans histories
generals es van publicar fa uns vint anys [4], per6 d’aleshores enca s’han escrit un
considerable nombre d’histories parcials, ja sigui en forma de llibre o d’article mo-
nografic, cosa que ha contribuit a millorar notablement el nostre coneixement de la
historia de diverses branques de les matematiques. Queda encara molt per fer, perd és
innegable la millora que s’ha produit i que tot fa pensar que continuara en els propers
anys. Assenyalem tanmateix 1’aparici6é de revistes com els Archives for History of
Exact Sciences o Historia Mathematica.

De tot el que s’ha dit se’n pot treure la conclusié que el qiiestionament de la per-
tinéncia de la distinci6é de context de descobriment i de justificaci6 ha de reflectir-se
en les matematiques prenent una actitud analoga davant les relacions entre rigor i in-
tuicio. Pero el context més adequat per a aixo no és el d’una matemadtica que sigui, dit
amb paraules de Carnap, «la sintaxi del llenguatge matematic», sin6 el d’una filoso-
fia de les matematiques que presti atencié a I’evolucié de tot el que es refereix als
descobriments matematics —comengant per fer-ne un seguiment historic rigorés— i
que els situi en un marc ben diferent.

Dels autors abans citats, Imre Lakatos és el més interessat per les matematiques.
Tant al seu llibre Pruebas y refutaciones [5] com als seus altres escrits sobre la mate-
ria [6], ha estat un critic dur de les activitats abans esmentades.

Amb I'expressio «escola formalista» faré allusié a aquella escola de filosofia
matematica que tendeix a identificar les matematiques amb la seva abstraccié
axiomatica formal (i a la filosofia de les matematiques amb la metamatematica).

El formalisme desconnecta la filosofia de les matemdtiques de la historia de les
matematiques, ja que, d’ acord amb la concepcio formalista de les matematiques,
aquestes no tenen propiament historia. .. El formalisme nega la condicié de matema-
tiques a la majoria de les coses que normalment s’ han considerat com a tals i no pot
dir-ne res del seu desenvolupament. Cap dels periodes «creatius» de les teories ma-
tematiques, i dificilment algun dels «critics», haurien de ser admesos a la patria ce-
lestial formalista, on les teories matemadtiques hi habiten com els serafins, purgades
de totes les impureses de I incertesa terrenal.

Lakatos reclama un paper per a la historia en la filosofia de les matematiques.
L’analisi del que en pensava sobre la giiesti6 i del que va fer en els seus escrits —dues
coses que no tenen per que coincidir— seria massa llarga per incloure-la aqui. Di-
guem només que Pruebas y refutaciones esta dedicat quasi integrament a 1’exposicié,
en forma de dialeg, del que va passar amb un famés teorema d’Euler sobre la relacié
entre el nombre de cares, arestes i vértexs d’un poliedre, i que aquesta exposicié és el
que ’autor en diu una «reconstruccié racional» enviant les dades historiques precises
a les notes de peu de pagina, cosa que ha estat recriminada de moltes maneres. A la
part final del llibre dedica també alguna atencié a ’episodi del teorema de Cauchy
sobre la continuitat del 1imit d’una successié de funcions continues, problema que
torna a tractar més endavant en un altre lloc.
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Segons la nostra opini6, una bona part del que ha dit Lakatos podria reformular-
se amb avantatge inscrivint-ho en el marc de la concepcié6 de la historia de la ciéncia
que presenta Kuhn en el seu famoés La estructura de las revoluciones cientificas [7],
concepcié no acumulativa, on es critica amb agudesa la visi6 tradicional del desco-
briment cientific, i que exemplifica excel'lentment considerant el cas del descobri-
ment de I’oxigen. Continuant amb la seva versid, tres cientifics s’atribueixen aquest
descobriment: Scheele, Priestley i Lavoisier. Scheele va ser el primer en aconseguir
una mostra del gas, perd ho va anunciar després d’altres. Priestley va identificar un
dels gasos que havia obtingut (el 1774) com Oxid nitrés i el 1775 com aire amb
menys flogist del que és habitual. Lavoisier va obtenir el 1775 un gas que era «/’aire
mateix..., més pur, més respirable», i el 1777 el va considerar com un dels compo-
nents de 1’atmosfera.

La pregunta de qui i quan va descobrir 1’oxigen no té, aleshores, una resposta de-
finitiva. Es pot dir que I’oxigen va ser descobert després de 1774, potser el 1777 o un
xic després. Perd em sembla que tot intent de precisar més és inevitablement arbitra-
ri, en la mesura que el descobriment d’un nou tipus de fenomen suposa la seva identi-
ficaci6. Diu Kuhn:

Pero si tant I' observacid i la conceptualitzacié com el fet i I’ assimilacid a la teo-
ria estan enllagades inseparablement en un descobriment, aquest, aleshores, és un
procés i comporta temps. Sols quan totes les categories conceptuals pertinents estan
preparades per endavant, i en aquest cas el fenomen no sera d’ un tipus nou, podra
descobrir-se sense esfor¢ qué existeix i qué és, al mateix temps i en un instant.

Es podria pensar que aquesta situacié és propia de les cieéncies experimentals i
que no seria possible en les matematiques, ciéncia formal, on no poden plantejar-se
dubtes d’aquesta classe. Perd també en aquest aspecte les matematiques s6n més a
prop del que sembla de les ciencies experimentals. Tot aix0 que diu Kuhn sobre 1’oxi-
gen pot comparar-se amb el que diu Bourbaki sobre els logaritmes:

— Qui és I'autor del teorema log x = | dx/x, i quina és la seva data? La férmula,
tal i com acabem d’ escriure-la, és de Leibniz, ja que ambdos membres estan escrits
amb la seva notacié. El mateix Leibniz, i Wallis, I atribueixen a Gregori de Saint-Vi-
cent. Aquest tltim. .. demostra solament....

Després de citar uns quants autors més i discutir la relacié entre els logaritmes i
el calcul d’drees determinades per segments d’hiperbola, Bourbaki fa el resum del
que ha succeit:

Un cop donat aquest pas. .. el teorema log X = [ dx/x ha estat obtingut, llevat la
notacié, o més aviat es converteix en una definicié. ;Quina conclusié hem de treure
d’ aqui, si no és que el descobriment es realitza per mitja de transicions quasi insensi-
bles, i que una disputa de prioritats sobre aquest assumpte s’ assemblaria molt a una
discussio entre el violi i el trombo pel moment exacte que apareix un motiu en una
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" simfonia? I cal dir que, mentre que altres creacions matematiques de la mateixa épo-
ca, com I’ aritmética de Fermat o la dinamica de Newton, tenen una empremta pode-
rosament individual, el desenvolupament del calcul infinitesimal durant el segle Xvil
fa pensar molt més en el desenvolupament gradual i inevitable d’ una simfonia de la
que el Zeitgeist, compositor i director d’ orquestra a la vegada, marcaria el compas:
cadascii hi executa la seva part amb el seu propi timbre, pero ningii no és amo dels
temes que toca, temes que han estat enllacats quasi inextricablement per un savi con-
trapunt.

Potser aixd pugui sorprendre als qui creuen que la historia de les matematiques
és lineal i acumulativa. La historia del calcul infinitesimal, de totes maneres, és pro-
diga en episodis conflictius, i de tots €s sabut que la discussié sobre els fonaments del
calcul va durar molt de temps i va tenir moltes vicissituds. Una d’elles €s la polémica
sobre les possibles solucions de I’equaci6 d’ones entre d’ Alembert, Euler i Bernoulli,
durant la qual apareix la possibilitat de desenvolupar funcions en serie de Fourier,
problema al seu torn relacionat amb ’episodi del teorema de Cauchy abans eludit i
estudiat per Lakatos.

En efecte, el problema de la convergencia de les séries de Fourier esta ja plante-
jat, d’una manera o altra, en la famosa Teoria analitica del calor, del propi Fourier,
llibre que es publica quasi al mateix any que el no menys famés Curs d’ Analisis de
Cauchy, considerat com un dels punts decisius de la formulacié rigorosa de 1’analisi
matematica, en el que nocions com limit, continuitat, derivada, etc., sén definits
d’una forma que alguns fins i tot s’arriben a identificar amb les actuals. En aquest
curs hi ha precisament el teorema abans indicat sobre la continuitat de la funcié6 limit
d’una successi6 convergent de funcions continues. Que aquest teorema no era cert ho
posa de manifest en primer lloc Abel, qui va mostrar precisament 1’exemple de la se-
rie de Fourier (formada, com totes, per funsions continues) de certa funcié disconti-
nua. L’episodi és intrigant, perqué Cauchy coneixia aquests resultats, que eren un
contraexemple per al seu teorema, perd no es déna per assabentat fins més de trenta
anys després. Per altra banda, Dirichlet demostra un teorema de convergéncia per a
series de Fourier que era incompatible amb el teorema de Cauchy, pero no en diu res.

Fa temps que se sap que el teorema de Cauchy és cert si s’afegeix la condicié que
la convergencia de la série sigui uniforme. Una condici6é semblant intervé igualment
en la dilucidacié d’un altre dels errors de Cauchy, la seva demostracié que tota funcié
continua és integrable (en el sentit de Cauchy), per a la correcci6 de la qual seria ne-
cessari utilitzar el fet que una funcié continua en un interval tancat és uniformement
continua en ell. L’episodi del teorema de Cauchy ha estat ampliament discutit en la li-
teratura, i s han donat explicacions tan variades com incompatibles entre si, algunes
d’elles basades en I'analisi no estandard, de Robinson, una recent creacié. de logica
moderna que vindria a reivindicar alguns dels arguments de Leibniz utilitzant infi-
nitésims. En un altre lloc hem intentat argumentar, després d’un examen critic deta-
Hat de les diverses versions historiques el teorema de Cauchy, que amb la noci6 de
convergéncia uniforme ha passat quelcom semblant al que hem dit abans sobre el
descobriment de 1’oxigen [8].
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Aquest episodi del teorema de Cauchy es produi durant el procés que sol dir-se’n
d’aritmetitzacié de I’ analisi, procés que es comenga a acceptar a principis del segle
passat amb Abel, Gauss i el mateix Cauchy, per continuar desenvolupant-se, mit-
jangant persones com Riemann i Dirichet, fins a Weierstrass i Dedekind. Recordem
que els nombres reals no reben una formulacié del tot satisfactoria (des del nostre
punt de vista, evidentment) fins els voltants de 1870, quan coincideixen diverses pre-
sentacions equivalents: successions fonamentals de Cantor, tallaments de Dedekind,
etc. I amb la teoria de conjunts de Cantor avancga I’estudi de I’estructura fina de la
recta real i els seus subconjunts, 1a teoria de la mesura i moltes coses més.

Pot sostenir-se que casos com el del teorema de Cauchy eren possibles a causa de
la encara no acabada reforma dels fonaments del calcul, i que un cop feta aquesta re-
forma, es tornarien impensables. Aix0 és, en cert sentit, vertader. Pero 1’argument
analeg segons el qual tot episodi semblant ho seria igualment després de la crisi de
fonaments, de les solucions millors o pitjors trobades a les dificultats plantejades per
les paradoxes, i de la formulacié rigorosa de les matematiques a partir de la teoria
axiomatica de conjunts de Zermelo-Fraenkel, per exemple, no és sostenible a la vista
dels fets historics. ' '

Perque les matematiques informals no han acabat, siné que han continuat fins
avui, encara que, aixo si, amb ritmes i manifestacions distints en les diferents parts de
les matematiques. No manquen exemples, i ens limitarem a mencionar-ne alguns.
Dins del mateix calcul infinitesimal, diversos arguments que usaven series divergents
van ser rigoritzats mitjangant diverses extensions de la nocié de convergéncia encara
a principis d’aquest segle. Un altre cas, més important, €s el de la geometria algebrai-
ca italiana, escola que va obtenir nombrosos resultats fonamentals, perd que les seves
demostracions deixaven —si bé no sempre— molt que desitjar des del punt de vista
del rigor; la justificacié totalment correcta d’alguns d’ells es va fer esperar desenes
d’anys, i no va acabar fins més o menys els primers anys cinquanta, quan els metodes
de I’algebra abstracta usats per Zariski, Chevalley, Weil i d’altres van culminar
aquesta tasca. Un altre exemple notable és el de la teoria de distribucions, que han ser-
vit per rigoritzar igualment variades practiques dels fisics (com la famosa «delta de
Dirac») i dels matematics. I en una historia recent d’aquesta teoria es diu el segiien:

Al prefaci vaig plantejar la pregunta: ;qui va inventar les distribucions i quan? i
vaig donar una resposta provisional: Sobolev el 1936 i Schwartz el 1950. Un cop dis-
cutida en detall la prehistoria de la teoria de les distribucions, la pregunta sembla
massa general i ha de ser precisada. Si un es pregunta pels primers que van fer servir
distribucions en matematica, la resposta és: Fourier el 1822, Kirchoff el 1882 i Hea-
viside el 1896. Si un es pregunta per una teoria rigorosa, que tal vegada només usi
distribucions implicitament, la resposta és: Bochner el 1932. Si un vol saber qui va
ser el primer en definir rigorosament les distribucions com a funcionals, la resposta
és: Sobolev el 1935. 1, per dltim, si volem trobar I’ home que va veure les aplicacions
de llarg abast de la teoria i la va desenvolupar, va ser Schwartz entre els anys 1946 i
1950... L’ abundancia de respostes a la pregunta del prefaci mostra com és d’ ambigu
el terme «descobriment» [9].
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També ara hi ha una situacié analoga a diversos dominis de la matematica: citem
tan sols, per la seva actualitat, la freqiiencia amb que sén utilitzats arguments no del tot
rigorosos en diverses parts de la matematica relacionades amb la teoria de supercordes.

(Que tenen en comdu els casos anteriors i quines conseqii¢ncies se’n pot treure?
Anar-se’n a ’altre extrem, és, sens dubte, equivocat: multitud de teoremes han estat tro-
bats per una persona en una data determinada, i ningtd no en dubta. Creiem que la direc-
ci6 de la resposta més adequada és la de considerar que els resultats han de ser inserits en
un marc o univers conceptual ben organitzat —o almenys raonablement organitzat— i
que només en aquest cas és possible situar immediatament els descobriments que es pro-
dueixen sense que hi hagi lloc a dubtes. Perd els exemples anteriors de la teoria de distri-
bucions i de la geometria algebraica de 1’escola italiana mostren que 1’existéncia d’una
teoria axiomatica de conjunts generalment acceptada i d’uns criteris de rigor també molt
ampliament compartits no sén condicions suficients a I’hora d’acabar amb practiques
dubtoses quan aquestes responen a necessitats internes en 1’exercici quotidia de ’ofici
de matematic (o de fisic teoric). I aquesta condicid, que no és suficient, tampoc no és ne-
cessaria, com molt bé posa de manifest la historia del calcul infinitesimal en diverses
ocasions, entre elles la historia de la idea de logaritme abans esmentada.

Resulta aleshores que aquesta idea —una miga vaga, la veritat sigui dita— d’or-
ganitzacié informal, no necessariament Iligada a una presentacié axiomatica, que
permet aconseguir una exposicio clara, ordenada i satisfactoria d’alguna teoria (o al-
guna part d’ella) pot ser molt més manejable a I’hora d’explicar miiltiples episodis de
la historia de les matematiques. Una de les seves caracteristiques fonamentals és la
que, un cop aconseguit un cert estadi, la marxa enrera no €s possible: un cop s’ha arri-
bat a un cert punt, la convergeéncia uniforme deixa de ser motiu de confusions. I 1a va-
guetat que deiem és, d’alguna manera, consubstancial amb la creaci6 cientifica, d’un
costat, i amb el millor de la filosofia contemporania de la ciéncia.

Diguem, per acabar aquest apartat, que tot el que s’ha dit fins ara sobre el rigor i les
seves relativitzacions pot traslladar-se amb les degudes precaucions, a la intuicid, tant a
la del matematic professional, com a la del docent de qualsevol tipus, com a la de I’estu-
diant. Fent les distincions pertinents, en les quals no entrarem ara, la intuicié matematica
no és en cap dels casos una qualitat innata del ser huma, sin6 un producte de la historia
cultural i de la biografia personal, que va tenint en compte, dirigint i incorporant, tant en
el pla individual com en el gremial o collectiu, I’experéncia acumulada. La intuici6 es va
desenvolupant a mesura que es va treballant en un problema, o una teoria, i es va enri-
quint amb el temps i la profunditat del treball realitzat. El matematic professional consi-
dera naturals —és un adjectiu que es fa sevir molt— coses que quan va veure per prime-
ra vegada fa molts anys li van resultar incomprensibles i misterioses.

3. Les demostracions en matematiques
Hem parlat fins ara de la interaccio entre el rigor i la intuicié matematics pel que

fa al descobriment. Acabarem amb algunes consideracions sobre uns dels aspectes
principals d’aquesta interaccid o, si voleu, el seu fruit: la demostracio.
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La demostraci6 s’ha considerat, i no sense motiu, com una de les notes caracte-
ristiques de la matematica, com alld que la distingeix especificament. En la seva ver-
si6 tradicionalment acceptada, i dit sense precisar massa els detalls, la demostracié
pot presentar-se com una argumentacio clara i distinta que parteix d’unes premisses
per a dur inevitablement i indubtablement a unes conclusions. I no obstant, també la
demostracié darrerament s’ha vist sotmesa a critiques de diversa indole, i s’han vist
discutides algunes de les seves manifestacions més notories.

Thom ha escrit diverses vegades sobre aquestes qiiestions i algun cop amb un
considerable resso. Enumera tres concepcions de rigor matematic: la platonica, la
formalista, i la que ell en diu empirista o sociologica, segons la qual «es considera
que una demostracio és rigorosa si és acceptada pels millors especialistes del mo-
ment». Per a ell resulta molt significatiu que en la historia de les matematiques no es
puguin citar exemples d’errors humans que hagin fet desencaminar la ciéncia ma-
tematica. Quant al rigor:

«Cal prendre partit. No hi ha una definicié rigorosa del rigor. Des d’ aquest punt
de vista el rigor (o el seu contrari, la imprecisid) son basicament una propietat local
del raonament matematic.»[10]

Des de punts de vista semblants pot ser molt més facil entendre episodis de la
historia de les matematiques, que no ho sén tant des d’un de convencional. Per limi-
tar-nos a un de sol, el del teorema de Cauchy de la continuitat de la funcié limit, sol
repetir-se, i no sense motiu, que Cauchy va introduir el rigor en 1’analisi, que va do-
nar definicions precises de limit, funcié continua i derivable, convergencia de s¢ries,
etc., i que, en direccié contraria, va proscriure 1’ds de les series divergents. Perd no
tots diuen a continuacié que Cauchy no és solament I’autor de les declaracions de
principi contingudes en el proleg del seu famos curs d’analisi, segons les quals prete-
nia fer desaparéixer «tota metafisica» del calcul i suprimir «tota incertesa», siné
també el matematic que en el mateix llibre infringeix sovint les seves regles, no de-
mostra formalment la continuitat de les funcions, opera lliurement amb séries i inte-
grals, canvia ’ordre en séries condicionalment convergents, etc.

Tornant a les demostracions, molts consideren que no han sofert modificacions
essencials des dels grecs fins a nosaltres. Per a Bourbaki:

...a partir dels primers textos detallats que coneixem (que daten de mitjans del
segle V), el canon ideal d’ un text matematic esta perfectament fixat, i trobara la seva
realitzacié més perfecta en els grans classics, Euclides, Arquimedes i Apolloni: la
nocié de demostracio en aquests autors no es diferencia en res de la nostra.

No tenim cap text que ens permeti seguir els primers passos d’ aquest «métode
deductiu», que se’ ns apareix ja proxim a la perfeccio en el mateix instant que consta-
tem la seva existéncia [11].

Ara bé, la demostracié no €s ni ha estat 1’tinic metode utilitzat pels matematics
per arribar als resultats que constitueixen la seva ciéncia. Sempre s’han utilitzat pro-
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cediments heuristics, i Poincaré ha escrit pagines molt atractives sobre el paper de la
intuicid en les demostracions matematiques. Les demostracions no sén solament im-
portants perqueé proporcionen la certesa que un resultat és vertader. siné també per-
queé posen a la vista el pla intern de I’argumentacid, situant cada detall tecnic dins
d’ell i permetent entendre en el fons els motius pels quals la demostracié compleix
realment la seva missio.

Des de mitjans del segle passat, els matematics han procurat amb afany d’ atén-
yer la certesa absoluta: tenen rad, i aquesta tendéncia s’ accentuard més cada dia.
En matematiques, la certesa no ho és tot, pero sense ella no hi ha res; una demostra-
Cié que no sigui rigorosa no és res. Suposo que no se li ocurrira a ningii discutir
aquesta veritat. Pero si se la prengués massa al peu de la lletra, es podria deduir que
abans de I’ any 1820, per exemple, no hi havia matematiques, i aixo seria excessiu.

El paper de les demostracions en la matematica ha estat discutit de moltes mane-
res els darrers anys, i anem a veure’n algun dels motius. Segons Manin, «/’evolucié
dels criteris comunament acceptats perqué un argument pugui ser considerat com
una demostracié és un tema quasi inédit en la historia de la ciéncia».

El gliestionament de les demostracions ha estat un dels punts en el que han insis-
tit els defensors —citem solament a Lakatos i Putnam— de les anomenades concep-
cions quasi-empiriques de les matematiques, que pretenen acostar aquestes tltimes a
les ciencies empiriques. Sense entrar en la descripcié acurada d’aquestes postures,
diguem que per a elles la demostracié no €s 1’tinica manera d’arribar a conclusions
matematiques: Putnam, per exemple, arriba a dir que els matematics fan servir meto-
des analegs als de la fisica, perd amb la diferéncia que els enunciats singulars que es
fan servir per comprovar les teories son ara el resultat de calculs [12].

Algunes parts de les matematiques s’han prestat tradicionalment a 1’ds d’aquests
metodes a I’experimentacié. Aquest és el cas de la teoria de nombres, en la que els
metodes de calcul directe s’han utilitzat abundosament a I’hora de trobar nombres
primers o comprovar resultats possiblement certs, alguns tan famosos com 1’dltim te-
orema de Fermat o la hipotesi de Goldbach. El desenvolupament dels ordinadors du-
rant els dltims decennis ha donat un important impuls a aquests estudis, establint-se
quasi una competicié esportiva per millorar el nombre primer major conegut o els
tests per determinar si un nombre €s primer o no; aixo no és tot, perque resulta que la
factoritzacié d’un nombre primer en factors molt grans té forca importancia en crip-
tografia. Deixant de banda importants aportacions en altres branques de les matema-
tiques (combinatoria, teoria de grafs, investigacié operativa, equacions en derivades
parcials, etc.) notem que el recent desenvolupament del que se n’ha donat en dir-ne
caos (sensibilitat a les condicions inicials, cascades de Feigenbaum, atractors es-
tranys, fractals) només ha estat possible gracies a aquest desenvolupament dels mit-
jans de computaci6 [13].

Pel que sembla, la concepcié gremial o social de la demostracié de Thom que
mencionavem abans no ha estat discutida en piblic amb certa amplitud fins fa quatre
dies, i seria curids coneixer les raons per les quals ha estat aixi. Sense pretendre tam-
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poc fer-ho, anem a indicar dos dels possibles incentius: I’ds d’ordinadors en la de-
mostracié d’algun problema matematic cldssic, com el dels «quatre colors», i la lon-
gitud extraordinaria d’algunes demostracions, sobretot (perd no inicament) en la teo-
ria dels grups finits simples.

Per a Manin, «una demostracié només és una demostracié després del fet social
d’haver estat acceptat com una demostracié»: tota demostracié ha de ser acceptada
per altres matematics, i mentre aixo passa pot ser millorada. La longitud enorme d’al-
gunes demostracions —Ila de Feit i Thompson d’un teorema per a grups finits ocupa
280 pagines de la revista on es va publicar, pero no és I’inic cas— i la impossibilitat
practica de formalitzar les demostracions informals dels matematics en termes de la
logica formal, el porten a reflexions del génere segiient:

Per tant, I’ abséncia d’ errors en un article de matematiques (suposant que no se n’ha
descobert cap) s’ estableix sovint de manera indirecta: depén de com encaixen els resul-
tats amb allo generalment esperat, de I'is d arguments semblants en altres articles, de
I’ examen amb microscopi d’ algunes parts de I article, fins i tot de la fama de I’ autor. . .

La historia de les matematiques és molt prodiga en errors comesos per matema-
tics de primerissima fila en intentar demostrar teoremes importants. Pero és notable
que en alguns casos ha calgut esperar un temps perque es descobrissin i molt més per-
que es resolguessin. Només dos exemples: el lema de Dehn en topologia, de 1910, no
va ser discutit fins que Kneser va trobar-hi un error el 1929, i la demostraci6 correcta
no va arribar fins el 1957 amb Papakryakopoulos; la demostracié de Kempe de 1879
que quatre colors sén suficients per pintar un mapa (de cert tipus) de manera que dos
paisos limitrofs tinguin assignats colors diferents, contenia un error que no va ser tro-
bat fins el 1890 per Heawood, i els passos necessaris per corregir aquest error no van
acabar fins el 1976, quan es va publicar la demostracié d’Appel i Haken. Per cert que
aquesta demostraci6, també molt llarga, t€ una altra particularitat que ha contribuit a
queé se’n parli encara més: la demostracié consisteix en reduir tots els casos possibles
a uns quants (milers de) casos particulars, que després van ser tractats un a un en un
ordinador.

Aquests dos tipus de demostracions-tipus a més no disjuntes, com acabem d’ini-
ciar, plantegen problemes qualitativament nous en quant a la seva comprensié i a la
confianca que s’hi pot dipositar. Sembla cada vegada més dificil o impossible que se
segueixi aplicant sense to ni so el criteri convencional que un lector il'lustrat pugui,
en principi, comprovar tots els detalls, i que no puguin passar desapercebuts errors
petits, a vegades facils de corregir, tan freqiients en les matematiques; hi ha la possi-
bilitat, per exemple, que en la classificacié dels grups simples finits se n’hagi escapat
algun. Sobre aixo, un dels artifexs de la teoria (Gorestein) contesta d’aquesta manera:

No obstant, la impresié que domina és que amb tanta gent treballant sobre grups
simples durant els darrers anys, i sovint des de punts de vista molt diferents, totes les
configuracions interessants haurien d haver-se posat de manifest amb freqiiéncia i
no podrien haver passat desapercebudes gaire temps.
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Diguem de passada que aquest problema ens ofereix també un bon exemple del
caracter quasi-empiric de les matematiques: quan el mateix Gorenstein parla de les
«proves aclaparadores» de I’existéncia, que encara no s’havia demostrar rigorosa-
ment, de I’anomenat «monstre de Fisher», un grup amb uns 8 - 10°3 elements, pot
pensar-se en el descobriment del neutri o d’alguns dels tltims planetes.

Sobre les consideracions precedents hauriem pogut estendre’ns i aprofundir-hi
de moltes maneres; en elles hi sén mencionats o implicats molts dels problemes més
importants que avui té plantejats la filosofia de les matematiques. Si els hem enume-
rat aqui és perque creiem que la seva consideraci6 i discussio, lluny de qualsevol pos-
tura totalitzadora i unilateral —com la que va dur a una implantacié desafortunada de
les «matematiques modernes» a I’ensenyament— no pot ser nociva per als qui pensin
que I’ensenyament de les matematiques, en totes les seves formes, no ha aconseguit
la perfeccid, i que la pluralitat i ’enriquiment dels punts de vista des dels que la con-
templem ens en puguin donar una visié menys limitada.

Notes

1. Vegeu sobre aix0 M. Kline, La pérdida de la certidumbre, Madrid, Siglo XXI, 1985, que ofereix
un bon panorama de conjunt.

2. No cal dir que I’exposici6 que es fa és molt resumida i que les simplificacions excessives s6n qua-
si inevitables. També volem dir que la comprensié de les qiiestions técniques que surten a 1’article, no és
en absolut necessaria —creiem— per entendre el que es pretén amb ’article.

3. K. Popper, La légica de la investigacion cientifica, Madrid, Tecnos, 1962. Encara que 1’obra es
va publicar el 1934 en alemany, no va adquirir certa notorietat fins a la primera edici6 anglesa de 1959.

4. Ens referim a C.B. Boyer, Historia de las matemdticas, Madrid, Alianza, 1968 (la primera edicié
original és de 1968) i M. Kline, Mathematical thought from ancient to modern times, Nova York, Oxford
University Press, 1972. De la segona n’hi ha una traducci6 castellana en premsa per a Alianza Editorial.
En castella pot veure’s també N. Bourbaki, Elementos de historia de las matemdticas, Madrid, Alianza,
1976, aixi com J.P. Collette, Historia de las matemdticas, Madrid, Siglo XXI, 1985.

5. 1. Lakatos, Pruebas y refutaciones, Madrid, Alianza, 1978.

6. 1. Lakatos, Matemdticas, ciencia y epistemologia, Madrid, Alianza, 1981.

7. T.S. Kuhn, La estructura de las revoluciones cientificas, México, F.C.E., 1971.

8. Volem indicar que moltes de les idees aqui presentades han estat exposades més extensament als
articles Descubrimientos y teorias en matemdticas, Rev. de Occidente 52 (1958), 65-82 i Rigor e intuicion
en matemdticas, Arbor 187 (1986) 29-50, que hem utilitzat ampliament.

9. Estracta de J. Lutzen, The pre-nistory of the theory of distributions, Berlin, Springer, 1982. Insis-
tim de nou que el coneixement t&cnic no és necessari per a res.

10. Reproduit a J. Piaget i altres, La ensefianza de las matemdticas modernas, Madrid, Alianza,
1978, p. 122. Diversos articles d’aquest llibre, inclosos els de Thom i Dieudonné, sén interessants des
d’aquest punt de vista.

11. Lloc citat nota 4, pp. 12-13.

12. Per a Lakatos, vegeu el llibre citat en la nota 6. De Putnam no hi ha, que sapiguem, traduccid
castellana.

13. Aix0 no esgota, ni de bon tros, la llista de possibles influéncies. Una altra giiesti6 interessant s
I"aplicacid a la demostraci6 automatica de teoremes o a la verificacié automatica de programes. Vegeu, G.
Lolli, Mdquinas y demostraciones, Alianza Editorial (en premsa).
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