Un passeig aleatori a ’aritmetica*
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Déu no juga als daus només en la fisica, sino també en
les matematiques pures. La veritat matemdtica de ve-
gades no es més que un perfecte llancament de moneda.

El concepte d’aleatorietat obsessiona els fisics d’avui dia. Fins a quin punt es pot
predir el futur? Depen de les nostres limitacions, o és que predir-lo és impossible per
principi? La qiiestid de la predictibilitat en fisica ve d’antic. A principis del segle XIX,
les lleis deterministes classiques de Newton van fer creure a Pierre Simon de Laplace
que el futur de I'univers es por determinar d’un cop per sempre.

Aleshores va apareixer la mecanica quantica, la teoria que és ara fonamental per
la nostra comprensio de la natura de la matéria. Descriu objectes molt petits, com
ara electrons i altres particules fonamentals. Una de les caracteristiques més pole-
miques de la mecanica quantica era la introduccié de la probabilitat i I’aleatorietat
en fisica a un nivell molt basic. Aixo no li agradava al gran fisic Albert Einstein, que
va dir que Déu no juga als daus.

Després ’estudi modern de la dinamica no lineal ens ha ensenyat que finsi tot la
fisica classica de Newton té ’aleatorietat i la impredictibilitat a la seva base. La teo-
ria del caos, que una serie d’articles del New Scientist I’any passat descrivia, ens ha
fet veure que el concepte d’aleatorietat i impredictibilitat comenca a semblar un
principi unificador.

Segons sembla, aquest principi es pot aplicar fins i tot a les matematiques. Puc
fer veure que hi han teoremes relacionats amb la teoria de nombres que no es poden
demostrar, perque quan fem les preguntes adequades, els resultats que obtenim sén
equivalents a un llangament de moneda.

Els meus resultats haurien sorprés molts matematics del segle passat, car creien
que les veritats matematiques sempre poden demostrar-se. Per exemple, el 1900, el
matematic David Hilbert va donar una célebre conferéncia en la qual proposa una
llista de 23 problemes com un desafiament al nou segle. El sis¢ problema tenia rela-
cié amb establir els axiomes, o veritats basiques universals, de la fisica. Un dels apar-
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tats d’aquesta pregunta tocava a la teoria de probabilitat. Per Hilbert, la probabili-
tat no era més que una cina practica, procedent de la fisica, que ajuda a descriure el
mon real quan nomds tenim aceés a una quantitat limitada d’informacio.

Una altra qliestid que va discutir era el seu 10¢ problema, que tenia relacié amb
la resolucié de les equacions dites «diofantiques», aixi anomenades en honor del ma-
tematic grec Diofant. Es tracta d’equacions algebraiques en qué només hi interve-
nen nombres sencers. Hilbert demanava: Hi ha alguna manera de saber si una equa-
cio algebraica té o no solucions senceres?

Poc s’imaginava Hilbert que aquestes dues preguntes son subtilment relaciona-
des. Aixo es devia a que ell pressuposava una cosa que era tan basica pel seu pensa-
ment que ni tan sols la va formular com a pregunta. Es tracta de la idea que tot pro-
blema matematic té una solucid. Potser no som prou llestos o no hem treballat prou
el problema, pero, en principi, hauria d’ésser possible solucionar-lo. Almenys, aixo
creia ell. Era una situacio de blanc o negre.

Arasembla que Hilbert no tocava gaire de peus a terra. De fet, hi ha una conne-
Xi6 entre el seu sis¢ problema sobre 'estadistica 1 el dese sobre les solucions de les
equacions algebraiques que porta a un resultat for¢a sorprendent, que és: hi ha alea-
torietat al cor d’una de les branques mads tradicional de les matematiques pures, la
teoria de nombres.

Les preguntes matematiques clares i simples no sempre tenen respostes clares.
En teoria de nombres elemental, algunes preguntes sobre equacions diofantiques
tenen respostes completament aleatories, que semblen més aviat grises que no pas
blanques o negres. La resposta és aleatoria perque I’inica manera de demostrar-la és
postular cada resposta com un axioma independent addicional. Einstein s’horrorit-
zaria de saber que Déu no juga als daus només en fisica quantica i fisica classica, sind
també en la matematica pura.

D’on surt aquesta conclusié sorprenent? Hem de tornar a Hilbert. Ell va deixar
dit que, quan es fa un sistema formal d’axiomes, hi hauria d’haver un procediment
mecanic de decidir si una demostracié matematica és correcta o no, 1 el sistema hau-
ria de ser consistent i complet. Consistent vol dir que sigui impossible demostrar un
resultat i la seva negacié. Complet vol dir que donada qualsevol afirmaciod,oellaola
seva negacio sigui demostrable. En una situacid aixi, un procediment mecanic pot
decidir la veritat o falsedat de qualsevol proposicié matematica.

Hi ha una manera pintoresca d’explicar com funciona aquest procediment me-
canic: ’anomenat «algorisme del British Museum». El que es fa—no es pot feren la
préctica perque no s’acabaria mai— és fer servir el sistema d’axiomes, escrit en el
llenguatge formal de les matematiques, per verificar totes les demostracions possi-
bles, ordenades de més curta a més llarga i alfabéticament. Es comprova quines se-
gueixen les regles i s’accepten. En principi, si el sistema d’axiomes és consistent i
complet, donat qualsevol teorema es pot esbrinar si és cert o fals. L’existencia d’un
procediment aixi implica que un matematic ja no necessita ser enginyos ni tenir ins-
piracié per demostrar teoremes. Les matematiques esdevenen mecaniques.

Evidentment, les matematiques no sén aixi. Kurt Gédel, un légic austriac,i Alan
Turing, el pare de Pordinador, van demostrar que és impossible obtenir una teoria
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axiomatica de les matematiques consistent i completa i que no existeix cap procedi-
ment mecanic per decidir s1 una proposicié matematica arbitraria és certa o falsa, ni
per decidir si és demostrable o no.

Godel va ser el primer que va demostrar, mitjangant la teoria de nombres, ’a-
nomenat «teorema d’incompletitud» (vegi’s «The incompleteness of arithmetic»,
New Scientist, 5 november 1987). Perd crec que la versié de Turing del teorema és
més elemental i més facil d’entendre. Turing fa servir el llenguatge de I’ordinador: les
instruccions, o programa, que un ordinador necessita per solucionar els problemes.
Va demostrar que no hi ha cap procediment mecanic per decidir si un programa ar-
bitrari acabara algun cop de calcular o no.

Per veure que aquest «problema d’aturada» (halting problem) és irresoluble,
executem cl programa cn una maquina de Turing, que és una idealitzacié matemati-
ca d’un ordinador sense limitacions de temps. (El programa ha de tenir totes les da-
des dins seu.) Aleshores ens preguntem: «es quedara calculant per sempre, o acabara
per deturar-se?».

En Turing va demostrar que no hi ha cap conjunt d’instruccions que es pugui
donar a Pordinador, cap algorisme, que pugui determinar si un programa mai es de-
turara. El teorema d’incompletitud de Gédel n’és un corollari, perque si no hi ha cap
procediment mecanic aixi, aleshores el sistema d’axiomes no és pas complet. Si ho
fos, hi hauria una manera mecanica de repasar totes les demostracions possibles per
veure si els programes es paren o no; encara que trigaria molt de temps a fer-ho, és
clar.

Per obtenir el meu resultat sobre I’aleatorietat en matematiques, tinc prou amb
prendre el de Turing i expressar-lo amb altres paraules. El que en trec és una especie
de joc de paraules matematic. Encara que el problema d’aturada ¢és irresoluble, po-
dem preguntar-nos per la probabilitat que un programa escollit a I’atzar es deturi.
Comencem per fer un experiment imaginari amb un ordinador que, si li donem prou
temps, por fer la feina de qualsevol altre ordinador: la maquina de Turing universal.

En comptes de preguntar si un programa concret es detura, considerem el con-
junt de tots els programes d’ordinador possibles. Assignem a cadascun una probabi-
litat de que I’escullin. Cada bit d’informacié en el programa aleatoris’escull a cara o
creu, una tirada independent per cada bit, de manera que un programa que contin-
gui certa quantitat de bits d’informacié, diguem N bits, tindra una probabilitat de
27N Podem preguntarara quina és la probabilitat que aquests programes es deturin.
Aquesta probabilitat d’aturada, diem-li (), ens déna la resposa a la pregunta de Tu-
ring de si un programa parara o no com un nombre entre 0 1 1. Si el programa no
para mai, () és 0; si sempre para, {1 ¢és 1.

De la mateixa manera que els ordinadors representen els nombres en notacio bi-
naria, podem descriure () com a una tirallonga de zeros i uns. Podem determinarsiel
seu N-essim bit és un zero o un u? Altrament dit, podem calcular 17 No. De fet, puc
demostrar que aquesta successio de zeros i uns és aleatoria fent servir la teoria algo-
rismica de la informacid. Aquesta teoria assigna un «grau d’ordre» a cada conjunt
d’informacions o dades segons existeixi o no un algorisme que pugui comprimir les
dades en una forma més curta.
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Per exemple, una tirallonga regular de zeros i uns que descrigui algunes dades
com per exemple 0101010101 ... que tingui mil digits, es pot comprimir en una ins-
truccié més curta: «repeteix cinc-cents cops 01». Una tirallonga completament alea-
toria no es pot reduir de cap manera a un programa més curt. Es diu que és algoris-
micament incompressible.

La meva analisi demostra que la probabilitat d’aturada és algorismicament
aleatoria. No es pot comprimir en un programa més curt. Per treure d’un ordinador
N bits del numero, cal donar-li un programa que tingui almenys N bits de llarg. Ca-
dascun dels N bits d’() és un fet matematic independent i irreduible, tan aleatori com
llengar una moneda. Per exemple, hi han tants zeros a () com uns. I congixer tots els
bits parells no ens ajuda a coneixer cap dels senars.

El meu resultat, que la probabilitat d’aturada és aleatoria, correspon a 'afirma-
cié de Turing que el problema d’aturada és indecidible, i resulta que se’n pot treure
una bona manera de donar un exemple d’aleatorietat en teoria de nombres, la pedra
angular de les matematiques. Aixd va sortir d’uns resultats de fa uns cinc anys: Ja-
mes Jones de la universitat de Calgary al Canada i Yuri Matijasevic de I’institut de
matematiques Steklov de Leningrad van descobrir un teorema demostrat per
Edouard Lucas a Franga fa un segle. El teorema déna una manera forga natural de
convertir una maquina de Turing universal en una equacié diofantica universal que
¢s equivalent a un ordinador de proposit general.

Se’m va acudir que tindria gracia escriure-la explicitament, aixi que amb I’ajut
d’un ordinador gran vaig escriure una equacié de maquina de Turing universal. Te-
nia 17000 variables i ocupava 200 pagines.

L’equacid és d’un tipus anomenat «diofantiques exponencials». Totes les seves
variables i constants sén sencers no negatius, 0, 1,2, 3,4, 5, etc. En diuen «exponen-
cial» perque conté nombres elevats a poténcies senceres. En les equacions diofanti-
ques normals, ’exponent ha d’ésser una constant, perd en aquesta, pot ésser una va-
riable, aixi que a més a més de tenir X°, també hi ha X"

Per a convertir ’afirmacié que la probabilitat d’aturada és aleatoria en una
afirmacio sobre I’aleatorietat de les solucions en aritmeética, només em va caldre fer
uns petits canvis en aquesta equacid diofantica de maquina de Turing universal. El
resultat, la meva equacid que presenta exemples d’aleatorietat, també té 200 pagines
de llarg. T¢ un sol parametre, la variable N. Per cada valor particular d’aquest pa-
rametre, faig la seglient pregunta: «la meva equacid, té un nombre finit o infinit de
solucions?». Respondre aquesta pregunta resulta ésser tan aleatori com calcular la
probabilitat d’aturada. La resposta «codifica» en llenguatge matematic si el N-essim
bit de ) és zero o u. Si és zero, la meva equacid, per aquest valor dela NV, té un nom-
bre finit de solucions. Siés u, aleshores I’equacio per aquest valor particular del pa-
rdmetre N té un nombre infinit de solucions. I com que el N-gssim bit d’() és aleatori
(un fet independent i irreduible com un llengament de moneda) també ho és el que la
meva equacio tingui un nombre finit o infinit de solucions. Mai no se sap.

Per trobar si el nombre de solucions ¢és finit o infinit en casos particulars, per
exemple, per k valors del parametre N, hauriem de postular les k& respostes com &
axiomes addicionals independents. Hauriem d’afegir k£ bits d’informacié al nostre

12



sistema d’axiomes, aixi que no hi guanyariem res. Aquesta és una altra manera de
dir que els & bits d’informacié son fets matematics irreduibles.

He trobat una forma extrema d’aleatorietat, o irreduibilitat, a les matematiques
pures, en una part de la teoria de nombres elementals associada al nom de Diofant i
que té dos mil anys d’antiguitat. Hilbert creia que la veritat en matematiques era
blanc o negre, que les coses eren o vertaderes o falses.Crec que el meu treball fa que
les coses semblin grises, i que els matematics aniran a fer companyia als seus colle-
gues de fisica teorica. No em sembla que aixo hagi d’ésser necessariament dolent.
Hem vist que en la fisica classica i en la quantica, ’aleatorietat i la impredictibilitat
son fonamentals. Crec que aquests conceptes també es troben al bell mig de les ma-
tematiques pures.
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