La fonamentacié de ’analisi
al segle XIX
Un model per als nombres reals
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«Déu crea els enters, la resta és cosa de I’home».
LEOPOLD KRONECKER

La fonamentaciod rigorosa de ’analisi, que es produeix majorment durant el se-
gle XIX, va exigir una fonamentacié rigorosa del sistema dels naturals, de les frac-
cionsiels incommensurables. Tota nocid de limit o continuitat reposava en ’estruc-
tura dels nombres. Era necessari, doncs, establir una bona definici6 del sistema de
nombres que garantis que les intuicions filosofiques de «veritat» que envoltaven els
nombres i les seves propietats (racionals i, en més gran mesura, irracionals) tingues-
sin una formulacio6 clara, alhora que els nous conceptes sobre limits poguessin gau-
dir de demostracions clares i satisfactories, sense deixar el més minim dubte sobre els
fonaments de I’analisi i de la coheréncia total del mateix sistema dels nombres.

Euclides ja havia donat en els seus Elements una definicié d’igualtat que utilitza-
va la idea de dividir en dues classes els nombres racionals m/n tals que la primera
esta composada pels nombres racionals m/n menors que 'incommensurable a/b i
una altra formada pels racionals tals que I’expressio m/n és més gran que a/b. Natu-
ralment, no va establir que era un incommensurable, 1 per tant tampoc la seva rela-
cié amb els racionals, més familiars per a la intuicid. Es curids que aquest mateix ar-
gument, contemplat des d’un altre punt de vista, fos la base de la definici6 dels irra-
cionals donada per Richard Dedekind al segle XIX.

Un dels pioners en la qliestié d’una millor fonamentacid de I’analisi (en la seva
aritmetitzacio i en ’estudi acurat de I'infinit) va ésser el sacerdot bohemi, filosof i
matematic, Bernhard Bolzano. E1 1799 Gauss havia donat una demostracié del teo-
rema fonamental de I’algebra usant consideracions geometriques. Bolzano, no obs-
tant, desitjava una prova que es derivés de I’aritmetica, I’algebra i I’analisi. Bolzano
volia intentar-ho evitant I"is de la intuicid espacial. Aquesta actitud va fer necessa-
riament una definicié rigorosa de la continuitat. El calcul podia ésser pensat verita-
blement com un resultat del reconeixement pitagoric de la dificultat de substituir
consideracions numeriques per magnituds geometriques suposadament continues.
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Newton havia evitat aquesta dificultat apellant a la intuicié del moviment continu i
Leibnitz apellava al postulat de continuitat. Bolzano, no obstant, va donar una de-
finicié de funcié continua que deixava clar per primera vegada que la idea de conti-
nuitat depenia del concepte de limit. Ell va definir una funcié continua en un interval
si per a tot valor x en aquell interval, la diferéncia f{x + Ax) — fix) €s més petita que
tota quantitat donada, per a Ax suficientment petit, ja sigui positiu o negatiu.
Aquesta definicié no és essencialment diferent de la que més tard va donar Cauchy
al seu Cours d’analyse i que encara avui és fonamental pel calcul.

En presentar els elements del calcul, Bolzano veu clarament que s’havien de pre-
sentar en funcio de limits de fraccions de diferéncies finites. Ell va definir la derivada
de F(x) per a tot valor de x com la quantitat F'(x) a la qual la fraccié Fxt Ax) - Fx) AA);) - F(x)
s’aproxima tant a prop com volem, a mida que Ax s’aproxima a zero. Fent aixo,
Bolzano va molt més enlla que tots els matematics precedents en precisar la impor-
tancia del concepte de limit. Lagrange i altres matematics havien pensat que el con-
cepte de limit estava lligat amb el quocient de quantitats evanescents o de zeros.

. . . . . . d .
Euler i Lacroix havien explicat la quantitat ;,‘;— com un quocient de zeros. Bolzano
) d) . . ,
afirma que 4 hos’hade pendre com a un quocient sind com a un simbol per a una

dx
determinada funcio. Explica que s’ha d’interpretar com un valor limit que fa a la de-

. ., . 0
rivada una funcio6 continua en el punt on val « 0

Fins aquest moment, pel fet que aquestes nocions estaven lligades a la mecanica,
es pensava que la continuitat era un requisit suficient per a la derivabilitat. No obs-
tant, el 1834, Bolzano va donar un exemple de funcié continua no diferenciable en
cap punt, desfent aixi la ingenuitat matematica precedent.

Lagrange havia mantingut que el seu meétode de séries infinites no necessitava
considerar infinitesimals ni limits, pero Bolzano va indicar que en aquest cas era ne-
cessari tractar les qiiestions de convergencia. Es a dir, si la seqiiencia Fi(x), Fa(x), ...,
Fy(x), ..., Fa+ {x), és tal que la diferéncia entre Fo(x) 1 F, + (x) es fa tan petita com vo-
lem si n creix indefinidament, només hi ha un valor limit al qual la successié s’acosta
tan a prop com volem. Aquesta proposicié fonamental de Bolzano tindra una gran
significacid posteriorment respecte a la definicié general de nombre realide continu
aritmetic.

Bolzano sentia, a pesar de les paradoxes presentades per les nocions d’espai i
temps, que tot continu s’havia de pensar en darrera instancia com a una collecci6 de
punts. El seu punt de vista es semblant al de Galileu Galilei, al qual Bolzano es refe-
reix en relacié a aquest tema. Encara que nega I'existencia de I'infinitament gran o
infinitament petit, ell manté, com Galileu, la possibilitat de I’infinit actual. Va re-
marcar la mateixa paradoxa que Galileu havia ressaltat: que la part (en aquest cas)
es podia posar en correspondéncia un a un amb el tot. Els punts de vista de Bolzano
sobre Iinfinit s6n substancialment aquells que els matematics han adoptat des del
temps de Georg Cantor, excepte en el cas que Bolzano havia considerat de diferents
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poteéncies de I’infinit, que després han resultat ésser la mateixa. Bolzano, no obstant.
tracta de provar I’existencia de I'infinit sobre bases teoldogiques, mentre que més tarc
en el segle XIX, la propietat que ell i Galileu havien considerat una paradoxa seria
feta per la clarificacié del calcul de Richard Dedekind, la base de la definicié dels
conjunts infinits.

Encara que les idees de Bolzano indiquen la direcci6 en la qual anira la formula-
cié definitiva del calcul, la seva contribucié no va ésser decisiva, i va romandre mig
segle fins la recuperacié que en va fer Hermann Hankel. Afortunadament, per la
mateixa &época, el matematic Augustin L. Cauchy va proposar idees semblants que si
varen assolir I’estatus de basiques pel calcul.

Cauchy rivalitza amb Euler en quant al treball matematic, contribuint amb més
de 800 llibres en quasi totes les branques de la materia. Entre ells hi ha els metodes de
rigor que van introduir a I’analisi en tres grans tractats: Cours d’analyse de I'Ecole
Polytechnique (1821), Résumé des lecons sur le calcul infinitésimal (1823) i Lecons sur
le calcul différentiel (1829). A través d’aquestes obres Cauchy va fer més que qualse-
vol altre matematic per a la fonamentaci6 de I’analisi i li dona el regust que te avui
dia.

La manca de precisi6 del concepte de limit prové de la seva formulacié mitjan-
cant la intuicié geomeétrica. En aquest aspecte, Euler i Lagrange representaren una
excepcid ja que volien fonamentar ’analisi en el seu concepte de funcid analitica. Pe-
ro fins i tot ells rebutjaren la idea de limit. Encara, doncs, que D’ Alembert, L’Huilier
i Lacroix popularitzaren el concepte de limit en els seus treballs, preparant el terreny
a Cauchy, el concepte va romandre geometric for¢a temps. Es demanava una certa
visualitzaci6 de limits que en molts casos (el cercle com a limit de poligons inscrits)
retardaven ’aritmetitzacié d’aquest concepte i per tant el progrés de I’analisi. En
donar la seva definicid, que avui dia s’estudia a ’escola secundaria, el va divorciar de
tota referéncia a les figures o magnituds geometriques, dient: «Quan els successius
valors atribuits a una variable s’aproximen indefinidament a un valor fix de tal ma-
nera que en difereixen tan poc com es vulgui, aquest darrer s’anomenara el limit de

tots els altres».
Aquesta és la definiciéd més clara i concisa donada fins llavors encara que altres

matematics, més tard, la varen criticar, en un intent d’aconseguir una definicié enca-
ra més precisa i més formal. La definicié de Cauchy utilitza les nocions de nimero,
variable i funcié i no d’intuicions geometriques. Conseqiientment ho illustra dient
que un numero irracional és el limit de diverses fraccions racionals que prenen va-
lors més i més aproximats al limit. A partir d’aci Cauchy va passar a definir el vapo-
ros terme d’infinitesimal. Cauchy torna a enfocar-ho aritmeticament: «Es diu que
una magnitud variable arriba a ésser infinitament petita quan el seu valor numeric
decreix infinitament de tal manera que el seu valor numeric convergeix cap al limit
zero». Aixi un infinitesimal no és diferent d’altres variables, excepte pel fet de con-
vergir a zero. Cauchy defineix també els infinitesimals d’ordre superior: y = f{x) és
un infinitesimal d’ordre # respecte 'infinitesimal x si
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on € és una constant positiva molt petita. Un altre cop s’imposen les idees de varia-
ble, funcié i limit en contraposici6 a les concepcions de Newton i Leibnitz.

Pero Cauchy no va admetre la possibilitat d’un infinit actual, com feia Bolzano,
degut a les paradoxes que comportava, admetent només I’infinit potencial d’Aristo-
til, expressant-ho en termes de variables indifinidament creixents o decreixents cap a
zero. La derivada, el concepte central del calcul, és definit com ho feia Bolzano, perd
Cauchy no considera el limit del qliocient incremental com ja existent sind que con-

RIS oy g

sigui un simbol per a f"(x). El que va ressaltar Cauchy és que el concepte de diferen-
cial és dependent i prové del concepte de derivada, que prové del concepte de limit.
El que fa Cauchy també és definir, en termes de limits, la continuitat d’una funcié en
un interval, fent que el limit de {x) quan x s’acosta a un punt a de I’interval sigui f{a)
per tal que la funcid sigui continua. Aixo clarifica en gran manera les confusions que
s’havien produit sobre el tema des de I’¢poca dels grecs, fent que la idea del continu
resideixi en certes relacions aritmetiques i no en confuses indissolubilitats no aclari-
des del tot. A partir de llavors varen arribar un nou conjunt de problemes centrats en
els conceptes de diferencial 1 de derivada, excloent ’estudi de la integral, com a in-
versa de la derivada, fent que les integrals definides es transformessin en un proble-
ma de limits (integral de Cauchy-Riemann)iva demostrar la relacié que hi ha entre
una funcid f{x) i la seva integral definida: si f{x) és continua, llavors

F/(x) = flx) on F(x) = f " Ay,

diciona el concepte a I’existencia del limit f'(x) de

Aixdialtres problemes generals exigeixen una teoria ben formada dels nombres
reals. Cauchy havia establert en el seu curs d’analisi que els nombres irracionals
s’havien de considerar com a limits de successions de nombres racionals, perd aixo
ja implica la propia existéncia dels nombres irracionals, raonament circular que
Cauchy no va apreciar en el seu moment. Aixd pot ésser degut a que les intuicions de
partida sobre els nombres s6n geometriques. Perd a fi de fer el concepte de limit in-
dependent d’aquestes intuicions geometriques, els matematics de la segona meitat
del segle XIX intentaren definicions dels nombres irracionals independents de la in-
tuicié geomttrica, i independents del concepte de limit. Aquestes intuicions varen
ésser les que van fer que Cauchy pensés que la continuitat d’una funcid era suficient
per a la seva representabilitat geometrica i derivabilitat, cosa ja demostrada erronia
per Bolzano, encara que aixd no es va saber fins que Weierstrass ho va fer conegut..
Perd totes aquestes contribucions de Cauchy fan que el considerem com el fundador
del calcul en el sentit modern del terme, i la seva versié amb petites modificacions és
la que s’estudia en el primer curs d’analisi.

Encara que Cauchy va donar als conceptes del calcul la forma general que tenen
ara, la darrera paraula en rigor no havia estat dita, i va ésser Karl Weierstrass qui
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va construir una base aritmetica purament formal per al calcul. Weierstrass va llegir
el 1872 un artricle on es feia palés que havia conegut Bolzano des de molt abans, i
que la continuitat no garanteix la derivabilitat, i ho va fer donant ’exemple f{x) =

= z b"cos (a"mx), on x és una variable real, @ un sencer imparell i # una cons-

n=0
tant positiva menor que 1 talque a*b>1+ —32L .

El fet de que la intuicié no fos ja fiable, va impulsar Weirstrass a donar bases més
fermes a ’analisi. Pero els seus punts de vista es varen fer coneguts no per tractats
com en el cas de Cauchy, siné pels treballs dels seus alumnes, especialment Pincher-
le. A fid’assegurar ’exactitud logica, Weierstrass va establir les bases de ’analisi en
el concepte de nimero i sols en aquest. Aixi es va dedicar a investigacions en profun-
ditat sobre ’aritmetica, particularment sobre els nombres irracionals. En un cert
sentit, allo que fa Weierstrass és considerar la successid correspondent a un irracio-
nal com I'irracional mateix, plantejament que sera vital en els treballs de Dedekind i
Cantor. Weierstrass també interpretava una variable x simplement com a un-con-
junt de valors numerics. [ una variable esdevenia continua en un conjunt si per a tot
valor xo del conjunt i tota successio de valors petits positius 8y, 82, ..., hithaenels in-
tervals (xo - 8, xo + &) altres elements del conjunt. Similarment, en condicions esta-
tiques, una funcio era continua si donat qualsevol e es pot trobar un 7o tal que si
n <o la diferéncia f{x &+ n) - fx) és menor en valor absolut que e. El limit d’una va-
riable o funcié és similarment definit. L és el limit de la funcid f{x) per x = xo si donat
un nimero arbitrariament petit ¢, podem trobar un altre nombre 0 tal que per a tots
els valors que difereixen de xo en menys que 8, el valor de f{x) diferira de L en menys
que €. Aquesta expressio del concepte de limit, conjuntament amb la definicié de de-
rivada de Cauchy (i d’integral), van donar als fonaments del calcul una precisié gai-
rebé definitiva. Per aix0 I'expressié popular de «calcul infinitesimal» resulta inapro-
piada ja que ja no hi intervenen per a res els infinitesims. La darrera qiiestié que calia
plantejar era la dels nombres irracionals. Aquest estudi era ara possible degut a la
teoria estatica del calcul que havia donat Weierstrass.

L’any 1872 és I'any més significatiu en la historia dels fonaments del calcul. Els
documents més importants van ésser les classes de Weierstrass sobre.aritmetica pre-
sentades pel seu alumne Kossak (Die Elemente der Arithmetik), el treball de Charles
Méray (Noveau précis d’analyse infinitésimale), el treball d’E: Heine al Journal de
Crelle (Die Elemente der Funktionlehre)isobretot el primer article de Georg Cantor
als Matematische Annalen: Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der theorie der trigo-

“nometrischen reihen (sobre una extensié dels fonaments de la teoria de les series tri-
gonometriques), i ’'obra Stetigkeit und die Irrationale Zahlen (Continuitat i nombres
irracionals) de Richard Dedekind. El treball de tots aquests. matematics va incidir en
el mateix punt: la formacié d’una teoria dels irracionals sense 'utilitzacié del con-
cepte de limit. Bolzano i Cauchy havien intentat demostrar que una successio de
Cauchy, on les diferéncies entre termes es fan tan petites com volem, té un limit ex-
tern. Méray considerava nimeros als sencers i als racionals, mentre que les succes-
sions de Cauchy de racionals que ell anomenava «variantes» les considerava equiva-
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lents a un nimero, ja sigui racional o irracional. En aquest sentit, encara que menys
clarament, la seva teoria és equivalent a la de Weierstrass. El treball d’Heine i Can-
tor va en aquest sentit de considerar els irracionals com a grups infinits de racionals
prescindint de la idea de limit i solucionant aixi la peticié de principi present en els
raonaments de Cauchy. El nombre irracional s és la successié mateixa (no esta «de-
terminat per ella»). Dedekind va comengar a interessar-se en el problema el 1858
quan va haver de llegir els elements del calcul infinitesimal.

L’aproximacié de Dedekind és lleugerament diferent que les de Weierstrass,
Méray, Heine i Cantor, ja que es pregunta en general quina és I’essencia de la conti-
nuitat en comptes d’intentar evitar la peticié de principi de Cauchy. Va fer I’analogia
de les rectes, on tota divisié en dos vé donada per un unic punt, per estudiar perqué
aix0 no passava en el conjunt dels racionals. Els punts de la linea formen doncs un
continu, mentre que els racionals, no. Com expressa al seu treball Aqui rau el secret
de la continuitat. Aleshores fa un treball de «completacié» dels racionals, per tal de
ressemblar-los al conjunt de punts de la recta. Unicament és necessari acceptar I’a-
xioma de Cantor-Dedekind pel qual els nombres reals es poden posar en correspon-
dencia bijectiva amb els punts de la recta. Aixo significa que per a cada particié
(Schnitt) del conjunt dels reals en qué tots els elements de la primera part sén més
petits que tots els de la segona, hi ha un i sols un nombre real que produeix la parti-
cié. Aixi tot nombre real és una particié d’aquest tipus en el conjunt dels racionals.
Aquest postulat fa continu el domini dels reals, en el sentit que la linea recta té
aquesta mateixa propietat. La definicié de Dedekind és pero logicament equivalent
a les de Weierstrass, Méray, Heine i Cantor. Posteriorment Bertrand Russell pren
aquesta definicid i considera que no cal implicar la geometria siné inicament pren-
dre les classes de racionals com a nombres reals, evitant la necessitat logica de sortir
a Pexterior com feia Dedekind. Aixi, es poden derivar tots els teoremes del calcul
sense circularitat en el raonament, com ja feia Dedekind en la darrera part del seu
treball.

El calcul esdevé aixi no una branca de la ciéncia de les quantitats, siné de la logi-
ca de les relacions.

Després de tot aquest raonament, que estableix el calcul tal com és avui dia, de-
mostrant que tot I’analisi no necessita més que sistemes finits o infinits de nombres,
s’escau especialment la frase famosa de Pitagores: Tot és nombre!
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